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Aufgabe 1 (10 Punkte). Sei L : R2 ×R2 → R definiert durch

L(v, x) :=
v21

2(a + bx2
2)

+
1

2
v22 − cx2

2 ,

wobei a, b, c ∈ R positive Konstanten sind, v = (v1, v2) und x = (x1, x2).
Lösen sie die zu L assoziierten Euler-Lagrange Gleichungen.

Aufgabe 2 (10 Punkte). Sei I := [0, 1] und f ∈ C0(I). Für alle u ∈ C0(I),
mit u(0) = u(1) = 0, gelte ∫

I

f(x)u(x) dx = 0 .

Zeigen Sie, dass f(x) = 0 für alle x ∈ I.

Aufgabe 3 (10 Punkte). Sei f ∈ C∞(R× · · · ×R︸ ︷︷ ︸
(n+1)−mal

) und definiere I : X → R

durch

I(u) :=

∫
[a,b]

f(u(x), u′(x), ... , u(n)(x))dx ,

wobei X = {u ∈ C∞([a, b]), mit u(k)(a) = u(k)(b) = 0, für k = 0, ..., n − 1}.
Besitze I einen stationären Punkt in X. Leiten Sie die entsprechenden Euler-
Lagrange Gleichungen her (i.e. die Gleichungen, die ein solcher stationärer
Punkt erfüllt).
Hier bezeichnet u(l)(x) die l−te Ableitung der Funktion u an der Stelle x.

Aufgabe 4 (10 Punkte). Sei A ⊂ Rn eine abgeschlossene Menge. Sei die
Hopf-Lax Formula auf das folgende Problem anwendbar:

ut + |Du|2 = 0 in (0,∞)×Rn

u(0, x) =

{
0 x ∈ A

+∞ x ∈ Rn \ A
auf {0} ×Rn

. (1)

Schliessen Sie, dass die Lösung von (1)

u(t, x) =
(dist(x,A))2

4t

ist, wobei für x ∈ Rn, dist(x,A) := infy∈A |x− y|.
Bitte wenden!
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Aufgabe 5 (10 Punkte). Weisen Sie im Beweis von Theorem (4.34) in der
Vorlesung detalliert nach, dass

D2uε , D2ũε ≤ C
(

1 +
1

s

)
I (2)

und

div bε =

∫ 1

0

n∑
k,l=1

Hpkpl(rDuε+(1−r)Dũε)(ruεxlxk+(1−r)ũεxlxk)dr ≤ C
(

1+
1

s

)
,

(3)
wobei C eine Konstante ist.
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