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Aufgabe 1 (10 Punkte). Sei L : R? x R?* — R definiert durch
v3 1
L) = — "y L 2
(Ua l‘) 2(& i bl’%) + 2?}2 CTy ,
wobei a, b, ¢ € R positive Konstanten sind, v = (vy,v3) und = = (z1, z3).
Losen sie die zu L assoziierten Euler-Lagrange Gleichungen.

Aufgabe 2 (10 Punkte). Sei [ :=[0,1] und f € C°(I). Fiir alle u € C°(I),
mit u(0) = u(1) = 0, gelte

/1 F(x)u(z)de = 0.

Zeigen Sie, dass f(z) = 0 fiir alle z € 1.

Aufgabe 3 (10 Punkte). Sei f € C*(R x --- x R) und definiere Z : X — R
(n+1)—mal

durch

Z(u) = [ b}f(u(x),u'(x),...,u(”)(x))dx,

wobei X = {u € C*®([a,b]), mit u® (a) = u®(b) =0, fir k=0,...,n —1}.
Besitze 7 einen stationdren Punkt in X. Leiten Sie die entsprechenden Euler-
Lagrange Gleichungen her (i.e. die Gleichungen, die ein solcher stationérer
Punkt erfiillt).

Hier bezeichnet u) (x) die I—te Ableitung der Funktion u an der Stelle x.

Aufgabe 4 (10 Punkte). Sei A C R" eine abgeschlossene Menge. Sei die
Hopf-Lax Formula auf das folgende Problem anwendbar:

u; + |Dul* =0 in (0,00) x R™

_J0 z€A " . (1)
u(O,x)—{+OO rER\ A auf {0} xR

Schliessen Sie, dass die Losung von (1)
_ (dist(x, A))?
u(t,x) = n

ist, wobei fiir x € R", dist(z, A) := infy e |z — y|.
Bitte wenden!



Aufgabe 5 (10 Punkte). Weisen Sie im Beweis von Theorem (4.34) in der
Vorlesung detalliert nach, dass

1
D*uf, D% < 0(1 + —>1 (2)
S
und

divb, = / ™ Hyyy (rDu+(1=1) D) (s, + (17}t )r < C (142,

0 k=1

wobel C eine Konstante ist.



