Modellierung

In diesem Kapitel werden wir uns mit der Modellierung von Bildverarbeitungsauf-
gaben als Variationsprobleme beschéftigen. Wir gehen dabei von den gegebenen
Daten f (bzw. F im diskreten Fall) aus und suchen eine Funktion u (bzw. wieder

diskret U) als Losung. Wir werden sehen, dass wir immer Probleme der Form
J(u) = D(u, f) + aR(u) (4.1)

erhalten, wobei D ein Datenterm und R ein Regularisierungsfunktional ist. Im ein-
fachsten Fall ist u ein Bild (Rekonstruktion, Entrauschung), es kann sich aber auch
um eine Indikatorfunktion (im Fall der Segmentierung), eine Deformation (Reg-
istrierung), oder ein Geschwindigkeitsfeld (Dynamik) handeln. In der allgemeinen
Modellierung lassen sich diese Fille noch gemeinsam behandeln, wenn wir aber zu
Beispielen von Daten- und Regularisierungstermen iibergehen werden wir hier eine
Unterscheidung vornehmen.

4.1 Regularisierungstheorie und MAP-Schitzung

Im wesentlichen kann man zwei verschiedene Zugénge unterscheiden um (4.1) herzuleiten,
einen basierend auf deterministischen und einen basierend auf stochastischen Argu-
menten. Der deterministische Zugang der Regularisierungstheorie nimmt an, dass
man eigentlich exakte Daten f, reproduzieren mochte, das eigentlich auf eine Gle-
ichung der Form

D(u, f,)=0 (4.2)

fithrt, wobei D ein nichtnegatives Datenfunktional ist, dessen Minimum Null genau
dann erreicht wird, wenn die Daten exakt reproduziert werden. Die Gleichung ist
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damit auch dquivalent zur Minimierung von D(u, f.) beziiglich u. Wir illustrieren
dies an einigen Beispielen:

e Im Fal der Entrauschung wollen wir eigentlich die Gleichung u = f, l6sen, dies
konnen wir durch Minimierung verschiedener Funktionale, z.B. Der einfachen

Normen |
wt) = [ u= spds (4.3)
P Ja
erreichen.

e Bei der Bildrekonstruktion haben wir eigentlich Ku = f, mit K einem Oper-
ator, der in einem Banachraum abbildet. Es ist dann natiirlich die Norm in

diesem Banachraum, bzw. eine Potenz davon zu minimieren, d.h.
D(u, f) = [[Ku = f] " (4.4)

e Bei der Registrierung wollen wir eine Transformation von fx auf fr finden (die
wir wegen der Einheitlichkeit hier u statt y nennen), d.h. eigentlich die Gle-
ichung fr = fr ou losen. Auch dies kénnen wir natiirlich durch Minimierung
von Normen wie etwa

D(u, (fr. f)) / fal@) — fr(u(z)Pdz. (4.5)

In der praktischen Anwendung hat man nun aber nicht exakte, sondern gestorte
Daten f, sodass die alleinige Minimierung von D(u, f) nicht sinnvoll ist. Insbeson-
dere hat man bei schlecht gestellten Problemen, etwa Rekonstruktion mit kompak-
tem Operator K, oft die Existenz eines Minimums von D(u, f) im Fall gestorter
Daten nicht gesichert, selbst wenn es existiert kann es zu unverniinftigen Losun-
gen fithren. Deshalb benutzt man a-priori Information, die eine verniinftige Losung
auszeichnen und modelliert dies mathematisch durch Regularisierungsfunktionale
R, die nicht zu gross werden sollen (umso kleiner R, umso plausibler die Losung.
Zusétzlich lasst man zu, dass die gestorten Daten nicht exakt reproduziert werden,

sondern nur approximiert, d.h. man akzeptiert Losungen mit

D(u, f) <6, (4.6)

mit kleinem § abhéngig von der geschitzten Grosse der Storung. Damit kann man im
Fall gestorter Daten ein beschrinktes Optimierungsproblem formulieren, namlich die
Minimierung von R unter allen u, die (4.6) erfiillen. Nun kann man zeigen, dass ein
Lagrange-Parameter A > 0 existiert, sodass die beschréinkte Optimierung dquivalent

ist zur unbeschrinkten Optimierung von

R(u) + AX(D(u, f) — 0) — Irgn. (4.7)
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1
o
von (4.1). Die Modellierung der Stérung bestimmt meist auch den verwendeten Da-

Definiert man o = dann ist dieses Problem genau &dquivalent zur Minimierung
tenterm, da die Annahme, dass fiir die exakte Losung u, auch wirklich D(u,, f) < ¢
gilt, gerechtfertigt sein sollte. Im Fall der Entrauschung sollte man etwa die Norm so
anpassen, dass die Storung in dieser Norm gemessen klein ist, es gilt ja die Dreieck-

sungleichung
[e = fII < Mluw = Fell + 1L = £ell = 1F = £l (4.8)

Fiir typische Rauschmodelle ist also p = 1 oder p = 2 sinnvoll, wiahrend grosses p
(insbesondere p = 00) oder auch Sobolev-Normen nicht auf kleine Stérungen fithren
werden. Im Fall eines additiven Gauss’schen Rauschens haben wir bereits gesehen,

dass wir in natiirlicher Weise ein Annahme der Form
[ - ppar < (4.9)
Q

machen kénnen, wobei 6 der Varianz des Rauschens entspricht, also scheint die L?-
Norm naheliegend.

Ein interessantes stochastisches Konzept sind Bayes®-sche Modelle. Dabei wird je-
dem Bild eine a-priori Wahrscheinlichkeit oder Wert einer Wahrscheinlichkeitsdichte
zugeordnet. Zusétzlich bendtigt man noch eine Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten
einer bestimmten Messung unter einem gegebenen Bild. Das Bayes’sche Modell
basiert dann auf der sogenannte a-posteriori Wahrscheinlichkeit (a-posteriori prob-

ability, auch Bayes’sche Formel genannt)

P(F | U)P(U)

|
P(U | F)= 203 (4.10)
Die Formel fiir P(U | F) beschreibt die Wahrscheinlichkeitsdichte, dass die Beobach-
tung F' von einem Bild U erzeugt wurde. Dabei ist P(F' | U) die Wahrscheinlichkeit,
dass bei gegebenem Bild U die Beobachtung F' eintritt, und P(U), F sind a-priori
Wahrscheinlichkeiten fiir das Bild und die Beobachtung. Man modelliert also hier
sogar eine sehr hochdimensionale Dichte, die die Giite einer moglichen Losung U

beschreiben kann.

In der Praxis ist natiirlich die hochdimensionale Dichte (in einem Raum dessen
Dimension der Anzahl der Pixel im Bild enspricht) nicht berechenbar, und wie immer
in der Statistik muss man aus der Wahrscheinlichkeit Schétzer konstruieren, der
einfach berechenbar ist. Durch Maximierung der Wahrscheinlichkeit kann man einen

6Thomas Bayes (1702-1761), englischer Mathematiker und Pfarrer. Wurde vor allem durch eine
zwel Jahre nach seinem Tod verdffentlichte Arbeit zur Wahrscheinlichkeit bekannt, cf. http:
//de .wikipedia.org/wiki/Thomas_Bayes .
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solchen Schétzer konstruieren, den sogennanten mazimum a-posteriori probability

(MAP) Schitzer

U= argmgxP(U | F). (4.11)
Man sieht aus (4.10) und (4.11), dass nur die a-priori Wahrscheinlichkeit fiir U
wichtig ist, da F' ohnehin fix gehalten wird. Der Nenner P(F) ist dann nur eine
Normierungskonstante. Wir verdeutlichen dieses Modell anhand eines Gauss’schen
Modells fiir das Rauschen und eines sogenannten Gibbs-Modells fiir die a-priori
Wahrscheinlichkeit. In diesem Fall haben wir kontinuierliche Zufallsvariable und
verwenden daher die Dichten

pp(U | F) = pp(F | U)pp(U),

und den MAP-Schitzer

U= argmgxp]p(U | F). (4.12)
Da beim Gauss’schen Modell fiir das Rauschen F' durch Addition normalverteilter
Zufallsvariable zu U entsteht, ist das Ereignis der Beobachtung von F unter U
dquivalent zu nfj = F,; — U;j. Da wir unabhingige normalverteilte Zufallsvariable
haben, kann die Wahrscheinlichkeitsdichte als
1 (Fij=Us;)?

po(F | 1) = [ e "5
L o\/T

berechnet werden. Zusammen mit dem Gibbs-Modell erhalten wir die a-posteriori
Wahrscheinlichkeitsdichte als

B _(Fij_Uij)2
pp(U | F) = Ce PEW He 207 .
1,3

Den MAP-Schétzer erhalten wir analog durch Minimierung des negativen Logarith-

mus der Wahrscheinlichkeitsdichte, d.h.

U= argmUin (% 2:(]7Z —U)? + JZBE(u)) : (4.13)

j
Bei geeigneter Skalierung (Multiplikation mit Fldche der Pixel) erhdlt man einen

kontinuierlichen Grenzwert als

s S Utaw) o)) > [ (760) = o))

fiir Ny, Ny — oo und damit asymptotisch das Variationsmodell

it = arg min (% /Q (u— f)de+ aR(u)) | (4.14)
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wobei R ein passender Grenzwert des Regularisierungsteils ist.

Weitere interessante Beispiele, die man aus der stochastischen Modellierung des

Rauschens erhélt, sind

o Additives Laplace-Rauschen: F;;—U,;; unabhangig verteilt nach Laplace-Verteilung.
Diesen Fall nimmt man, wenn auch grossere Abweichungen haufiger auftreten
(durch den schnellen Abfall der Gauss-Verteilung sind diese bei additivem
Gauss’schen Rauschen sehr selten). Asymptotisch erhélt man daraus

D(u, f) = /Q lu — f| du. (4.15)

e Poisson-Rauschen: Fj; is Poisson-Verteilt mit Mittelwert U;;. Hier erhélt man
asymptotisch

D(u, f) = /Q(u — flogu) dz, (4.16)

das man durch Hinzufiigen von Konstanten auch als die (nichtnegative) Kullback-
Lewbler Divergenz

D(u, f) = /Q(flogg — [+ u) dz, (4.17)

schreiben kann. Das Poisson-Modell entsteht {iblicherweise durch einen Z&hl-
prozess, etwa wenn man die endliche Anzahl von detektierten Photonen mod-

ellieren will.

5
ij
findet dafiir verschiedene Verteilungsannahmen). Da das Rauschen nun dem

o Muliplikatives Rauschen: F;; = nngi]‘ mit unabhéngig verteilten n?. (man

Quotienten 5— entspricht, fithrt dies auf Funktionale, die von 5 abhéngen.
ij

4.2 Regularisierungsfunktionale

In diesem Abschnitt werden wir uns zunéchst ndher mit der Frage beschéftigen,
welche Art von Regularisierungsterm (F') bzw. welchen Funktionenraum wir fiir das
Entrauschen von Bildern sinnvollerweise benutzen kénnen. Die Lebesgue-Raume
LP(Q2) sollten alle sinnvollen Bilder enthalten, da aber auch Rauschen in diesen
Réumen liegen kann (insbesondere das Gauss’sche Rauschen in unserem Modell in
L*(2)) sind sie aber zu gross gewiihlt - man kann in L?()) nicht zwischen Signal
und Rauschen unterscheiden. Besonders naheliegend ist deshalb die Betrachtung der
Sobolev-Riume W'?(Q), p > 1. Diese sind Teilriume der Lebesgue-Riume LP((2),
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die auch noch einen p-integrierbaren Gradienten haben sollen und damit Oszillatio-
nen (Rauschen) zu einem signifikant hoheren Wert der Norm fiithren. Andererseits
konnte die Wahl eines solchen Sobolev-Raums zu einschrinkend sein, um interes-
sante Bilder (mit Kanten) zuzulassen. Dies ist fiir p > 1 auch der Fall, wie wir aus

den folgenden Resultaten sehen.

Lemma 4.2.1. Seiu € WH(Q), p > 1 wobei Q C R ein Intervall sei. Dann ist u
stetig.

Beweis. Sei zuniichst u € C*(Q2) € WP(Q2). Dann folgt

) — uta)| =1 [ u'(z) de] < ( [ e dz) R

wobei 1/p+ 1/p’ =1 gilt. Also folgt
[u(y) — ul(@)] < [lullwin@lz =y

Fiir beliebieges u € W1?(Q) kénnen wir nun die Dichtheit von C1(Q) in WP(Q)
verwenden, d.h. es existiert eine Folge u, € C'(Q) die gegen u in der Norm von
WP(Q) und auch punktweise konvergiert. Damit folgt fast {iberall

[u(y) —u(z)| = lim |up () = un(y)] < L [Jug|lwioe)|z—y]*" = [[ullwise |z =y 7"
Damit ist u sogar Holder-stetig mit Exponent 1/p'. O

Lemma 4.2.2. Sei D C Q ein Gebiet mit C'-Rand. Dann ist die Funktion

u(x)—{ 1 firxeD

0 sonst

nicht in WHP(Q) fiir p > 1.

Beweis. Der distributionelle Gradient einer Funktion u ist definiert durch das

lineare Funktional
(Vug) =~ [u(V-@)ds  VoeCF@RY,
Q
Fiir eine Funktion der obigen Gestalt folgt dann mit dem Gauss’schen Satz

<Vu,<p>:—/v-gpdx:—/ ©-n do.
D oD

Da dieses lineare Funktional auf 0D, d.h. einer Nullmenge des Lebesgue-Mafles
konzentriert ist, kann es fiir kein p’ € [1, 0o] zu einem linearen Funktional in LP' (€, RY)
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4.2 Regularisierungsfunktionale

erweitert werden. Damit liegt der distributionelle Gradient auch nicht in LP(Q, R¢) C
LY (Q,RY)*. O

Als Folgerung sehen wir also, dass W1? fiir p > 1 sicher nicht in Frage kommt, da
Unstetigkeiten (Kanten) nicht zugelassen werden. Auch der Fall p = 1 wiirde nach
dem obigen Argument stiickweise konstante Funktionen nicht zulassen. Dariiber
hinaus ergibt sich in W(Q) eine funktionalanalytische Schwierigkeit, da dieser
Raum (analog zu L'(Q)) nicht der Dualraum eines Banachraumes ist. Man kann
also keine schwach-* Topologie verwenden und damit auch den Satz von Banach-
Alaoglu nicht anwenden. In beiden Fillen liegt das Problem darin, dass gewisse
Mafe wie zum Beispiel Dirac d-Distributionen nicht als Gradient einer Funktion
Wh1(Q) zugelassen werden, aber durch Wh!-Funktionen mit beschrinkter Norm

approximiert werden konnen.

Um einen sinnvolleren Funktionenraum fiir Bilder zu erhalten, muss W'(Q) noch
einmal vergréssert werden. Dabei geht man analog vor wie beim Ubergang von
LY(Q) zum Raum der Radon-Mafie. Wir definieren deshalb den Raum BV () von

Funktionen beschrankter (totaler) Variation
BV(Q) = {u e LY(Q) | |ulpy < =}, (4.18)

wobei die totale Variation gegeben ist durch

lu|py = sup / uV - ¢ dx. (4.19)
0

PECE (GR?),||pl|00 <1

Die Norm in BV (Q2) ist gegeben durch
ullpv = [[ullrr + [u] v (4.20)

Die Wahl des Raums C§°(€Q;R?) in der Definition ist nicht essentiell. Wegen der
Dichte dieses Raums in anderen Rdumen erhalten wir das selbe Supremum in jedem
Cr(;RY) fiir & > 0. Wir werden im folgenden auch diese unterschiedlichen Riume
in der Definition je nach Notwendigkeit einsetzen. Fiir Funktionen in u € W11(Q)
rechnet man leicht nach, dass ||u||py = ||u||w11 gilt. Damit enthdlt BV () auf jeden
Fall W1, Man sieht auch leicht, dass BV (€)) auch unstetige Funktionen enthilt.
Fiir die stiickweise konstante Funktion v aus Lemma 4.2.2 gilt

lulpy = sup /V-godx
D

PeCE° (R, |p]loe <1
- sup / p-ndo
PECF (GRY), |l <1 JOD

= / do < 0o.
aD
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Sobald also 0D ein endliches d — 1-dimensionales Hausdorff-Ma$ ( bei Kurven also
einfach endliche Lange) hat, ist die totale Variation der stiickweise konstanten Funk-
tion endlich. Wir sehen auch dass die totale Variation in diesem Fall gleich der Léange
der Kurve ist, d.h. eine Minimierung (bzw. zumindest Verkleinerung) der totalen

Variation sollte auch die Kurven gléatten.

Nach dieser Argumentation ist es naheliegend gegliattete Funktionen im Raum beschrank-
ter Variation zu suchen, bzw. die totale Variation sogar als Regularisierungsfunk-
tional zu verwenden. Damit erhélt man das Rudin-Osher-Fatemi (ROF) Modell zum

Entrauschen, das in der Minimierung

A .
J(u) = B /Q(u — f)? dx + |ulpy — uerg‘l/r(lm (4.21)

besteht. Dieses Modell und Variationen davon sind heute eines der populérsten
Forschungsgebiete in der Bildverarbeitung. Wie wir sehen werden, erhélt man daraus
(im Gegensatz zu vielen anderen Variationsmethoden und Filtern) scharfe Kanten
bei der Rekonstruktion und auch recht klare geometrische Interpretationen beziiglich
der Isokonturen. Auch fiir die Segmentierung kénnen wir die totale Variation als
Regularisierung verwenden, da ja die totale Variation einer Indikatorfunktion gleich

dem Perimeter der Kantenmenge ist.

In manchen Féllen bringt man a-priori Information dadurch ein, indem man ein Dic-
tionary moglicher Bildstrukturen zur Verfiigung hat, also ein System von Funktio-
nen {¢; }j‘;o und das Bild sich als Linearkombination mdéglichst weniger ¢; schreiben
lassen soll (Sparsity). Auch hier sieht man leicht, dass man mit strikt konvexen und
differenzierbaren Funktionalen dieses Ziel nicht erreicht. So erhélt man etwa bei
quadratischen Regularisierungen viele kleine Koeffizienten in den Linearkombinatio-
nen, aber sehr wenige gleich Null. Ideal wire eine ¢°-Norm als Regularisierung, also
eine Bestrafung mit der Anzahl der Nichtnullelemente. Dieses Funktional ist jedoch
extrem nichtkonvex, sodass eine Berechnung globaler Minima schwierig ist. Deshalb
verwendet man wieder eine konvexe Regularisierung mit einer /!-Norm, d.h.

J(u) = Z |c;l, wobel u = Z cjp;- (4.22)
J

J

Eine zweite héufig verwendete Form (die zur obigen &quivalent ist, wenn {p;} eine
Orthonormalbasis ist) ist die ¢'-Norm der Skalarprodukte

J(u) = Z [(u, 051 (4.23)

Die obigen Argumente gelten nicht fiir die Deformationen bei der Regularisierung
oder die Vektorfelder in dynamischen Problemen. Hier will man sehr oft glatte
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Losungen, weshalb die Verwendung einfacherer quadratischer Regularisierungsfunk-
tionale durchaus angebracht ist. Hier ist etwa das Quadrat der W'2-Norm ein
gangiges Regularisierungsfunktional.
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