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Aufgabe 1 (Subdifferentiale und Optimalitit) (5 Punkte)
Gegeben seien die Funktionale (fiir o > 0 und A € R?*2 regulir):

1
Ji R =R, u»—>§(u—f)2+oz\u|
Jy: R = R, s Ju— f| + au?

1
Jy iR =R, we o Au— fl5+afull2

Fiihren sie fiir die Optimierungsprobleme
Ji(u) = min
u
folgende Analyse durch:

(i) Zeigen sie, dass jeweils ein Minimum existiert und eindeutig ist.

(ii) Berechnen sie die Optimalitdtsbedingungen und daraus (mit Fallunterscheidungen) eine Losungformel
abhéngig von f.

(iii) Berechnen sie die Fenchel-dualen Probleme.

Aufgabe 2 (Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen) (5 Punkte)

Seien F' : R™ — R konvex und A € R™*™ eine Matrix mit vollem Rang (m < n). Wir betrachten
das beschriankte Optimierungsproblem

F(u) — min (1)

unter den Nebenbedingungen
wi > 0 i=1,....n (2)
Au = b (3)

Berechnen sie fiir die dquivalente Formulierung
J(u) = F(u) + x+(u) + xp(Au) (4)
mit
(u) = 0 falls u; > 0,i=1,....,n (Au) = 0 falls Au =10
X+ =9 400 sonst Xb " | +oo sonst

die Optimalitédtsbedingung her und folgern sie daraus die Karush-Kuhn-Tucker Bedingung: Es
existieren A; < 0 und p € R™ sodass (A der Vektor der \;)

Fl(u)+ 2+ ATy =

A =

(5)

0
0. (6)



Aufgabe 3 (Lineare Optimierung) (5 Punkte)

Wir betrachten ein lineares Optimierungsproblem

¢-u — min (7)

unter den Nebenbedingungen
u > 0 i=1,...,k (8)
Au = b (9)

mit ¢ € R”, b € R™, und A € R™*" eine Matrix mit vollem Rang (m < n). Formulieren sie dieses
Problem analog zu Aufgabe 2 und leiten sie das Fenchel-duale Problem her. Schreiben sie dieses
wieder als lineares Optimierungsproblem mti linearen Nebenbedingungen.

Aufgabe 4 (Laplace-Rauschen mit quadratischer Regularisierung) (5 Punkte)
Sei © C R beschréinkt und f € L'(Q) mit [, f = 0. Wir betrachten das Variationsmodell

Ja(u):/ u — f| d:c+3/ Vu? > min (10)
Q 2 Jo ueW*(Q)
wobei
We2(Q) = {ue L*(Q) | Vu e LQ(Q),/ u =0} (11)
Q

der Banachraum mit der Norm

lull =/ /Q Va2 (12)

(i) Die Losung existiert und ist eindeutig.

ist. Zeigen Sie

(ii) Die Optimalitéitsbedingung ist gegeben durch
p(z) —aV - (Vu(z)) =0 x €,
mit (n der Einheitsnormalenvektor)
Vu(z) -n(x) =0 x € 00
und p(z) € [0, 1] sodass
und p(z) € [-1,1].

(i) Sei uq das Minimum abhiingig von «. Zeigen sie fiir f € Wo'? und a — 0: uq — f und

Ja(U)—>/Q\u—f|

fiir alle u € W2,

(iv) Sei u, das Minimum abhéngig von «. Zeigen sie fiir « — c0: u, — 0 und

2 2
aJa(u)—>/Q|Vu|

fir alle u € W<>1’2.



