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Aufgabe 1 (Duale Funktionale) (5 Punkte)

Berechnen Sie für die folgenden primalen Funktionale J : X → R ∪ {∞} die konvex Konjugierten,
d.h. die dualen Funktionale J∗ : X∗ → R ∪ {∞},

(a) J(u) = ‖u‖L2(Ω)

(b) J(u) = α
2 ‖u‖

2
L2(Ω)

(c) J(u) = ‖u‖L1(Ω) .

Aufgabe 2 (Biduale Funktionale) (5 Punkte)

Wir betrachten zwei Funktionale H : X → R∪{∞} und J : X → R∪{∞} mit H ≤ J . Zeigen Sie,
dass dann auch für die bidualen Funktionale H∗∗ : X∗∗ → R∪{∞} und J∗∗ : X∗∗ → R∪{∞} gilt
H∗∗ ≤ J∗∗.

Aufgabe 3 (Subdifferentiale) (5 Punkte)

Berechnen Sie das Subdifferential ∂f(x) der folgenden Funktionen.

(a) Der euklidischen Norm f : Rn → R, x 7→ |x|2 .

(b) Der Indikatorfunktion des positiven Quadranten,

f = iK , mit K := {x ∈ R
n : xj ≥ 0, für alle 1 ≤ j ≤ n} .

Aufgabe 4 (Frechet-Ableitungen) (5 Punkte)

Sei Ω ⊂ R
2 und Σ ⊂ R

2. Berechnen Sie die Frechet-Ableitungen der folgenden Funktionale:

(a) J(u) =
1

2
‖∇u‖

2
L2(Ω) (L2-Regularisierung) ,

wobei u ∈ W 1,2(Ω).

(b) J(u) =
1

2
‖Ku− f‖

2
L2(Σ) (L2-Datenterm mit Operator) ,

wobei K : L2(Ω) → L2(Σ), u : Ω → R und f : Σ → R.

(c) J(v) =
1

2
‖∂tf +∇ · (fv)‖

2
L2(Ω×[0,T ]) (L2-Datenterm Masseerhaltung) ,

wobei f hier im Vergleich zu (a) und (b) eine Bildsequenz darstellt, d.h. f : Ω × [0, T ] → R

und v eine gesuchtes Vektorfeld bezeichne, d.h. v : Ω× [0, T ] → R
2.


