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Aufgabe 1 (Sattelpunktprobleme, Primal-Duale Verfahren) (5 Punkte)

Die in der Vorlesung vorgestellten primal-dualen Algorithmen basieren auf Sattelpunktproblemen.
Eine Klasse dieser Sattelpunktprobleme sind gegeben durch die Losung von Gleichungssystemen

der Form .
(5 5)6)-() @

mit einer Blockmatrix bzgl. A € R™"*"™ und B € R™ ™ wobei m,n € N mit m,n > 1, mit
gesuchten primalen und dualen Variablen v € R™ und p € R™, sowie mit einer gegebenen rechten
Seite abhéngig von f € R™ und g € R™.

Zeigen Sie: Ist A positiv definit auf Kern(B), d.h. aus Bu = 0 und u # 0 folgt u” Au > 0, so ist
die Blockmatrix auf der linken Seite von (1) invertierbar.

Aufgabe 2 (Soft-Shrinkage) (5 Punkte)

In effizienten Splitting-Verfahren, z.B. bei Split-Bregman (siehe Aufg. 4), lassen sich Teilprobleme
manchmal auf sogenanntes Soft-Shrinkage reduzieren. Zeigen Sie deshalb in 1D (© C R), dass eine
Losung z* : © — R des Funktionals
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durch Anwendung des Soft-Shrinkage-Operators S, (f) explizit gegeben ist, d.h.

f—a, fals f>a
2" =8,(f):==¢ 0, falls —a<f<a .
f+a, falls f< -«
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Aufgabe 3 (TV-Denoising, Duales Verfahren 1D) (5 Punkte)

In der Vorlesung haben wir die folgende duale Formulierung des Rudin-Osher-Fatemi (ROF) Mo-
dells zur Entrauschung mit L2-Datenterm und TV-Regularisierung hergeleitet,

1/(on-g—f)Qﬁmin
2 Q g

unter der Nebenbedingung ||g|lcc < 1. Es handelt sich dabei um ein beschrinktes, quadratisches

Optimierungsproblem. Die Nebenbedingung ist dabei zu verstehen als |g(z)|%: < 1, Vz € Q.
Schreiben Sie eine Matlab Funktion, welche die explizite Diskretisierung

Gty =9k +oV(aV-gr—f)
i1 =1(gp1 1)

realisiert, wobei II(g) := ﬁm eine Projektion auf den Einheitskreis darstellt. Testen Sie Ihre
Implementierung an einer 1D-Treppenfunktion mit zufilligem additivem Gauss’schen Rauschen.
Vergleichen Sie die Losungen fiir verschiedene Werte von a und wihlen Sie die Schrittweite o
geeignet.

(Hinweis: Nutzen Sie die primale Optimalitédtsbedingung fiir das ROF-Modell (mit exakter Defini-
tion von TV), um aus der dualen Losung die zugehorige primale Loésung visualisieren zu kénnen.)

Aufgabe 4 (TV-Denoising, Primal-Dual, Split-Bregman 1D) (5 Punkte)

In der Vorlesung haben wir mit Split-Bregman (oder dquivalent Alternating direction method of
multipliers (ADMM) bzw. Douglas-Rachford Splitting (DRS) fiir das zugehorige duale Problem)
ein Splitting-Verfahren kennen gelernt, mit dem man das ROF-Modell

1 .
§Hu_f||L2(Q) + o[ Vull (g — min (2)
effizient alternierend primal-dual 16sen kann.

(a) Leiten Sie dieses Splitting Verfahren in 1D (© C R) nochmal analog zur Vorlesung fiir das
ROF-Modell in (2) her, implementieren Sie es in Matlab und testen Sie es im Vergleich zur
vorherigen Aufgabe fiir verschiedene Schrittweiten und Regularisierungsparameter an einer
Treppenfunktion mit zufilligem additivem Gauss’schen Rauschen.

(b) Wie dndern sich die Teilprobleme bei dem Splitting-Algorithmus, wenn man von Entrau-
schung auf Rekonstruktion mit einem Operator K : Q — Q iibergeht ohne zusétzlichen
Nebenbedingungen einzufithren? Welche FEigenschaft miisste der Operator K haben, damit
das Verfahren dennoch mit FFT oder DCT effizient realisiert werden kann?



