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Aufgabe 1 (Gradientenverfahren, Funktionenriume) (5 Punkte)

Gegeben sei ein allgemeines Variationsproblem der Form

J(u) ::/G(U,Vu)dx — min
Q u€eU(Q)

auf einem Hilbertraum (). Ziel dieser Aufgabe ist die Auswirkung der Wahl von Funktio-

nenrdumen bei der Strategie ,, Fiirst optimize then discretize“ am Beispiel des Gradientenverfahrens
zu studieren.

(a) Wenn man der Losungsstrategie ,, First optimize then discretize® folgt, erhdlt man fiir U (Q2) =
L?(Q) typischerweise ein Gradientenverfahren bzgl. euklidischer Distanz. Zum Vergleich fol-
gen Sie dieser Strategie sowohl fiir U (2) = L?(2) als auch fiir U(Q) = H* (). Wie duflert sich
der Unterschied der Funktionenrdume im resultierenden (diskreten) Gradientenverfahren?
(Hinweis: Gradientenfluss in ¢/ und schwache Formulierung)

(b) Konkretisieren Sie die allgemeine Betrachtung aus (a) an dem Beispiel

G(u, Vu) := u® + |Vu|* .

Aufgabe 2 (First optimize then discretize vs. First discretize then optimize)(5 Punkte)

Fir = [0, 1] betrachten wir das inverse Problem Ku = f mit

(Ku)(x) = / ke, y)uly) dy |

Q

Kern k(x,y) := e* ¥ und gegebenen Daten f. Gegeben sei nun ein einfaches Variationsproblem
zur Rekonstruktion bzgl. u € L?(1),

1 «a

5 0@ ~ @) + 5 lulfae > min
Behandeln Sie das Problem einmal gemifl der Strategie ,, First optimize then discretize* und einmal
geméf der Strategie ,, First discretize then optimize*. Leiten Sie in beiden Fillen ein diskretisiertes
Gradientenverfahren her (der Einfachheit halber mit konstanter Zeit-Schrittweite o). Fiir eine
Diskretisierung im Ort nehmen Sie an, dass €2 in n Intervalle mit Orts-Schrittweite h dquidistant
unterteilt wird. Diskretisieren Sie Integrale mit Hilfe der Trapezregel.

Wie unterscheiden sich die beiden resultierenden diskreten Algorithmen?



Aufgabe 3 (Gradientenverfahren, Exakte Schrittweite) (5 Punkte)

Gegeben sei das quadratische Optimierungsproblem

1{2%{2 Ju) mit J:R*" =R, J(u) = %uTAu—i—bTu
mit einer symmetrischen Matrix A € R™*™. Betrachten Sie das Gradientenverfahren mit Suchrich-
tung dy := —gg mit g := V.J(uy) fiir dieses Problem. Sei k € Ny mit dj, # 0.

Zeigen Sie, dass

g% 9k

gF A gy,

O 1=

eine exakte Schrittweite darstellt. (Hinweis: Optimierungsproblem fiir exakte Schrittweiten)

Aufgabe 4 (Programmierung: Gradientenverfahren mit Schrittweite) (5 Punkte)

Programmieren Sie das Gradientenverfahren zur Losung der unbeschrinkten Optimierungsaufgabe

min J(u) mit J: R" - R..
u€R™

Das Verfahren soll als Funktion in Matlab realisiert werden, die mit
[u,Ju]l = gradient_method(fun,u0,tolU,tolJ,gradfun)

aufgerufen werden kann. Dabei sei fun ein function handle (@) fiir die zu optimierende Funktion
J, gradfun ein function handle fiir die Ableitung von J, u0 ein Startvektor, tolU eine Toleranz
fiir die Genauigkeit in u und tolJ eine Toleranz fiir die Genauigkeit in .J.

Als sehr einfache Schrittweitenstrategie soll nach Berechnung der Suchrichtung dj die Methode der
Halbierung der Schrittweite benutzt werden: Beginnend mit ¢ = 1 wir die Schrittweite so lange
halbiert, bis die Bedingung J(uy + odi) < J(uy) erfiillt ist.

Testen Sie das Verfahren an der Rosenbrock-Funktion, J : R? — R mit J(z) = 100(z2 — 23)? +
(1 — z1)?, einem Polynom 4. Grades und visualisieren Sie die Losung.



