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Aufgabe 1 o (4 Punkte)
Sei BT := {z € B1(0) C R | 24 > 0} und u € C° (BF) N C?(B") eine harmonische
Funktion mit v = 0 auf {x € By(0) | 4 = 0}. Zeigen Sie, dass dann

o(z) u(z), g >0
T —u(xy, ..., Tq-1,—%q), Tq <0

in B(0) harmonisch ist.
Hinweis: Losen Sie Aw = 0 in B1(0), w = v auf 0B;(0).

Aufgabe 2 (Schwaches Maximumprinzip) (3 Punkte)
Sei 2 C R? ein beschriinktes Gebiet und u € H'(Q)(= H}(2)) eine schwache Lésung von

—Au < 0 in Q,

d.h. fiir alle ¢ € H(Q), ¢ > 0 f.i. gilt:

/Vqupdx < 0
Q

Zeigen Sie, dass dann bereits v < 0 f.i. in € ist.

Aufgabe 3 (Dirichletsches Prinzip fiir das Neumannproblem) (6 Punkte)
Sei 2 C R offen und beschriinkt. Ferner sei u € C%*(Q) und f € C°(Q). Wir betrachten
das folgende Randwertproblem:

—Au=f in Q, (1)
Vu-n=0 auf 0€, (2)

wobeil n die auflere Normale an das Gebiet €2 darstellt.

(a) Leiten Sie die schwache Formulierung zum Randwertproblem (1)-(2) her.



(b) Zeigen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen:
(i) u lost das Randwertproblem (1)-(2).

(ii) u minimiert das Funktional
1
:§/|Vu|2—/fu
Q Q

in C%(Q), d.h. J(u) = inf J(v).
in C2(Q), dh. J(w) = inf I

Aufgabe 4 (Schwache Formulierung der Stokes-Gleichungen) (3 Punkte)
Sei © C RY ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand. Wir betrachten die Stokes-
Gleichungen
—Au+Vp = f in
divu = 0 in €, (3)
u = 0 auf 09,

wobei u : @ — R% und Au := (Aug, ..., Auy)”. Die Stokes-Gleichungen ergeben sich
durch Vereinfachung aus den Navier-Stokes Gleichungen und beschreiben die Stromung
in zédhflieBenden Fliissigkeiten, wie z.B. Honig. Wir wollen uns nun mit der schwachen
Formulierung der Stokes-Gleichungen befassen. Dazu sei

X = {weﬁl(Q,Rdndivw:o £ii. in Q}

Die Funktion u € X heifit schwache Losung von (3), falls fiir alle p € X gilt:

d
> [ vuve - / fig
i=1 78

Zeigen Sie: Ist f € CO(,RY) und v € C*(Q,RY) N H'(Q,RY), p € C(Q) Klassische

Losung von (3), so ist u auch schwache Losung von (3).



