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Übung zur Vorlesung

Partielle Differentialgleichungen
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Aufgabe 1 (Fundamentallösung des Laplace-Operators) (5 Punkte)

(a) Sei Φ : Rd → R mit

Φ(x) :=

{
− 1

2π
ln |x| für d = 2,

1
d(d−2)ωd

1
|x|d−2 für d ≥ 3.

Zeigen Sie, dass ∆Φ = 0 in Rd \ {0} gilt.

(b) Bestimmen Sie alle zweimal stetig differenzierbaren Funktionen u : Rd \ {0} → R

der Form
u(x) = v(‖x‖),

die harmonisch sind, d.h. 4u = 0 in Rd \ {0} erfüllen.
Hinweis: Setzen Sie in der Differentialgleichung an geeigneter Stelle ϕ = v′ und lösen
Sie die Gleichung in ϕ. Machen Sie eine Fallunterscheidung in d und verwenden Sie
für den Fall d ≥ 2 die Methode der “Trennung der Variablen”.

Aufgabe 2 (Fundamentallösung des Bilaplace-Operators) (4 Punkte)
Sei s : R2 → R gegeben durch

s(x) :=
1

8π
|x|2 ln |x|.

Zeigen Sie, dass s eine Fundamentallösung von ∆2u = 0 ist, d.h. s ∈ L1
loc(R

2) und für
alle ψ ∈ C∞0 (R2) gilt ∫

R2

∆2ψs = ψ(0).



Aufgabe 3 (4 Punkte)
Sei Ω = BR(0) ⊂ Rd und sei u ∈ C2(Ω)∩C0(Ω) eine harmonische, nichtnegative Funktion.
Zeigen Sie mit Hilfe der Poissonschen Integralformel die folgende Version der Harnack-
schen Ungleichung:

Rd−2 (R− |x|)
(R + |x|)d−1

u(0) ≤ u(x) ≤ Rd−2 (R + |x|)
(R− |x|)d−1

u(0), x ∈ Ω

Aufgabe 4 (3 Punkte)
Seien I = [a, b] ⊂ R, u ∈ C2(I), f ∈ C0(I) und ua, ub ∈ R. u erfülle die Differentialglei-
chung

u′′ = f in I,

u′(a) = ua,

u(b) = ub.

Bestimmen Sie die Lösung u in Abhängigkeit von den Daten.


