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Aufgabe 1 (Modellierung von Verkehrsfluss) (4 Punkte)
Wir betrachten den Verkehrsfluss auf einer Autobahn. Sei x € R die Raum- und

t € [0, 00] die Zeitkoordinate. u : R x [0, 00[— R bezeichne die Dichte der Autos (Autos
pro Kilometer) und ¢ : R x [0, 00— R sei der Verkehrsfluss (Autos pro Stunde). Wir
fixieren nun ein Intervall [a,b] auf der Autobahn und zwei Zeitpunkte ¢; und t,, mit
At :=ty — t; < 1. Messungen des Verkehrsflusses ¢ = f(u) und der Dichte der Autos u
ergeben, dass der Fluss zunéchst bei steigender Dichte bis zu einem gewissen Wert f(u,,)
zunimmt und anschliefend fillt (vgl. Abbildung 1). Wir kénnen daher annehmen, dass
sich f ungeféhr so schreiben laf3t:

fu) = —(u—um)* + fo.

Leiten Sie davon ausgehend ein Modell fiir den Verkehrsfluss her.
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Abbildung 1: Zusammenhang zwischen Verkehrsdichte und Verkehrsfluss



Aufgabe 2 (Randwerte) (4 4+ 2 Punkte)
Sei I = [a;b] C R und seien u,, u, € R. Betrachten Sie das Randwertproblem

uWH+u = 0 in I,
u(a) = uq, (1)
u(b) = up.

Zeigen Sie:

(a) Zusatzaufgabe: Alle Losungen von (1) mit I = [0;1] sind von der Form
u(xr) = acosx + bsinx mit a,b € R. (+ 2 Punkte)

(b) Fiir w(0) = 1, u(1) = 1 ist das Problem eindeutig 16sbar. Hierfiir diirfen Sie das
Resultat von (a) verwenden.
(

(¢) Fiir u(0) =1, u(m) = —2 besitzt das Problem keine Losung.
(d) Fiir u(0) =1, u(m) = —1 existieren unendlich viele Losungen.
(e) Falls sie existiert, ist die Losung des Randwertproblems

—u"+u = 0 in I,
u(a) = ug,
u(b) = uy,

auf dem Intervall I = [a; b] eindeutig bestimmt.
1. Definition/Lemma (Faltung)
(a) Sei p € LY(R?) und 1 < p < oo. Ist f € LP(RY), so definiert
F(z) = /90(93 —y)f(y)dy =: (¢ * f)()
Rd
eine Funktion ¢ x f € LP(R?), die Faltung von ¢ mit f.

(b) Es gilt die Faltungsabschétzung

lo* flle < llpllzr - LF N o

(c) Ist auBerdem ¢ € C§°(RY), so folgt, dass ¢ * f € C°°(RY) und die partiellen
Ableitungen berechnen sich durch

(o f) = (9p) + [.



2. Definiton (Dirac-Folge)
Eine Folge (g )ren in L(IR?) heifit Dirac-Folge, falls

wr >0, /cpkzl, / pr — 0 fiir £k — oo fiir jedes p > 0.
R4 R\ B, (0)

3. Beispiel fiir eine Dirac-Folge
Sei ¢ € L*(RY) mit

Definieren wir dann fiir € > 0

so gilt
/gpezl und / we — 0 fir e = 0 fiir jedes p > 0.
Rd R\ B, (0)
Aufgabe 3 (Approximation von LP-Funktionen) (5 Punkte)

Es sei 1 < p < 0o. Zeigen Sie:
Ist f € LP(R?) und . eine Dirac-Folge, so konvergiert

. x [ — f in LP(RY) fiir € — 0.

4. Definition (Ho6lder-stetige Funktionen, Holderrdume, C™“-Riume)
Sei 2 € R? offen und beschrinkt, m € N, 0 < a < 1. Fiir f: Q — R heifit

|f(x) = fy)]
|z —yl*

Holder-Konstante von f auf Q zum Exponenten o und lip(f, Q):=hél;(f, Q) Lipschitz-
Konstante. Weiter definieren wir die sogenannten Hélderrdume

[l gmaqm = Z 10° fllco) + Z hol, (9°f, ),

|s|<m |s|=m
cme(@) = {f € C"(@) | Ifloma < 0}

Funktionen aus C%*(Q) heiBen Holder-stetig auf  und Lipschitz-stetig fiir a = 1.

hol,(f, Q) == sup{ C o,y €Q, x# y} € [0, 0]

5. Bemerkung

C™(Q) ist vollsténdig beziiglich || - || gm.a q-

Aufgabe 4 (Ho6lderstetigkeit) (3 Punkte)
Sei o € (0, 1]. Beweisen Sie, dass die folgende Funktion Holder-stetig mit Exponent « ist.

u(z) = ||z||%, mit z € R%.



