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Aufgabe 1 (Satz von Gauß) (6 Punkte)
Gegeben seien die Funktion f(x) := (x1, x1 + x2, x1 + x2 + x3) und das Kugelsegment
G := {x ∈ R3 | |x| < 2, x1 > 1}. Sei ν die äußere Normale an G. Berechnen Sie das
Oberflächenintegral ∫

∂G

〈f(x), ν(x)〉 ds

(a) gemäß der Definition des Oberflächenintegrals,

(b) mit Hilfe des Gaußschen Integralsatzes.

Aufgabe 2 (Green’sche Formeln) (4 Punkte)
Sei Ω ⊂ Rn ein offenes Gebiet mit Lipschitz-Rand und seien u, v ∈ C2

(
Ω
)
. Beweisen Sie

die Green’schen Formeln

(a)

∫
Ω

∆u dx =

∫
∂Ω

∂νu ds,

(b)

∫
Ω

∇u · ∇v dx = −
∫

Ω

u∆v dx+

∫
∂Ω

u ∂νv ds,

(c)

∫
Ω

u∆v − v∆u dx =

∫
∂Ω

u ∂νv − v ∂νu ds.

Hierbei ist ∂νu = 〈grad(u), ν〉, also die Richtungsableitung von u in Richtung ν.

Aufgabe 3 (Laplace-Operator in Polarkoordinaten) (2 Punkte)
Sei v(r, ϕ) = u(x, y) mit x = r cosϕ, y = r sinϕ. Zeigen Sie, dass dann folgendes gilt

∂2
rv +

1

r
∂rv +

1

r2
∂2
ϕv = ∆u.



Aufgabe 4 (4 Punkte)
Es sei S :=

{
(r cosϕ, r sinϕ) ∈ R2

∣∣ 0 < r < 1, 0 < ϕ < απ
}

der Kreissektor mit dem
Winkel απ, α ∈ (0, 2) wie in Abb. 1 dargestellt und

u(r, ϕ) := r
1
α · sin ϕ

α
(x ∈ S).

Zeigen Sie: u ist Lösung der Differentialgleichung

4u = 0 in S,

u = 0 auf Γ0 := {x ∈ ∂S |‖x‖ 6= 1} .

Abbildung 1: Kreissektor S.


