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Aufgabe 1 (A priori Abschitzungen) (5 Punkte)
Sei Q C R? ein beschriinktes Gebiet mit glattem Rand und #uBerer Normale n.

(a) Wir betrachten das Randwertproblem

—Au = f in Q,
Vu-n = gy auf 0

mit zugehoriger schwacher Formulierung: Finde v € H?(Q) so dass

/Vqupdx:/ fgpdx—i—/ gn pdo(x) Ve H?(Q),
Q Q o9

wobei f € L?(Q) und gy € L?*(99). Beweisen Sie fiir die Losung v mit ‘51' Jou=0
die folgende A priori Abschéitzung:

IV ull 2y < C (I1fll 20 + llgnllz2o0)) - (2)
Hierbei ist C eine Konstante.
(b) Wir betrachten nun das Randwertproblem

—Au = f in €,
Vu-n = gy auf Xy, (3)
u = g¢gp auf Yp,

wobel X5 der Neumann- und Xp der Dirichletrand des Gebietes 2 sind. Die zu-
gehorige schwache Formulierung lautet: Findew € V = {v € H*?(Q) : v=gp auf Xp}
so dass

/Vquodx:/ fcpdx—l—/ gy @ do(x) Ve W,
Q Q XN



wobei f € L?(Q), gn € L*(Xn),9p € L*(Xp) und Vo = {v € H"*(Q) : v=0 auf Xp}.
Sei gp die H'-Fortsetzung von gp. Beweisen Sie fiir die Losung u die folgende A
priori Abschétzung:

IV ullr2@) < C (Ifllr2@ + llan 2wy + 1 Vanlr2@) (4)

Hierbei ist C' wieder eine Konstante. Hinweis: Es gilt die folgende allgemeine Version
der Poincaré-Ungleichung.

Satz 1 (Poincaré-Ungleichung):
Sei  C RY ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet. Dann gibt es eine Konstante C, so dass
fiir jede Funktion v € H?(Q) gilt:

[ull e < C |Vl r2@). (5)

Dies gilt, falls durch eine Zusatzbedingung ausgeschlossen werden kann, dass u eine grofe
konstante Funktion ist, zum Beispiel, falls eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist.

1. w =0 auf 99.
2. fQu =0.

3. Fiir eine Teilmenge ¥ C 99 mit nichtverschwindendem H?% 1-Maf gilt u = 0 auf X.

Aufgabe 2 (Der Einbettungssatz von Sobolevridume in Holderrdume in 1D)(7
Punkte)

Sei —00 < a < b < oo und I = (a,b) C R. Zeigen Sie, dass es dann zu u € Hy*(I) eine
Funktion @ € C°(I) gibt mit v = @ fast iiberall in I und @(a) = @(b) = 0. Beweisen Sie
ferner, dass die folgende Abschétzung gilt:

||a||00(7) < Vb —allullgre. (6)

Aufgabe 3 (Explizite Losung der Wirmeleitungsgleichung) (4 Punkte)
Sei ug € C°(R), sodass |ug(z)| < M fiir alle x € R. Zeigen Sie, dass die Funktion

1 _(e—y)?
uad) = o= /R e uo(y)dy

eine Losung der Warmeleitunggleichung

ou—0*u = 0 in R x (0, 00),
u(z,0) = wp(z) in R

ist. Dabei ist u(z,0) = ug(x) als limy o u(x,t) = up(z) zu verstehen.

Hinweis: Es gilt [, e ds = /T



