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Aufgabe 1 (3 Punkte)
Sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet. Wir betrachten das folgende Randwertproblem fiir

u:Q—R
Lu = f in Q,
u = 0 auf 09,

wobei f : ) — R gegeben ist. L ist dabei entweder von der Form

n

Lu:—Z( T) U, ), Zbl T) Uy, +c(z)u (1)

i,j=1

oder

n

Lu = Z T) Uz, + sz x) Uy, + c(x) u, (2)

i,j=1

wobei die Koeffizientenfunktionen a”, b*, ¢ (i,j = 1,...,n) gegeben sind. Wir sagen, dass
die partielle Differentialgleichung Lu = f in Divergenzform ist, falls L durch (1) gegeben
ist und dass sie nicht in Divergenzform ist, falls L durch (2) gegeben ist. Sei nun a” &
C1(Q). Zeigen Sie, dass sich dann die beiden Formen (1) und (2) ineinander umschreiben
lassen und geben Sie die neuen Koeffzienten an.

Aufgabe 2 (Schwache Losung der Stokes-Gleichungen) (4 Punkte)
Sei 2 C RY ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand. Wir betrachten die Stokes-
Gleichungen
—Au+Vp = f in Q,
divu = 0 in (3)
u = 0 auf 09,

wobei 1 : Q — R% und Au = (Auy, ..., Aug)".
Sei
X = {w e H'(Q,RY) | divw =0 f.ii. in Q}



Die Funktion u € X heifit schwache Losung von (3), falls fiir alle p € X gilt:

d d
Z/VWV% = Z/fi%’-
i=1 v =1

Zeigen Sie:
(a) X ist ein abgeschlossener Teilraum von H'(€, RY).

(b) Zu f € L*(Q,R?) gibt es genau eine schwache Losung u € X.

Aufgabe 3 (Advektions-Diffusions-Problem) (4 Punkte)
Sei 2 C R? ein beschrianktes C%!'-Gebiet, seien ¢, ¢ € R mit € > 0, ¢ > 0, # € R? und
sei f € L*(Q2). Die schwache Formulierung des Advektions-Diffusions-Problems

—eAu+p(-Vu+qu = f in Q, (@)
u = 0 auf 00

lautet

B(u,v) := /QeVu-Vv—f—ﬁ-Vuv—l—quvda: = /vad:c fiir alle v € HY(Q).

Zeigen Sie: Es existiert eine Konstante C' > 0, so dass die Bilinearform B : HY() x
H'(Q) — R fiir | 8] < C stetig und koerziv ist und dass eine eindeutige schwache Losung
existiert.

Aufgabe 4 (Auswirkung der Randdaten auf die Regularitit der Losung) (5
Punkte)

Es seien S := {(7“ cos p,rsinp) € R? ‘ 0<r<l,0<p< cwr} der Kreissektor mit dem
Winkel ar, o € (0,2) und

In Aufgabe 4 (Blatt 2) haben wir gezeigt, dass diese Funktion das folgende Randwert-
problem 16st:

Au =0 in S,
u=0 auf 'y :={z € dS||z| #1}.

Fiir welche « € (0,2) gilt u € H"?(S) bzw. u € H*?*(S)?



