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Aufgabe 1 (Berechnung von Lebesgue-Integralen) (6 Punkte)

(a) Beweisen Sie, dass die Funktion f : R* D Bj;(0) — R mit f(z) = In|z| in
L*(B1/2(0)) liegt. Hinweis: Beachten Sie, dass f rotationssymmetrisch ist und zeigen

Sie zunéchst, dass fiir 0 < r < % die folgende Abschéitzung gilt: ln% < ros. (2
Punkte)

(b) Es sei g : [0;1] — [3;5] mit

(&) = {5 falls z € [0;1] N @,

3 sonst.

Berechnen Sie ||g||zos(fo1))- (1 Punkt)

(c) Essei Q = RiURy und h : [0;5] X [0; 3] — R mit h(z,y) = 22 €Y, wobei Ry und Ry
die beiden Rechtecke aus Abbildung 1 (linke Abb.) sind und z und y wie in Abb. 1
gewdéhlt sind. Berechnen Sie ||A| 2. (2 Punkte)

(d) S sei das Integrationsgebiet, welches in Abb. 1 (rechte Abb.) dargestellt ist. Sei h
die Funktion aus Aufgabenteil (c¢). Berechnen Sie

/h(m, y) dx dy.
a3

Hinweis: Es soll hier kein Oberfldchenintegral berechnet werden. (1 Punkt)

Aufgabe 2 (Satz von Fubini und Cavalierisches Prinzip) (2 Punkte)
Berechnen Sie fiir eine Kugel B,.(0) C R? um den Nullpunkt mit beliebigem Radius r das
Volumen der Kugel.
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Abbildung 1: Die Integrationsgebiete €2 und S.

Aufgabe 3 (Transformationssatz) (4 Punkte)
Sei f: Br(0) — R mit f(z,y,2) =z + y + 2. Es soll das Integral

/ f(z,y,2)dedydz
Br(0)
berechnet werden. Hierbei sind z, y, z kartesische Koordinaten. Transformieren Sie zunéchst
das Integral in eine Darstellung in Kugelkoordinaten, welche folgendermaflen lauten:
x =r-sinf - cosy,
y=r-sinf -sinp,
z=r-cosb,

mit 0 <7, 0 <60 <7 0<¢ <2 Verwenden Sie dann den Transformationssatz zur
Berechnung des Integrals. Geben Sie die Transformationsmatrix an.

Aufgabe 4 (Zusatzaufgabe) (+ 3 Punkte)
Zeigen Sie, dass der Raum C°([—1;1]) mit der L'-Norm unvollstéindig ist.
Aufgabe 5 (4 Punkte)
Sei 2 C R? offen und seien u, v : © — R3 und w : Q — R hinreichend oft differenzierbar.
3
divu = Z Or; Uj rotu = (Opus — OpyUs, Opytty — Op, Us, Oz, Us — Oz, )
j=1
gradw = (Opw,0pw,0z,w) Au = (Auy, Auy, Aug)
Zeigen Sie:

divgradw = Aw  div(wu) = wdivu+gradw- u
rotgradw = 0 rotrotu = graddivu — Au
divrotu = 0 div(u x v) = wv-rotu —u-rotwv.



