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Ubung zur Vorlesung

Partielle Differentialgleichungen
SS 2010 — Anwesenheitsaufgaben

Aufgabe 1 (Vergleich Riemann- und Lebesgueintegral)
Vergleichen Sie das Riemann- und Lebesgue-Integral unter folgenden Gesichtspunkten:

(a) Geben Sie eine Funktion f mit einem Integrationsgebiet I an, fiir die das Riemann-
Integral existiert, f : I — R aber nicht Lebesgue-integrierbar ist. (Hinweis: Be-
trachten Sie uneigentliche Integrale).

(b) Geben Sie eine Funktion g an, welche nicht Riemann-integrierbar aber Lebesgue-
integrierbar ist. Berechnen Sie dieses Lebesgue-Integral.

Aufgabe 2
Welche der folgenden Funktionen sind iiber ihren jeweiligen Integrationsgebieten Lebesgue-
integrierbar?

(a) fi = ||=z||7" auf B;(0) C R?, wobei B;(0) die Kugel um den Nullpunkt mit Radius
1 ist.

(b) fo = || ~* aut B,(0) C R?.
(c) f3==[* auf R*\ Bi(0).
(d) fa=llzf|" auf R?\ Bi(0).

Aufgabe 3

oo
Zeigen Sie: Eine Reihe ) gi integrierbarer, nichtnegativer Funktionen auf R™ mit
k=1

> Jllgrll dx < oo konvergiert fast iiberall gegen eine integrierbare Funktion, und es gilt

_ [(S0) o5 fon



Aufgabe 4 (Anwendung des Satzes von Lebesgue iiber majorisierte Konver-
genz)

Es sei f eine differenzierbare Funktion auf dem kompakten Intervall [a; 2], deren Ableitung
beschriankt ist. Zeigen Sie, dass dann die Ableitung f’ Lebesgue-integrierbar iiber |a; x|
ist und dass gilt:

f@) - f@) = [ ryae
[a;]

Hinweis: Betrachten Sie die Funktionenfolge f : [a; 2] — R mit
FtHg)-F0) 1
Rty =4 E fir ¢ € [a,x k},
0 sonst,

und wenden Sie den Satz iiber majorisierte Konvergenz an.



