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Teil 1

Einfiihrung und Vorbereitungen






Einfiihrung

Diese Einfithrung dient der Motivation und der Begriffsbildung. In
Abschnitt 1 leiten wir aus physikalischen Prinzipien erste partielle
Differentialgleichungen ab. In Abschnitt 2 beweisen wir, dass die
Losungen einige erstaunliche zusétzliche Eigenschaften haben. Dabei
sammeln wir solche Eigenschaften, die sich elementar und schnell

beweisen lassen.

1. Modellierung mit partiellen Differentialgleichungen

Wir wollen die Modellierung eines physikalischen Vorganges an ei-
nem Beispiel illustrieren.

Physikalische Beobachtung: Ein Metallkorper wird am Rand
beheizt (zeitlich konstant). Wir beobachten, dass sich nach einer Zeit
eine feste Temperaturverteilung innerhalb des Korpers ausbildet.

Frage: Gegeben die Temperaturverteilung am Rand ... kénnen wir
die Temperaturverteilung im Inneren auch ermitteln ohne das Experi-
ment durchzufiihren?

Modellierung (Variablen): Wir nennen das Gebiet, das der Me-
tallkdrper einnimmt € (2 C R?). Die Temperaturverteilung im Inneren
(die wir nicht kennen), nennen wir v (u weist jedem Raumpunkt eine
Temperatur zu, also u :  — R). Zusétzlich fithren wir den Warme-
strom j : © — R? ein. Fiir einen Raumpunkt z € Q gibt j(z) € R?
an, in welche Richtung Wirmeenergie transportiert wird (und wieviel
transportiert wird).

Modellierung (Gleichungen): Im Gedankenexperiment betrach-
ten wir ein beliebiges Volumen V' C €. Falls sich die Warmeverteilung
nicht mehr dndert (weil wir lange genug gewartet haben), dann darf
insgesamt keine Wérme in das Volumen V' hineintransportiert werden,
denn sonst wiirde die Temperatur entsprechend ansteigen. Mit dem
Normalenvektor v an 9V gilt

/ j-vdS=0.
ov

9
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Mit dem Gauflschen Satz schreiben wir dies als

/divjd:v:/ j-vdS=0.
1% oV

Da das Volumen V' beliebig war, gilt
(1.1) divj=0  inQ.

Nun brauchen wir eine Abhéngigkeit zwischen j und w. Die ein-
fachste ist gegeben durch das Fouriersche Gesetz: Man nimmt an, dass
die Wérme immer vom warmen Bereich in den kalten Bereich stromt,
die Geschwindigkeit ist proportional zu Temperaturunterschieden. Mit
einer Zahl a > 0 (Leitfdhigkeit des Materials) nimmt man an, dass

(1.2) Jj=—aVu.
Setzt man dies in (1.1) ein, so erhdlt man die Laplace-Gleichung
(1.3) Au = 0.

Wir verwenden dabei den Laplace-Operator in n Dimensionen,

n

A:divV:zn:aa—Z:Z(ﬁk :i:a,z.
= 9Tk k=1

Varianten: Falls die Leitfdhigkeit @ vom Raumpunkt abhéngt,
a = a(x), dann kénnen wir im letzten Schritt nicht vereinfachen. Wir
betrachten dann

(1.4) div(a-Vu) =0.

Falls wir Warmequellen innerhalb des Korpers haben, die in jedem
Punkt x die Warmemenge f(x) erzeugen, dann héitten wir —div (a -
Vu) = f gefunden. Im Falle a = 1 also die Poisson-Gleichung

(1.5) —Au=f.

Falls wir die instationdre (= zeitlich verdnderliche) Situation betrach-
ten, dann ist der Warmestrom nach V' nicht unbedingt 0. Er ist dann
aber gleichzusetzen mit der Zunahme an Temperatur in V, fv Oyu. Dies
fithrt auf die Warmeleitungsgleichung

In dieser Vorlesung betrachten wir die

Laplace-Gleichung: Au = 0

Poisson-Gleichung: —Au = f

andere elliptische Gleichungen, z.B.: —div (a - Vu) = f
Wirmeleitungsgleichung: Oyu = Au

andere parabolische Gleichungen, z.B.: Oyu = div (a - Vu) + f
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Losungen der Laplace-Gleichung heiflen harmonische Funktionen.

Die zeitunabhéngigen (stationdren) Gleichungen werden in Teil 2
behandelt, die zeitabhéngige (instationdre) Wiarmeleitungsgleichung in
Teil 3.

Unsere Antwort auf obige Frage: Um die Temperaturverteilung
im Inneren zu kennen, miissen wir 'nur’ Gleichung (1.3) losen (mit
geeigneten Randbedingungen).

Die Modellierung ermoglicht aber noch viel mehr:

o Wir kénnen Groflen berechnen, die nicht direkt melbar sind.

o Wir koénnen die Losung berechnen, ohne das Experiment
durchzufiihren.

o Mit (1.6) konnen wir Vorhersagen iiber die Zukunft treffen.

o Mit (1.4) kénnen wir aus dem Experiment Riickschliisse iiber
das Material gewinnen.

o Wir kénnen nach optimalen Materialien fragen: Wie muss a
verteilt werden, damit z.B. Losungen nirgends zu grofl werden?

Partielle Differentialgleichungen: Die genannten Gleichungen
heiflen partielle Differentialgleichungen, weil in der Gleichung Ablei-
tungen vorkommen, und zwar Ableitungen nicht nur in eine Richtung
(dann: gewohnliche DGL), sondern partielle Ableitungen in verschie-
dene Richtungen.

Dasselbe Modell in anderem Kontext: Die beschriebenen
Phénomene waren eine Energieerhaltung in Gleichung (1.1) (andere
Bedeutungen: Massenerhaltung, Ladungserhaltung, Impulserhaltung)
und eine lineare Beziehung zwischen Strom und u-Gradient in (1.2).
Dieselben Gleichungen entstehen in ganz anderen Zusammenhéngen:

Bedeutung von u Name fiir Gesetz (1.2)
Temperatur Fourier’sches Gesetz
chemische Konzentration Fick’sches Diffusionsgesetz
elektrostatisches Potential Ohm’sches Gesetz
Fliissigkeitsdruck Darcy Gesetz
Deformation Hook’sches Gesetz

Modellierung anderer Phinomene: Sehr viele Vorgéinge in der
Natur werden mit partiellen Differentialgleichungen beschrieben:

e Elektrostatik, Elektromagnetische Wellen (Maxwell-Glei-
chungen)
e Elastizitdt (Krifte in Bauwerken, Werkstoffen), Plastizitét
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e Stromungen von Fliissigkeiten (Navier-Stokes Gleichungen)
— Umstromung eines Fahrzeuges
— Bewegung im Ozean (mit Wellen!)
— Bewegungen von Luftmassen (Wettervorhersage)
— Grundwasserstromungen
e Ausbreitung von Schall (Helmholtz-Gleichung)
e Verbrennungsvorginge (Reaktions-Diffusions-Gleichungen)
e Populationsdynamik in der Biologie
e Beschreibung von elektrochemischen Vorgéngen (z.B. Nerven-
reizleitung)
e Beschreibung von Optionspreisen in der Finanzmathematik

ABBILDUNG 1. Stromungsphidnomene. Links: Konvekti-
onsrollen im Experiment. Rechts: Eindringen von Frisch-
wasser in Salzwasser-getrankten Boden (Computersimu-
lation).

Fiir weitere Informationen zu den Bildern verweisen wir auf die
"Autoren’ benard-www.zarm.uni-bremen.de.jpg, P. Bastian, Meteosat,
M. Kirkilionis, O. Riedel, G. Warnatz, O. Sterz, G. Wittum, State of
Washington, S. Kromker.

Fragestellungen zu partiellen DGL: Wir werden uns an folgen-
den grundsétzlichen Fragen orientieren.

FExistenz: Hat die gegebene Gleichung eine Losung?

Findeutigkeit: Gibt es hochstens eine Losung?

Regularitdt: Welche Glattheitseigenschaften hat die Losung?

Eigenschaften: Wie kann die Losung charakterisiert werden?
Die Antworten auf die Fragen nach Existenz und Eigenschaften kénnen
oft verwendet werden, um numerische Verfahren zur Berechnung der
Loésung anzugeben.
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tterdienst
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ABBILDUNG 2. Linkes Bild: Wasserkonzentration iiber
Europa ("Messung’). Rechtes Bild: Planktonkonzentrati-
on in der Nordsee (Simulation)

ABBILDUNG 3. Links: Stromung um einen Raumgleiter
beim Wiedereintritt. Rechts: Felder in einem Elektroma-
gneten

2. Erstaunliche erste Eigenschaften von Lésungen

Wir wenden uns nun der mathematischen Seite der Gleichungen zu.

In diesem langen Abschnitt stellen wir einige elementar beweisbare
Aussagen iiber Losungen verschiedener Gleichungen zusammen. Sie
sollen ein Gefiihl fiir die Gleichungen vermitteln und insbesondere

kldren, welche Randbedingungen jeweils zu stellen sind.

2.1. Notation und partielle Integration. Eines der wichtigsten
Hilfsmittel in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen ist der
Gauflsche Satz. Wir geben ihn hier in der Formulierung der partiellen
Integration an. In Abschnitt 3 werden wir uns eingehender mit diesem
Satz beschéftigen.
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ABBILDUNG 4. Links: Stahlbriicke im Staat Washing-
ton. Rechts: Kapillarwellen auf einem Flufi.

o

WW’WJ[% !

ABBILDUNG 5. Bildverarbeitung: vorher-nachher. Die
Grauwerte des Bildes links wurden als Startwerte ei-
ner partiellen Differentialgleichung genommen; zu einem
spateren Zeitpunkt sieht die Losung der Gleichung aus
wie im rechten Bild. Es findet eine 'Reinigung’ durch ani-
sotrope Diffusion statt.

SAaTz 2.1 (Partielle Integration). Sei Q@ C R™ eine offene, be-
schrinkte Teilmenge mit C* -Rand 0 und duferer Normalen v. Dann
gilt fiir Punktionen u,v € C*(Q,R) die Vektorengleichung

(2.1) /qu:—/Vuv—ir/ uv V.
Q Q o0
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Notation fiir Integrale: Fiir Funktionen f : R” D €2 — R schrei-
ben wir (ab jetzt) fiir das Lebesgue-Integral {iber ) eines der Symbole

| 1= rac= [ r@yic@ = [ rw)a

Dabei hat die erste Schreibweise den Vorteil, dass wir uns damit auf
das Wesentliche konzentrieren, die Schreibweise mit dem Symbol £"
fiir das n-dimensionale Lebesgue-Mafl hat den Vorteil, dass sie absolut
unmissverstindlich ist. In den letzten beiden Formen kann x durch eine
andere 'Laufvariable’ ersetzt werden.

Fiir das Integral iiber eine n — 1-dimensionale Fliche ¥ schreiben
wir eines der Symbole

[1= [ = [ f@yan@ = [ faase

Hier konzentriert sich wieder die erste Schreibweise auf das Wesent-
liche, ist jedoch missverstdndlich: Wiirde man ndmlich beziiglich des
n-dimensionalen Lebesgue-MafBles iiber die (n-dimensional) Nullmen-
ge Y integrieren, so konnte man immer nur 0 erhalten. Die anderen
Schreibweisen machen deutlich, dass ein Flachenintegral gemeint ist.
Bei Verwendung des n — 1-dimensionalen Hausdorff-Mafies H"~! wird
die Dimension angegeben und das Integral ist unmissversténdlich defi-
niert (fiir eine Wiederholung der Definitionen siche Abschnitt 3).

Varianten der partiellen Integration: Fiir die i-te Koordinate,
1 =1,...,n lautet die Aussage

/u&iv:—/&-uva/ U V.
Q Q a0

Fiir die konstante Funktion v = 1 erhalten wir

/@-v:/ vV
Q 0

Falls v € CYQ,R") (vektorwertig), dann kénnen wir obige Formel
auf die Komponenten v; anwenden und addieren. Mit der Abkiirzung

divo=V.-v=>" 0w finden wir

/divv:/ VL.
Q a0

Dies ist der klassische Gaufische Satz. Wir haben ihn in der Ableitung
von (1.1) bereits verwendet.
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2.2. Einfache harmonische Funktionen. Im zweidimensiona-
len ist die einfachste (nichttriviale) harmonische Funktion

(2.2) u(z) = u(xy, ) = %xf — %x%

Tatséichlich finden wir dyu(z) = xy, Ofu(x) = 1, du(xr) = —1, und
damit Au = 0. Man kann dieses Beispiel so interpretieren: In die
Richtung e; und ey sind die zweiten Ableitungen (~ Kriimmungen)
betragsmaissig gleich, vom Vorzeichen aber umgekehrt. Die 'mittlere
zweite Ableitung’ verschwindet.

FEindimensionale harmonische Funktionen. Zusammenhédngende
Gebiete 2 C R sind Intervalle, wir schreiben Q = I = (a,b). Sei nun u
eine zweimal stetig differenzierbare Funktion auf dem Intervall, die die
Laplace-Gleichung 16st, also

u € C*(I,R), Au = 0.

Dann ist die Ableitung Vu = v’ konstant auf dem Intervall und damit
u linear: u(z) = cx + d fiir ¢,d € R. Die Randwerte von u, also u(a)
und u(b), bestimmen die Werte von ¢ und d.

2.3. Mittelwerteigenschaft der Laplace-Gleichung. Nun sei
n > 1 beliebig und 2 C R" offen. Wir bezeichnen die offene Kugel mit
Radius 7 > 0 und Mittelpunkt x mit B(x,r).

Mittelwerte iiber eine Mannigfaltigkeit > C R" bezeichnen wir mit

1
][u:—/u, wobei |Z|:/1.
s XlJs 5

SATz 2.2 (Mittelwertformel fiir harmonische Funktionen). Sei u €
C?*(,R) mit Au =0 in Q. Dann gilt

(2.3) u(z) = ]éB(W) u

fiir jede Kugel B(x,r) C Q.

BEWEIS. Fiir festes x € Q) bezeichnen wir den zweiten Term mit
®(r) und schreiben mit der Transformationsformel

O(r) := ]gB(M) u(y) dS(y) :][ u(z 4+ rz) dS(z).

8B(0,1)
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Die Ableitung nach r (sie existiert!) ist dann

Q' (r) = ]éB(o Y Vu(z +rz) - 2dS(z) :][ Vu(y) - gt dS(y)

OB(z,r) r

:]l Vu(y) - vdS(y).
OB(z,r)

Die Gaufische Satz fiir v = Vu liefert

\83(:c,r)|®’(7"):/ v-y:/ divv:/ Au = 0.
OB(z,r) B(z,r) B(z,r)

Also ist @ konstant. Die Stetigkeit von u liefert ®(r) — wu(z) fir r — 0,
also das Resultat. [J

COROLLAR 2.3 (Variante der Mittelwertformel). Sei u € C*(Q, R)
mit Au = 0 in Q und B(xz,r) C Q. Fir jede integrierbare Gewichts-
funktion ¢ : [0,7] — R mit fB(O " o(|z|) dz =1 gilt dann

(2.4) ulz) = / ) ey =)y

BEWEIS. Das Volumenintegral kann in Polarkoordinaten berechnet
werden. Wir schreiben B(z,7) 3 y = o + sz mit s € [0,7] und 2z €
0B(0,1),

/B(“) u(y) o(ly — x|) dy = /0 /83(0,1) u(z + 52) p(s) dS(2) "1 s
= /0 u(z) |0B(0,1)| p(s) "t ds = u(x).

Damit ist die gewichtete Mittelwertformel gezeigt. [

Wir sehen, dass harmonische Funktionen in jedem Punkt mit ihrem
Mittelwert in einer Umgebung iibereinstimmen. Es gilt auch die Um-
kehrung: Die Mittelwerteigenschaft charakterisiert harmonische Funk-
tionen.

SATZ 2.4 (Charakterisierung harmonischer Funktionen). Sei 2 C
R" und u € C*(Q) mit

(2.5) () = ]{)BW) "

fiir alle Kugeln B(z,r) C Q. Dann ist u harmonisch.

BEWEIS. Angenommen, Au(z) # 0 fir ein x € 2. Ohne Ein-
schrinkung gelte Au(x) > 0. Wegen der Stetigkeit der zweiten Ab-
leitungen finden wir R > 0, so dass in B(z, R) gilt Au > 0. Wieder
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y

ABBILDUNG 6. Eine glatte radialsymmetrische Ge-
wichtsfunktion.

definieren wir ® durch die rechte Seite von (2.5). Nach Voraussetzung
gilt &’ = 0, aber die Rechnung des vorigen Beweises liefert

|0B(x,r)| ®'(r) = / Au >0
B(z,r)

fir r < R. Ein Widerspruch. [

2.4. Regularitat. Aus der Mittelwertformel folgt sofort eine er-
staunliche Regularitidtsaussage. Sei u harmonisch in Q und B(z,r) C .
Wir wéhlen ¢ € C*°([0,7), R) mit kompaktem Tréger, d.h. fiir ein e > 0
gilt p(s) = 0 fiir alle s > r — e. Mit dieser Funktion kénnen wir defi-
nieren

YR =R, P(y) = o(lyl),

wobei wir setzen ¢(s) = 0 fir s > r. Damit die Funktion 1 ebenfalls
C* ist, fordern wir ¢(s) = 1 fiir alle 0 < s < e. Um das Integral zu
normieren fordern wir

1:/n //M oly]) dH (y ds_/yaB )5 Lia(s) ds.

SATZ 2.5. Harmonische Funktionen v € C*(Q,R) sind von der
Klasse C*(Q).

BEWEIS. Wir benutzen die Mittelwertformel mit der Gewichtsfunk-
tion 1. Differenzenquotienten in k-te Einheitsrichtung e, berechnen
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sich fir 0 < h < € durch
u(z + hey) — u(z)
h
1

- < / ) Dty D)y / ) =) dy)

:/ uly) ¢(y—w—h6;;)—¢(y—l’) dy
B(z,r)

- u(y) (=1) O (y — ) dy.
B(z,r)
Insbesondere ist u differenzierbar in x (was wir allerdings schon wuf-
ten). Die Argumentation kann nun wiederholt werden und liefert fiir
die hohere Ableitung nach dem Multiindex oo € N"

D®u(x) = /B ) (Dl )y

und insbesondere existieren alle Ableitungen. [

Die Regularitét ist insofern erstaunlich, als dass wir doch zunéchst
nur Informationen iiber die spezielle Kombination zweiter Ableitungen
der Form ) _, 0#u haben. Zunéchst ist nicht einmal klar, wie man dar-
aus eine Information iiber (z.B.) 9?u bekommen kann. Aber tatséichlich
gewinnt man eine Information iiber alle Ableitungen.

2.5. Maximumprinzip fiir die Laplace-Gleichung.

SATZ 2.6 (Maximumprinzip). Sei Q C R" offen und beschrinkt und
u € C%*(Q) N C%Q) harmonisch in Q. Dann gilt

(1) Schwaches Maximumprinzip.

(2.6) max u = max u.
Q 09
(2) Starkes Maximumprinzip. Falls 2 zusammenhdngend ist und
das Mazimum im Inneren angenommen wird, u(zy) = maxgu
fiir ein x¢ € 2, dann ist u konstant, also
(2.7) u = maxu.
Q
BEWEIS. Wir stellen zunéchst fest, dass (2.6) aus (2.7) folgt.
Tatséchlich gilt: Falls u ein inneres Maximum besitzt, so ist wegen
(2.7) die Funktion u auf der Zusammenhangskomponente konstant. Al-
so wird das Maximum auch am Rand angenommen.
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Wir beweisen nun (2.7). Sei also u(zg) = M := maxgu fiir zo € 2.
Fiir jede Kugel B(xg,r) C 2 gilt

][ u=u(xg) = M und u < M punktweise.
OB (z0,r)

Da u stetig ist auf dB(xq,r), muss dort u = M gelten. Da r beliebig
war, hat x( eine offene Umgebung mit v = M.

Die Menge @ = {z € Q|u(z) = M} ist also offen. Gleichzeitig sind
aber Haufungspunkte von @ in 2 wieder in () enthalten, also stimmt
@ mit Q iiberein. [J

2.6. Das Dirichlet-Prinzip. Oft liefert der physikalische Hinter-
grund des Problems eine weitere Grofle: Eine Energie, die vom System
minimiert wird.

Wir nehmen hier einen komplett mathematischen Standpunkt ein
und betrachten das Dirichlet-Funktional

(2.8) E(u) ::/Q|Vu|2.

Da wir Randbedingungen festlegen méchten, betrachten wir fiir stetiges
g : 02 — R nur Funktionen der Klasse

(2.9) X ={uel*)NC’Q) : ulpa =g} .

SATz 2.7 (Dirichlet-Prinzip). Sei §2 offen und u € X eine Funktion
mat
E(u) = inf E(v).

veX
Dann ist u eine harmonische Funktion.

Bemerkung: Das Prinzip kann ein Verfahren liefern, um die Laplace-
Gleichung Au =0 in Q, u = g auf 99 zu l6sen.

BEWEIS. Wir wihlen eine Funktion w € C?(Q2) mit kompaktem
Tréager in 2 und € € R. Zur Stérung ew betrachten wir nun die Ver-
gleichsfunktionen u. := u+cw. Es gilt u. € X und wegen der Minima-
litdt von wu

) < Blu) = Ew

g
1
g/ V(u+cw) - V(u + ew) — [Vaul?
Q

= / 2Vu - Vw + ¢|Vw|?
0

—>2/Vu'Vw:2/(—Au)w.
Q o)



2. ERSTAUNLICHE ERSTE EIGENSCHAFTEN VON LOSUNGEN 21

In der letzten Zeile haben wir den Limes ¢ — 0 gebildet und einmal
partiell integriert (ohne Randterm, weil w kompakten Trager hat). Da
w beliebig war, gilt Au=0. 0O

2.7. Eindeutigkeit bei der Poisson-Gleichung.

SaTz 2.8 (Eindeutigkeit). Sei Q C R™ beschrinkt, g € C°(9Q) und
f € C°(Q) gegeben. Dann gibt es hichstens ein u der Klasse C*(Q) N
C° (), welches die Poisson-Gleichung

—Au=f in 2
u=g auf OS2

lost.

BEWEIS. Seien u und v zwei Losungen der Gleichung. Dann erfiillt
die Differenz w := u — v auf Q

Aw=Au—Av=f—f=0,
und auf 9f2

w=u—v=g—g=0.

w € C%(Q2) N C°Q) ist harmonisch und nimmt sein Maximum nach
(2.6) auf dem Rand an, also w < 0 in Q. Aber auch —w ist harmonisch
und nimmt sein Maximum auf dem Rand an, also auch —w < 0 auf €.
Es gilt also w = 0 und damit v =v. U

Wir interpretieren den Satz so: Fiir vorgegebenes f und g ist die
Losung eindeutig. Falls wir nun noch zu ’jedem’ f und ¢ eine Losung
finden, dann wissen wir, welche Daten zur Poisson-Gleichung ’dazu-
gehoren’ (ndmlich neben f auch g).

Bemerkung. Wir fordern immer zwei Eigenschaften von den Losun-
gen: u € C?(2), damit wir den Laplace-Operator "klassisch’ anwenden
konnen. Zusétzlich u € C°(Q), damit die Randwerte wirklich angenom-
men werden. Ohne diese Forderung wire die Funktion

fii 1
u:[0,1] = Ru(z) = X ?rxe (0,1)
1 fiir x € {0, 1}
auf 2 = (0,1) eine Losung der Gleichung
Au =0, ulogn = 1.

Insbesondere sehen wir, dass ohne die Forderung u € C°(€2) keine Ein-
deutigkeit der Losung gilt.
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ABBILDUNG 7. Die Richtung von 0;u im Maximum.

2.8. Maximumprinzip fiir die Wairmeleitungsgleichung.
Hier sei 2 C R™ offen und beschrinkt und mit C*-Rand. Wir betrach-
ten fiir T > 0 Raum-Zeit Zylinder der Form Qr := Q x (0,7] C R*.

Als parabolischen Rand des Zylinders bezeichnet man die Menge
I'r = Qp \ Qr, sie faBt den seitlichen und den ¢ = 0-Rand zusammen.
Nach unserer Intuition erwarten wir, dass u niemals grofler wird, als dies
die Randwerte auf I'y vorgeben (man denke an eine Wérmeverteilung
in einem Korper). Tatséchlich wird sich dies als richtig herausstellen.

Ein mathematisches Argument ist wie folgt. Sei u in einem inneren
Punkt (z,t) € Q7 maximal. Dann verschwinden erste Ortsableitungen
und zweite sind nichtpositiv, also

Owu(z,t) = Au(z,t) <O0.

u sollte also eher ab- als zunehmen. Das Problem, dass wir keine strikte
Ungleichung gefunden haben, kann im Fall der Warmeleitungsgleichung
mit einem einfachen Trick gelost werden.

Sarz 2.9 (Parabolisches Maximumprinzip). Sei u € C*(Qr) N
C°Qr) eine Losung der Wirmeleitungsgleichung

(2.10) Jiu = Au in Qp.
Dann gilt mit Ty := Qp \ Qr

(2.11) max u < max u.
Qr I'r

BEWEIS. Fiir ein Widerspruchsargument wollen wir das Gegenteil
annehmen, namlich dass eine Losung w ihr Maximum nicht am para-
bolischen Rand annimmt. Ohne Einschrankung kénnen wir annehmen,
dass dieses innere Maximum zum Zeitpunkt 7" auftritt, ansonsten ver-
kleinern wir 7. Weiterhin kénnen wir annehmen, dass maxp, u = 1,
andernfalls addieren wir eine Konstante zu u. Wir finden also zy € €2
mit u(xg, T) =1+ ¢ fiir ein € > 0.
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Wir betrachten die Funktion v(z,t) := e u(x,t). Fiir kleines
A > 0 (kleiner log(1 + ¢/2)/T) gilt v < 1+ ¢/2 auf I'y, und im Punkt
(20, T) gilt v(xg,T) = 1+ €. Also hat v genau wie u ein inneres Maxi-
mum, v(zy,t) = maxg, v > maxr,. v.

Die Funktion v lost auf Q¢

0,51) = —\v + Av.

Der Punkt (z1,t;) ist ein Maximum und daher gilt d,v(x1,t;) > 0 und
Av(z1,t1) <0, also in diesem Punkt

0<owvw=- +Av< - v<O.
Dies liefert den gewiinschten Widerspruch. [

Genau wie bei der Poisson-Gleichung liefert das Maximumprinzip
eine Eindeutigkeitsaussage.

COROLLAR 2.10 (Eindeutigkeit). Fir f € C°(Qr), up € C°(Q) und
g € CY(O0x[0,T]) gibt es hichstens eine Lisung u € C*(Qp)NC°(Qy7)

der inhomogenen Wirmeleitungsgleichung

ou—Au=f in Qp,
u=g auf 02 x [0,T],
u(.,0) = wug auf €.

Das Corollar liefert uns wieder einen Hinweis darauf, welche Da-
ten zur Wéarmeleitungsgleichung ’dazugehoren’. Tatséchlich werden wir
spater sehen, dass wir zu ’jedem’ f, g, und ug eine eindeutige Losung
u finden.

2.9. Elementare Losungen zu einer Transportgleichung.
Homogene Gleichung. Die einfachste Gleichung erster Ordnung lautet

(2.12) Oyu + Ozu = 0.
Wir wollen hier u : R x [0,00) — R, (z,t) — u(z,t) suchen. Wieder
wollen wir ein Anfangswertproblem 16sen, wir fordern
(2.13) u(.,0) = uy,
mit, sagen wir, ug € C*(R, R).

Eine Losung der Gleichung 148t sich elementar angeben, ndmlich
(2.14) u(z,t) = up(x —t).

Die Losungseigenschaft folgt aus dyu(x,t) = uj(x +t) = dyu(z,t) und
die Anfangswertannahme aus u(z,0) = ug(z). Die Losung verschiebt
also einfach die Startwerte mit der Zeit nach rechts.
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ABBILDUNG 8. Charakteristiken: Entlang der Linien
x =t + cist die Losung konstant.

Die spezielle Losung verrat Folgendes iiber Gleichungen erster Ord-

nung.

e Die Losung wird mit der Zeit nicht regulérer, 'die Gleichung

gldttet nicht’.

e Es gibt eine endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit.
Der zweite Punkt meint das Folgende: Information iiber die Anfangs-
werte in © = 0 wird zur Zeit ¢ jenseits der Punkte || = ¢ nicht wahrge-
nommen. Dies steht, wie wir sehen werden, im Gegensatz zur Warme-
leitungsgleichung. Dort werden die Anfangswerte in 0 nach beliebig
kurzer Zeit t > 0 iiberall wahrgenommen.

Inhomogene Gleichung. Wir haben gesehen, dass die Transportglei-
chung alle Werte mit Geschwindigkeit 1 nach rechts transportiert. Wir
werden nun ein fundamentales Prinzip kennenlernen, eine Art Super-
position von Effekten (letztlich das Prinzip der Charakteristiken). Wir
betrachten die inhomogene Gleichung
(2.15) o+ O,u = f,

wobei f € C'(R x [0,00) — R).

Homogen: Entlang der Linien (z—t+s, s) ist u konstant. Inhomogen:
Entlang der Linien (x — t 4 s, s) nimmt v um f zu.

Wir erraten also

(2.16) u(z,t) :uo(x—t)+/0 flx —t+s,s)ds.

Einsetzen verifiziert den Tipp, denn
t
dwu(x,t) = —ug(z —t) + f(x,t) — / Oif(x —t+s,s)ds,
0

t
Opu(z,t) = up(x —t) +/ O f(x —t+s,s)ds.
0
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ABBILDUNG 9. Auf einem beschrinkten Gebiet bestim-
men die Charakteristiken welche Randbedingungen ge-
stellt werden miissen.

Beschrinkte Gebiete. Schon im eindimensionalen Fall sicht man an-
hand der Charakteristiken, dass die Rénder des Gebietes links und
rechts unterschiedlich behandelt werden miissen. Laufen die Charakte-
ristiken nach rechts (wie bei uns), so gilt

e Am linken Rand miissen die Werte von u vorgegeben werden,
damit der Wert entlang der Charakteristik bestimmt ist.

e Am rechten Rand kénnen keine Werte vorgegeben werden, sie
sind durch die Charakteristik bestimmt.

2.10. Eine Wellengleichung. Die einfachste Wellengleichung
zweiter Ordnung lautet

(2.17) Ofu = Au.

FEine physikalische Interpretation. Wir bezeichnen die vertikale Aus-
lenkung einer diinnen Membran (eine Saite fiir n = 1) mit u, bei einer
unendlich ausgedehnten horizontalen Membran, also v : R? — R. Im
einfachsten Modell sind die vertikalen Krifte gegeben durch Vu, d.h.
iiber eine Linie I' C R? mit Normalen v wird die vertikale Kraft Vu - v
iibertragen (dahinter steht das Hooksche Gesetz Kraft ~ Auslenkung).
Wir verwenden nun Newtons Gesetz fiir die kinematische Beschreibung;:
Beschleunigung ~ Kraft. Fiir ein Elementarvolumen V C R? gilt dann
nach Normalisierung

(2.18) /8t2u:/ VU-V:/AU.
v v v

In der zweiten Gleichung haben wir wieder den Gauflschen Satz ver-
wendet. Da V' beliebig war, folgt die Wellengleichung.

Findimensionale Wellengleichung. Der einfachste Fall ist die eindi-
mensionale Wellengleichung, also

(2.19) Ofu = 02u.
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Wir wollen wieder ein Anfangswertproblem 16sen. Wir suchen v : R x
[0,00) = R, (x,t) — u(z,t), so dass
(2.20) u(.,0) = ug, ul.,0)=uy,
mit, sagen wir, ug € C*(R,R) und u; € C*(R, R).
Bemerke: Die Wellengleichung enthilt 92u, daher schreiben wir (wie

bei gewohnlichen Differentialgleichungen) nicht nur v am Anfang, son-
dern auch 0;u am Anfang vor.

Zwei Losungen der Gleichung (ohne Anfangsbedingungen) lassen
sich elementar angeben, némlich fiir beliebige ¢, € C?(R,R)

(2.21) u(z,t) = oz +1), u(z,t) =z —1).

Dies folgt durch zweimaliges Differenzieren. Da wir nun zwei 'Elemen-
tarlosungen’ haben, kénnen wir die zwei Anfangsbedingungen erfiillen.

Wir konnten nun die Losung angeben und verifizieren, dass
tatsédchlich eine Losung gefunden ist. Um jedoch die Formel zu mo-
tivieren schreiben wir zunéchst die Gleichung in der Form

(O + 0:) (0 — O )u = 0.
Daher 16st v(x,t) := (0; — 0,)u(x,t) die Gleichung
(O +0,)v =0, wv(.,0)=u; — dyup.
Wie im letzten Abschnitt finden wir eine Losung, ndmlich
v(x,t) = [uy — dyug) (x —1).
Wir miissen nun die inhomogene Transportgleichung
(2.22) (O — Op)u(z,t) = v(z,t)

nach u auflésen. Wir verwenden dazu die Formel (2.16) und bedenken
dabei das umgekehrte Vorzeichen in der Gleichung.

t
u(x,t):uo(x—l—t)—i-/ v(z+t—s,s)ds
0
t
:uo(x—l—t)—l—/ [ug — Ozuo) (x +t — 2s)ds
0

:uo(x+t)+%[u0(x—t)—ug(x+t)]+/Otul(x+t—25)ds

T+t

—lna 0w = 0]+ 5 [ w)dy

z—t
Die letzte Darstellung ist die d’Alembert-Formel fiir die eindimensiona-
le Wellengleichung. Man kann durch Einsetzen leicht verifizieren, dass
sie tatsédchlich eine Losung liefert.
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Wir sehen, dass auch die Wellengleichung die Anfangsdaten uy nur
transportiert und nicht gléattet.






Verallgemeinerter Losungsbegriff

3. Der Gaufische Satz

Wir erinnern an die Begriffsbildung beim Gauflschen Satz, insbe-
sondere an Lipschitzgebiete und Randintegrale, und wir wiederholen
den Beweis des Satzes. Wir bereiten damit den Gaufischen Satz fiir
Sobolevfunktionen vor und den Spursatz.
Wir 16sen partielle Differentialgleichungen auf Teilmengen 2 C R™.
Wir miissen uns also mit Eigenschaften solcher Mengen beschéftigen.

Lipschitz-Gebiete.
DEFINITION 3.1. Sei 2 C R™ offen. Wir sagen, dass ) einen
Lipschitz-Rand hat, falls zu jedem x € 0 folgendes existiert:
(1) Koordinaten. Fine n—1-dimensionale Hyperebene H, mit Nor-
malenvektor v € R", H, = {y € R*|(y — z) - v = 0}.
(2) Funktion. Fir e > 0 und H: := H, N B.(x) eine Lipschitz-
Abbildung g : H; — R und n > 0, so dass im Zylinder
Zey:=H 4+ (—n,n)v gilt:
QN Zey={y+zvly e Hy,—n <z <g(y)}-

ABBILDUNG 10. Ein Lipschitz Gebiet €2 mit einem lo-
kalen Koordinatensystem.

29
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Bemerkungen.

e Wenn 2 beschriinkt ist, so ist 02 kompakt. Falls Q einen
Lipschitz-Rand hat, so gibt es also eine Uberdeckung von 0f2
mit endlich vielen Zylindern Uy, ..., U,, wie in der Definition,

oo c|Ju;.
j=1
e In Beweisen nehmen wir oft eine offene Menge Uy mit Uy C
hinzu, die Q \ (U U ... U U,,) iiberdeckt. Dann gilt

Qc O Uj.
j=0

e Zur Uberdeckung (U;) existiert eine zugehorige Teilung der 1,
also m—+ 1 Funktionen der Klasse C'*° mit kompakten Tragern,
n; € CEO(U]), nj - Uj - [07 1] mit

an(x)zl vz € Q.
=0

Randintegrale. Unser Ziel ist eine Definition von fr f fir n — 1-
dimensionale Mannigfaltigkeiten I' C R". Wir beschrdnken uns auf
den Fall, dass I lokal Graph einer Lipschitz-Funktion ist (wie 02 in
Definition 3.1).

Fiir eine entsprechende Uberdeckung von I' mit Zylindern U, j =
1,...,m wahlen wir eine zugehdrige Teilung der 1, 7;, und setzen

(3.1) s S|

Damit reicht es, nachfolgend die rechte Seite zu definieren, also Inte-
grale {iber Graphen.

Sei also im Folgenden U von der speziellen Form U = V x [ mit
V C R"! und I = (a,b) ein reelles Intervall. Weiterhin sei g : V' — [
Lipschitz-stetig. Als Graph von g bezeichnen wir

I':= graph(g) :== {(z,y) 1z € V.y = g(2)}.
Wir werden folgendes Resultat verwenden (fiir einen Beweis siehe z.B.
Evans, Abschnitt 5.8, Theorem 6).
SaTz 3.2 (Rademacher’s Theorem). Sei g Lipschitz-stetig, g €
CYY(V,R), mit Lipschitz-Norm Hg”Lz’p' Dann ist g fast diberall diffe-
renzierbar, Vg ist mefbar und es gilt |Vg||p~ < HgHLz’p-
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Wir kénnen nun Randintegrale definieren.

DEFINITION 3.3. Sei I = graph g fiir eine Funktion g € C%(V,R).
Wir nennen eine Funktion f : T' — R mef$bar bzw. integrierbar, falls
die Verkettung x — f(x, g(x)) mefibar bzw. integrierbar iber V ist. Wir
setzen

62 [ 1= (100 [ o) VITNG@P e @),

Falls T' eine Vereinigung von Lipschitz Graphen ist, so definieren wir
das Integral mit einer Teilung der 1 wie in (3.1).

Bemerkungen zu dieser Definition.

e Satz 3.2 stellt sicher, dass fiir integrierbares f auch das Integral
von (f og)+/1+|Vg|? existiert.

e Der Vv -Faktor sorgt dafiir, dass das Integral unabhéngig ist
von der Wahl von der Parametrisierung, also von V' und g.
Insbesondere fithrt eine andere Parametrisierung des Randes
auf denselben Begriff der Messbarkeit und der Integrierbarkeit.

Zwei Dinge bleiben zu tun. 1) Wir miissen nachweisen, dass das
Integral unabhéngig von der Wahl der Koordinaten ist. 2) Wir wollen
eine praktische Methode angeben, wie Integrale ohne eine Teilung der
1 berechnet werden kénnen.

Berechnung von Integralen mit Parametrisierungen. Die
Graphenkonstruktion liefert einem schnell geeignete Definitionen und
ist auch die im Satz von Gaufl verwendete Konstruktion. Im allgemei-
nen wollen wir aber Integrale lieber iiber allgemeine Parametrisierun-
gen berechnen, nicht immer iiber Graphen.

Beispiel: Fiir die Kreislinie T' := 9Bx(0) C R? und eine Funktion
f: T — R wollen wir fF f bestimmen. Dabei wollen wir nicht I" lokal
als Graph schreiben (dazu benétigen wir 3 Graphen, anschlieBend eine
Teilung der 1). Stattdessen parametrisieren wir mit

®:V:=[0,27) — R ®(t) = (Rcos(t), Rsin(t)).

® ist invertierbar als Abbildung ® : V — I'. Unser Ziel ist eine Formel

2
/ /= / f(@(y)) J(y) dy = / f(Rcos(t), Rsin(t)) J(t) dt.
I Vv 0
Dabei miissen wir den richtigen Faktor J bestimmen.

Es geniigt, wenn wir die Situation lokal betrachten. Wir nehmen
also an, dass wir I' als Graph schreiben konnen, I' = graph(g) mit
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g 'V — R Lipschitz. Weiterhin sei uns eine andere Parametrisierung
gegeben,

® : V — R" Lipschitz, V ¢ R"™', T'=&(V), ®:V — I bijektiv.

Wir fordern von ®, dass ® invertierbar ist auf I' und dass die Wechsel-
abbildung

V= V,ee 0 oG(r), Gr)=(z,g(x))
Lipschitz-stetig ist.
SATZ 3.4. Fiir I' und ® wie oben und f : ' — R integrierbar gilt

(3.3) /Ff:/vfoq) Vdet DOT - D®.

BeEwEIs. Wir verwenden eine Gleichheit aus der linearen Algebra.
Fiir Matrizen der Form A = (a;5), a;; = d;; + &¢&; gilt fiir die Determi-
nante det A = 1 + [¢]2.

Wir verwenden den R"~!-Transformationssatz fiir die Wechselab-
bildung ¢ = ®~ 1o G

/focb \/detD(I)T-Dtl):/fo@ow Vdet DOT - D®| det Dib|.
|4 14

Wir werten nun den Faktor im Integranden aus unter Benutzung von

det AB = det Adet B.
Vdet DT - D®| det Dy| = Vdet DT - Dd+/det DT - D)
= /det (DYTD®T - DO DY) = +/det (D(® o )T - D(P 0 ¢)))
= Vdet DGT - DG.

Wir sehen schon hier die Invarianz der Darstellung,
/ fo® Vdet DOT - DP = / foG Vdet DG - DG.
1% 1%

Wenn wir nun noch obige Formel fiir die Determinante benutzen, so
erhalten wir wegen

/foG\/detDG-DG:/foG V1+|Vgl,
1% |4

die urspriingliche Formel. [

Insbesondere haben wir mit dem Satz nachgewiesen, dass die Defi-
nition des Integrals unabhéngig von der Wahl der Koordinaten ist.

Im Beispiel der Kreislinie: Die Parametrisierung der Kreislinie ist
® : [0,21) — R? ®(t) = (Rcos(t), Rsin(t)). Dann ist D®(t) =
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(—Rsin(t), Rcos(t)) und D®T - D® = R? (eine 1 x 1-Matrix). Die
Wurzel der Determinante ist R und wir erhalten J = R,

/Ffz/;r f(Rcos(t), Rsin(t)) Rdt.

Der Satz von Gauf} fiir glatte Integranden. Wir werden den
Normalenvektor an einem Lipschitz-Gebiet mit v bezeichnen. In lokalen
Koordinaten mit 02 = {(z, g(x)) : x € V'} gilt

e e

V1+ (Vg2

Der Vektor v ist nach dem Theorem von Rademacher fast iiberall auf
dem Rand definiert. Er ist unabhéngig von der Wahl der Koordinaten.

SATz 3.5. Sei Q C R™ beschrankt mit Lipschitz-Rand, u,v €
CHR™). Dann gilt fiiri=1,...,n und die dupfere Normale v an O

(3.4) /&u:/ ue; v,
Q 09

(3.5) /u@w—l—@iuv—/ wve; v .
Q 80

Beweis. Die Formel der partiellen Integration (3.5) folgt aus (3.4)
durch Einsetzen von u - v und Produktregel.

Schritt 1: Reduktion auf Graphen. Um (3.4) zu zeigen, lokalisie-
ren wir u mit der Teilung der 1 (n;) und schreiben u = 3, n; u. Es

reicht dann, (3.4) fiir Funktionen mit Tréger in einem U; zu zeigen.
Tatséchlich liefert das lokale Ergebnis

/ &(unj):/ u-nj e,
QﬁUj 8QQU]'

und Summation {iber j

/uei‘V:E / u~7}jei-1/
o0 : oQNU;

J

j QnU; Q Q J Q

Schritt 2: Beweis fiir C'-Graphen.. Wir kénnen nun v mit Triger
in U; betrachten.

Fiir Uy: Das Integral on O;u verschwindet (Fubini und Hauptsatz
der Differentialrechnung).
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2 o
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ABBILDUNG 11. Die Gebietstransformation ® transfor-
miert das krummlinig berandete Gebiet €2 auf ein Recht-
eck/Zylinder mit flachem oberen Rand.

Fir U = U;, j > 1: Wir haben U = V. x I C R", V C R}
g: V-1 Q={(x,y) € U:y < g(x)}. Wir nehmen in diesem Schritt
an, dass g € C'. Wir erinnern an

(_ng 1)

v(z,g(x)) = W

Wir miissen also zeigen, dass

(3. [ vu= [ ategta)) (~Tg(e).1) ds
Q 1%
Mit diesem Ziel betrachten wir die neue Funktion v : V x R — R,

v(z,y) = u(z, g(z) +y),

also v = uo® fir & : VxR — R &(z,y) = (v,9(x) + y). Wir
werden die Transformationsformel verwenden, um 2-Integrale von u als
Integrale von v iiber ¥ := V x (—o0, 0) zu schreiben. Die auftauchende
Determinante ist

id 0
det D® = det (Vg 1) =1.

Wegen eindimensionaler partieller Integration gilt

/82-1220 fﬁrign—l,und/ﬁnv:/ .
b b Vx{0}

Daraus folgt mittels Transformationsformel und nochmaliger eindimen-
sionaler partieller Integration das Ergebnis. Wir schreiben das erste
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Integral um zu

0:/811)
%

= /Zaiu(x,g(x) +vy) dx dy + /Eanu(x,g(x) +vy) - 0ig(x) dx dy

0
:/Qiu+// Onv - 09
Q V J—co

:/Q&iu—i—/vv(x,(])-aig(l’) dz,

wegen v(x,0) = u(x, g(z)) also das Ergebnis in Richtung i < n — 1.
Fiir die vertikale Richtung rechnen wir

[ wtegte) do = /V e Jow=[ o

Schritt 3: Beweis fiir Lipschitz-Graphen.. Wir approximieren ein
allgemeines g € Lip(V,R) durch C'-Funktionen g;. Die Approximation
wihlen wir mit g, — ¢ in C° und Vgy — Vg in L*(V) (Existenz nach
Satz 5.2 unten, angewendet auf g € W1?). Fiir jedes g, und die Gebiete
Qe = A{(x,y)|y < gx(2)} zu g gilt das lokale Resultat (3.6) nach Schritt
27

/Qk Vu= /V“(l“’gk(l’)) (=Vai(z), 1) dz.

Fiir £ — oo konvergieren auf der linken Seite die Integrationsgebie-
te gleichméflig und Vu ist beschréankt, auf der rechten Seite konver-
giert u(., gr(.)) — u(.,g(.)) gleichméflig und Vg, — Vg in L*(V). Wir
konnen auf beiden Seiten zum Limes iibergehen und erhalten lokal

/QVu = /vu(:c,g(a;)) (=Vg(x),1) du.

Addition der lokalen Ergebnisse liefert den Satz von Gauf. [J

4. Distributionen

Hier sei immer (2 C R"™ offen, nicht notwendig beschrénkt.
Frage: Wann ist u : 2 — R eine Losung der Gleichung Au = f7
Sicherlich ist die Gleichung erfiillt, falls v € C?, f € C° und die

Gleichung Au(z) = f(z) in jedem Punkt z € Q gilt. Wir wollen aber
gerne einen allgemeineren Losungsbegriff haben, zum Beispiel wollen
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wir fiir eine Funktion f mit Spriingen, f € L?(Q) 16sen. Dann wird u
im Allgemeinen auch nicht von der Klasse C? sein.

DEFINITION 4.1 (Testfunktionen D). Wir setzen
D(Q) := CZ(9),

die unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Trager
in Q.

Grundidee: Wir kénnen eine beliebige L' (2)-Funktion f auffassen
als eine Linearform (f) auf dem Raum D. Wir identifizieren f mit

<f>rD—>R,sOH/Qf-sO-

Jedes f € L'(Q) definiert eine solche Form (es reicht die lokale Inte-
grierbarkeit, f € L] (€2)). Auch umgekehrt gilt: Falls fiir f,g € L'(Q)
die Formen iibereinstimmen, (f) = (g), dann gilt schon f = g. Eine
mit einer L!-Funktion darstellbare Linearform hat also eine eindeutige

Darstellung.
Erste Definitionen.

DEFINITION 4.2 (Distributionen D’). u heifit eine Distribution und
wir schreiben u € D', falls
(1) u:D — R linear
(2) VK C Q kompakt 3¢ = ¢(K),m = m(K):

(4.1) u(p)] < cllpllem Ve € D, supp(p) C K.

Beispiele:
(1) Funktionen. Fiir f € LY(Q) ist (f) linear auf D. Die Abschiitzung
(4.1) ist mit ¢ = || f|| ;1 und m = 0 fiir alle K erfiillt:

| () ()l = ‘/wap’ < sup || /Qlf\ = llellco [Ifllz-

Notation: Fiir ein f : Q — R schreiben wir (f) fiir die zugehorige Dis-
tribution (f) € D’. Spéter werden wir allerdings oft fiir beide Objekte
nur f schreiben.

(ii) Die Dirac-Distribution. Fiir a € € ist die Abbildung

(4.2) 0o : D — R, — p(a)
eine Distribution. Linearitéit ist klar. Die Abschéitzung ist wieder mit
m = 0 und fiir c =1,

00 ()| < [l llco-

Distributionen mit m = 0 nennt man auch Distributionen O-ter Ord-
nung.
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(i1i) Eine Distribution erster Ordnung. Fir a € Q und k < n ist die
Abbildung
0
Ea:DHRﬂOHa_xk (CL)
eine Distribution erster Ordnung.

Ableitungen von Distributionen. Warum sind Distributionen
als Losungen geeignet? Weil wir immer differenzieren kénnen!

DEFINITION 4.3 (Ableitungen). Fiir eine Distribution u und einen

Richtungsvektor e, € R™ definieren wir die Ableitung in k-te Richtung,
Opu, durch

(4.3) Ohu € D', (Ohu)(p) = u(—0kp).

Man sieht sofort, dass wir tatsdchlich dyu € D’ definieren: (1) dyu
ist linear. (2) wenn auf K C 2 die Distribution u die Abschétzung (4.1)
mit ¢ und m erfiillt, dann erfiillt Oyu dieselbe Abschétzung mit ¢ und
m+ 1.

Beispiel: In Beispiel (iii) war die Distribution ¢, gerade €, = —0kd,.

Durch Iteration haben wir damit auch automatisch hohere Ablei-
tungen definiert. Fiir einen Multiindex « gilt

Du(g) = u((~1)" D).

Ist dies noch die gewohnte Ableitung? Wir werden spéter oft nicht
zwischen einer Funktion f und der zugehorigen Distribution (f) un-
terscheiden. Dazu miissen wir aber sicherstellen, dass zumindest fiir
f e Q) gilt

(Orf) =0 ([)-
Tatséchlich gilt fiir ¢ € D fiir linke und rechte Seite

Ot ( / ot o
O Af) () = ) (Okp) = / f Orp.

Nach dem Satz von Gauf (der Randterm verschwindet!) stimmen also
beide Seiten iiberein. Wir kénnen also Funktionen mit den zugehérigen
Distributionen identifizieren.

Beispiel: Ableitung der Heavyside Sprungfunktion. Sei H : R — R
die Funktion

(4.4) H(z) = { (1) N ;8?
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Dann gilt

0. H = d.
Wir bemerken hierzu, dass wir in R' meist 0, statt 0, schreiben. In
obiger Formel haben wir bereits Funktion und Distribution identifiziert,
denn im klassischen Sinne hat H keine Ableitung in der 0. Tatséchlich
gilt

/ H(z) 0,p(a / D () dz = 9(0) = ().

Beispiel: Losung der Transportgleichung. Wir behaupten, dass fiir
ug € L},.(R) die Funktion u(z,t) = ug(z — ) in Q = R x (0,00)
tatsédchlich die Transportgleichung d,u+ 0,u = 0 im Distributionssinne
16st. Wir berechnen fiir ¢ € C2°(Q) und die Funktion ¥ (z,t) := ¢(z +
t,t)

(Bt By () = /Q u (B + 0,p)

o0

uo(x — t)(Opp + Orp)(x, t) dx dit

up(2)(Opp + 0pp) (2 + t,t) dz dt

2
—

o0

uo(2)0(z,t) dzdt

=

J
J
J
J

uo(2) / O(z,t)dtdz = 0.

Konvergenz von Distributionen.

DEFINITION 4.4. Fiir eine Folge von Distributionen u; und u eine
Distribution definieren wir Konvergenz durch

(4.5) u; — u: <= uj(p) = ulp) VoeD.

Beispiele: (i) Seien H,, um a; verschobene Heavysidefunktionen,
R > a; — a. Dann gilt H,;, — H,. Dieses Beispiel zeigt, dass die
zugehorige Funktionenfolge nicht in C° konvergieren mufl. Wir haben
eine sogenannte schwache Konvergenz eingefithrt, weil wir nur auf fe-
sten Testfunktionen die Konvergenz fordern.

(i) Fiir Q23 a; — a € Q gilt dq; — dq.

(111) Sei uy, : R — R, ug(x) = sin(kx), wir betrachten k& — oo. Es
gilt ux € D'. Wir behaupten, dass u, — 0 in D’. Tatséchlich gilt

ur(p) = /}Rsin(k:x) o(r)dr = — /R % cos(kz) ¢'(z) dz — 0.
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Wichtige Bemerkung. Die Ableitung 0 ist stetig beziiglich der Kon-
vergenz: Fiir Distributionen u; — u gilt Oyu; — Jpu, denn
Ouj(p) = —u;(Op) — —u(Orp) = Opu(p).
Dirac-Folgen. Wir betrachten eine Funktion ¢ € L'(R") mit

fR" 1 = 1. Wir stauchen nun diese Funktion in geeigneter Weise und
definieren

1 T
vele) = 0 ()
Die Skalierung ist so gewihlt, dass das Integral erhalten bleibt:

1
v)= [ o) =1,
Eine solche Folge 1. heif3t Dirac-Folge.

SATZ 4.5. Fiir Dirac-Folgen gilt
(4.6) (e) — dg  fiire — 0

m Distributionssinne.

BEWEIS. Fiir ¢ € D schreiben wir
€ - € dr = -
W) = [ v e dr= [ 0(2) el

= [ ¥ (y) »vley) dy.

Rn
Wir haben die punktweise Konvergenz ¢ (y) ¢(cy) — ¥ (y)p(0) fir
e — 0 und die Majorante ¥ (.) ¢(e.) < My(.) fir M = sup ¢, also
auch Konvergenz der Integrale,

(W) (p) = | ¥ (y) ¢ley) dy — ¢(0) - Y (y) dy = ¢(0).

R
Dies war zu zeigen. [J

Faltung. In Anwendungen hat man oft eine Funktion f : R" — R,
die man gliatten mochte. Man wéhlt dann eine glatte Funktion v :
R™ — R wie oben und ersetzt den Wert f(z) durch

(47) fa(x) = <¢6> (f(x - )) = - ws(y> f(I - y) dy.

Man ersetzt also f durch (gewichtete) Mittelwerte {iber eine Umge-
bung. Das Ergebnis ist tatséchlich eine glatte Funktion, wie man durch
die Transformationsformel sieht. Man schreibt den Ausdruck als

(4'8) fa($) = (Z) ?ﬂa(if - Z) dz,

R
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und sieht, dass f. nur iiber die glatte Funktion ). eine z-Abhéngigkeit
hat. Vergleiche Regularitdt von harmonischen Funktionen in 2.4. Der
Ausdruck in (4.8) hat wegen seiner Wichtigkeit einen eigenen Namen,
er wird als Faltung bezeichnet,

(4.9) fru(z) = . f(2) ¢z — 2) dz.

Wir wollen nicht naher auf die Theorie von Faltungen eingehen, sondern
werden f x 1 als Abkiirzung fiir den obigen Ausdruck schreiben, falls
er definiert ist. Dies ist z.B. der Fall fiir f € L' und ¢ € L.

Ein wichtiges Theorem aus der Funktionalanalysis zur Faltung mit
Diracfolgen lautet wie folgt.

SATZ 4.6. Sei f € LP(2) mit p € [1,00) und . eine Diracfolge mit
0 < e . Dann st f x ). ein Familie von C*°-Funktionen mit

\f = f*Yellze) — O fiir e — 0.
Fiir einen Beweis siehe z.B. Alt, Satz 2.10.

Faltung fiir Distributionen. Seien f € D’ und ¢y € D. Dann
kénnen wir setzen

()= {f) Wz —.)).

Mit dieser Definition stimmt die Faltung im Falle von Funktionen
mit obiger Faltung iiberein.

SATZ 4.7 (Approximation von Distributionen). Sei 1. eine Dirac-
Folge zu 0 < ¢ € C*(R™) und f € D'(R"™). Dann gilt

C®[R") > f*v. — f als Distributionen in D'(R™) fiir e — 0.

BEWEISSKIZZE. Die Glattheit der Faltung ist eine Konsequenz der
Tatsache, dass die Ableitung auf die Testfunktion féllt,

Oi(f # ) (@) = (f) (Bie(x — ).

Also sind alle Ableitungen endlich. Fiir einen echten Beweis betrachtet
man die Differenzenquotienten.

Zur Approximation: Wir betrachten ¢ € D = C°(R"). Dann gilt
(mit Integralen iiber R™),

Frv() = [ Flnlo = ela) da

— 1 ([ e = et o)
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— 1 ([ worpte+ ya )

:/f(gp(:c+.))wg(x)d$—>f(<ﬁ)~

Fiir einen vollstdndigen Beweis muss man mit Hilfe von Riemann-
Summen nachweisen, dass in obiger Rechnung die Anwendung der Dis-
tribution mit dem Integral vertauscht (Linearitdt der Distribution).
Im letzten Schritt nutzt man die stetige Abhéngigkeit von f (¢(x + .))
von z. Dies ist eine Konsequenz der Differenzierbarkeit aus dem ersten
Beweisschritt. [

Wir merken uns:

e D' ist ein Raum verallgemeinerter Funktionen

e D' ist ein topologischer Vektorraum

e Es gibt Ableitungsoperatoren Jy : D' — D', die die gewohnli-

che Ableitung verallgemeinern

e U C D' ist dicht
Erklarungen: Der Raum D’ ist ein Raum verallgemeinerter Funktionen,
denn integrierbare Funktionen konnen mit Elementen aus D’ identifi-
ziert werden. Andererseits enthilt aber D’ Elemente, die nicht mit einer
Abbildung f : Q@ — R identifiziert werden kénnen (z.B. d,). D’ ist ein
reeller Vektorraum (es gibt eine Addition und eine Multiplikation mit
reellen Zahlen), zudem hat D’ einen Konvergenzbegriff, also eine Topo-
logie. Der Raum C® ist dicht enthalten in D', denn jede Distribution
lasst sich (beziiglich der Topologie der Distributionen) beliebig gut mit
C'*°-Funktionen approximieren (Faltung mit einer glatten Dirac-Folge).

5. Sobolevriaume

Wir fithren den Banachraum W*? von solchen LP-Funktionen ein,
deren k-fache distributionelle Ableitung wieder in LP ist. Wir werden
Losungen von partiellen Differenzialgleichungen in diesen Rdumen fin-
den. Besonders wichtig ist der Raum zum Index p = 2. Er wird ab-
gekiirzt bezeichnet mit H* := W+?2,

Definition des Raumes W*»,

DEFINITION 5.1. Fir k € N,p € [1,00] definieren wir den Sobo-
levraum WHP als

WkP(Q) .= {u € LP(Q) : D*u € LP(Q)V|a| < k},

mit der Norm

lullwes ==Y 1D%ul|Lr.

jal <k



42 VERALLGEMEINERTER LOSUNGSBEGRIFF

Dabei ist folgendes gemeint: Als LP-Funktion ist u insbesondere
eine L} -Funktion und definiert eine Distribution. Damit existieren
auch die Ableitungen D%u als Distributionen. Mit der Aussage
D*u € LP(Q) ist gemeint: Die Distribution D®u € D’ kann dargestellt

werden durch eine Funktion in LP((2).

Elemente in W*?(Q) kann man addieren und mit reellen Zahlen
multiplizieren, wir haben also einen Vektorraum. Die angegebene
Norm erfiillt die Dreiecksungleichung und verschwindet nur in der 0,
ist also tatséchlich eine Norm.

Wir stellen nun fest, dass der Raum vollstindig ist. Tatséchlich,
falls u; Cauchy-Folge in W*?, so ist u; Cauchy-Folge in LP und hat
einen Limes u, aber nach Definition der Norm sind auch alle Ableitun-
gen D*u; Cauchy-Folgen in L” und haben Limiten v, (Vollstandigkeit
von LP). Wegen der Vertauschbarkeit von Ableitung und Distributions-
konvergenz gilt

Vo — D%; — D% in D',
insbesondere ist also die Distributionsableitung D“u darstellbar durch
die LP-Funktion v,. Wir schlieBen, dass u eine W*P-Funktion ist.

Wir haben damit gesehen, dass W*? fiir k € N und p € [1, 00] ein
vollstéandiger, normierter Vektorraum ist, also ein Banachraum.

Beispiele: (i) Fiir Q C R™ beschrinkt gilt C*(Q) ¢ Wk»(Q).

(ii) Die Funktion f : (0,1) — R, f(x) = 1 — 1g(z) ist in WP fiir jedes
k und jedes p. Begriindung: f stimmt fast {iberall mit der Funktion
f = 1 iiberein. In L? wird also zwischen f und f nicht unterschieden.
Auch die Distributionsableitung éndert sich nicht bei Abdnderung auf
einer Nullmenge.

(iii) Fiir das Intervall Q = (0,1) und f : z — /x gilt f € WP fiir
p <2, und f & WP fiir p > 2. Begriindung:

1
!/

f (@)l = 277[a] P2,

und daher ,
/ |f'|P < oo genau dann, wenn p < 2.
0

Dichtheit glatter Funktionen.

SATZ 5.2 (Dichtheit von C* in W*P). Sei Q C R™ offen und f €
WHP(Q), 1 < p < co. Dann gilt:



5. SOBOLEVRAUME 43

a) Fir D C Q mit dist(D, 0Q) > 0 und eine C°-Dirac-Folge 1);
konvergieren die C*°-Funktionen f; :== f x1; in D,

I.f = fillwrepy — 0.

b) Falls Q einen Lipschitz-Rand hat, dann existiert f; € C°(R™),
so dass f; = fjla auf Q konvergiert,

||f - fjHW’W(Q) — 0.
c) Fﬁr allgemeines Q gibt es Funktionen f; € C*°(Q) N W*P(Q)
mit || f = fillwra@) — 0.

BEWEISSKIZZE. a) Fiir g € L? approximiert g*1); die Funktion g in
LP (jedenfalls dort, wo g*1); definiert werden kann, also weg vom Rand).
Dann folgt sofort a), denn fiir die Approximation f; := f*; — f gilt

V(fx1;) =(Vf)x; = Vf inLF,
und ebenso fiir hohere Ableitungen.

b) Man kann man lokal die Funktion f 'nach oben verschieben’, so
dass sie auch ausserhalb des Gebietes 2 noch definiert ist. Die Appro-
ximation aus a) funktioniert dann im gesamten Gebiet. Fiir j — oo
wird die Verschiebung von f immer kleiner gewihlt; im Raum L” ver-
schwinden dann im Limes die Fehler durch die Verschiebung.

c¢) Hier schopft man das Gebiet © mit einer abzéhlbaren Familie
offener Mengen U, aus, U, € Q und U, Ur = Q. Man lokalisiert mit
einer Teilung der 1 und approximiert in jedem Uy die abgeschnittene
Funktion. Dies ist in jedem Uy dann eine ’'innere Approximation’. [

Fiir Beweise siehe z.B. Alt, 1.21 und 2.10. Der Satz erlaubt es,
die Sobolevraume als Vervollstindigung der glatten (C'*°-) Funktionen
beziiglich der Sobolevnorm zu charakterisieren.

Warnung: Der Satz gilt nicht fiir p = oo.

Als eine typische Anwendung der Dichtheit zeigen wir die Produkt-
regel fiir Sobolevfunktionen. Fiir v,w € W1%(Q2) behaupten wir, dass
gilt: vw € WH1(Q) und

(5.1) V(vw) = Vv w + vVuw.

Um dies zu zeigen wéhlen wir glatte Approximationen vy — v und
wy, — w, beide Konvergenzen in W12(Q2). Die Produktregel gilt fiir
glatte Funktionen, also

V(vkwk) = Vvk Wi + kawk.

Wir betrachten wu; := wvjwy, so dass up — u = vw in LYQ).
Die rechte Seite in obiger Gleichung konvergiert ebenfalls, also



44 VERALLGEMEINERTER LOSUNGSBEGRIFF

Af
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ABBILDUNG 12. Zur Illustration des Spursatzes. Die
Funktion ist konstant gleich 2 fast iiberall. Insofern sollte
der Randwert am rechten Rand gleich 2 sein. Die Punk-
tauswertung liefert dies jedoch nicht.

Vur, — Vv w+ vVw in LY(). Wegen Vollstéindigkeit von Wh! ist
dann u € WH(Q) mit der gewiinschten Ableitung.

Der Spursatz: Randwerte von Sobolevfunktionen.

Beispiel. Wir betrachten die Funktion f: [0,3] — R, f(z) = 2 fiir
alle z € [0,3) und f(3) = 0. Da die Funktion fast tiberall mit f = 2
tibereinstimmt, ist die Funktion eine W11(]0, 3], R)-Funktion.

Frage: Was ist der Randwert f|,—37

1. Versuch. Falls wir f einfach in z = 3 auswerten, so erhalten wir
die Antwort 0, aber wir wollen gerne f|,—3 = f|.—3 = 2 erhalten.

2. Versuch. Wir integrieren die Ableitung, setzen also
fle=s = f(0) + f03 f'(xz)dx. Damit haben wir allerdings nur das
Problem verlagert, denn die Punktauswertung in 0 ist auch nicht
wohldefiniert.

3. Versuch und Lésung. Wir wéhlen eine Abschneidefunktion 7 :

[0,3] — R mit n(3) = 1, aber mit n(0) = 0. Hier kénnen wir zum
Beispiel n(z) = (z — 2), wihlen. Wir definieren nun

3 3
Floss = /0 0, (fn) = /0 Foun+ouf .
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Dies ist wohldefiniert, da f und 0,f beide L'-Funktionen sind. Im
obigen Fall erhalten wir

3 3
f|I3:/ 28$n+077:2/ 0,n = 2,
0 2

wie gewiinscht.

Wir wollen im néchsten Satz festhalten, dass man mit diesem Ver-
fahren jeder Sobolev-Funktion Randwerte, die sogenannte Spur, zuord-
nen kann.

SATZ 5.3 (Spursatz). Sei Q C R™ mit Lipschitz-Rand. Dann haben
Sobolev-Funktionen v € WH(Q), 1 < p < oo Randwerte in folgendem
Sinne: Es gibt einen eindeutig bestimmten stetigen linearen Operator

Spur : WHP(Q) — LP(052),

der auf Funktionen u € C°(Q) N WLP(Q) mit der klassischen Spur
u — u|apn tUbereinstimmdt.

Fiir den Beweis vergleiche auch Alt, A5.7.

BEWEIS. Definition durch Lokalisieren. Es geniigt, folgende lokale
Situation zu betrachten: Q = {(z,y)|z € Viy < g(x)} mit g : V —
(a, b) Lipschitz. In dieser Situation definieren wir fiir u € C5°(V x (a, b))

9(x)
(5.2) Spur u(z, g(x)) := / Oyu(z,y) dy.

Dieser Operator ist linear und stimmt fiir glatte Funktionen mit der
klassischen Spur iiberein.

Abschitzung. Fiir die Abschétzung (also die Stetigkeit des Opera-
tors) rechnen wir die Beschrianktheit nach:

| Sourute gt o = |

9(x)
<c [ [ 1o ayds < Clulf,
VJa

wobei wir die Holder-Ungleichung || |7, < [If[I7» [[1]],, benutzt ha-
ben.

Fortsetzung des Operators auf WP, Mit Obigem haben wir einen
auf C>°(R™) definierten Operator Spur, der als Abbildung W1?(Q) —
LP(09) stetig ist. Fiir ein beliebiges u € W1?(Q) definieren wir die Spur
nun iiber die Dichtheit. Nach Satz 5.2 b) gibt es u. — u in WhP(Q),

p

9(z)
/ Oyu(z,y)dy| dx
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so dass die Spur von wu. definiert ist. Wegen der Linearitdt und der
Stetigkeit der Spur gilt

[Spur ue, — Spur uEzHLP(aQ) < Clue, — UEQHWLP(Q) — 0.

Also bilden die entsprechenden Spuren eine Cauchy-Folge und haben
(wegen der Vollstéandigkeit von L) einen Limes. Mit Spur u bezeichnen
wir diesen Limes. [

Bemerkung. Im letzten Beweisschritt haben wir ein sehr allgemei-
nes Prinzip kennengelernt: Falls ein linearer Operator auf einer dich-
ten Teilmenge eines Banachraumes definiert ist, und falls der Operator
die Stetigkeits-Abschitzung erfiillt, so existiert eine eindeutige stetige
Fortsetzung des Operators auf den Banachraum.

Beispiel. Um den Spursatz gut zu verstehen, sollte man sich iiber-
legen, dass man ohne eine Kontrolle der Ableitungen keine Spur defi-
nieren kann. Fiir Q = (0,1) gilt: Es gibt keinen stetigen Operator

Spur : L*([0,1]) — R

mit Spur(u) = u(1) fiir u € C°([0, 1]). Beweis: Die Folge u. : [0,1] — R,
us(r) = (r — (1 —¢)), ist stetig bis zum Rand, andererseits gilt u. — 0
in L*([0,1]). Also

1 =u.(1) = Spur u. = Spur u =0,

ein Widerspruch. Wichtig war in dieser Rechnung die Stetigkeit des
Spuroperators, den wir in der Konvergenz ausgenutzt haben.

Man kann auch direkt Sobolevrdume konstruieren, in denen die
Randwerte vorgegeben sind (und bendétigt dafiir nicht die Lipschitz-
Stetigkeit des Randes). Alle glatten Funktionen mit kompaktem Tréger
in Q2 haben Randwerte 0. Wenn wir eine Funktion f mit solchen Funk-
tionen approximieren koénnen, dann kénnen wir sagen, dass auch f
verschwindende Randwerte hat (Stetigkeit des Spuroperators im Spur-
satz).

DEFINITION 5.4 (Sobolevfunktionen mit Nullrandwerten). Firp <
00 setzen wir

(5:3) Wyt(Q) = {f € W"(Q) : 3f; € CZ(), I = fillwss — 0}
Wir verwenden die W*?(Q)-Norm auch auf Wg*(€). Der Raum

W(f: P(Q) ist ebenfalls ein vollstéandiger normierter Vektorraum, also ein
Banachraum. Zur Vollsténdigkeit: fiir u; Cauchy-Folge in W(f ? finden
wir u := lim; u; in W*? und die Funktionen f; € C°, ||u; — f;]| < 1/7,
approximieren auch wu.
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Fiir Q mit Lipschitz-Rand liefert der Spursatz insbesondere, dass
Spuru = 0 fiir jedes u € WyP(Q). Es gilt aber auch die Umkehrung
(z.B. Alt, A5.11).

LEMMA 5.5. Fiir Q mit Lipschitz-Rand kann der Raum Wy (1)
charakterisiert werden als

Wy P(Q) = {u € W' (Q)|Spuru =0} .

Zur Notation. Die Rdume W*? stimmen mit Raumen H"*? {iber-
ein, die zunéchst anders definiert wurden. Im Fall, dass k keine ganze
Zahl ist, stimmen die Rdume nicht mehr iiberein, aber wir betrachten
hier diesen Fall nicht. Wir kénnen also iiberall statt W*? auch H*P
schreiben. Wir wollen die Notation mit H insbesondere im Falle p = 2
benutzen und schreiben dann

H*(Q) = HM(Q) = WH2(Q).

Der Satz von Gaufl fiir Sobolevfunktionen. Der Satz von
Gaufl 3.5 gilt in der obigen Form weiterhin, selbst wenn u und v nur
Soboleviunktionen sind.

SATZ 5.6. Sei Q2 C R™ beschrinkt mit Lipschitz-Rand, u € W1(Q),
v,w € WY(Q). Dann gilt fiiri =1,...,n und die dufere Normale v an
o)

(5.4) /@u :/ ue; - v,
Q o0

(5.5) /v@iw—l—@-vw:/ vwe; - V.
0

o0
Dabei wird auf der rechten Seite die Spur der Funktion integriert.

Idee: Nach Satz 3.5 gilt die Aussage fiir glatte Funktionen. Wegen
der Dichtheit der glatten Funktionen gilt die Aussage dann auch fiir
Sobolevfunktionen.

BEWEIS. Wir beginnen mit der Beobachtung, dass
Spur(vw) = Spur(v)Spur(w).
Tatsdchlich gilt fur Funktionen vy, w, € C(R™) mit vy — v und
wy, — w in WH2(Q) die Gleichung
Spur(viwy) = Spur (v )Spur(wy).

Wegen der Stetigkeit der Spur konvergiert die linke Seite in L'(99)
gegen Spur(vw), die rechte Seite gegen Spur(v)Spur(w). Wir kénnen
die rechte Seite in (5.5) also sowohl als Produkt der Spuren, wie auch
als Spur des Produktes lesen.
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Wir haben schon gesehen, dass fiir v,w € W2(Q) gilt dass v-w €
WL Q) und V(v - w) = vVw + wVv. Insbesondere reicht es, (5.4) zu
beweisen. Die Anwendung von (5.4) auf u = vw liefert (5.5).

Beweis von (5.4): Nach Satz 5.2 kann u approximiert werden durch
uglog — w in WHH(Q), upy € CX(R"). Fiir alle u gilt Formel (5.4)
nach Satz 3.5. Auf der linken Seite kénnen wir den Limes & — oo
bilden, denn Vug|o konvergiert in L'(Q2) gegen Vu. Auf der rech-
ten Seite miissen wir verwenden, dass auch Randwerte konvergieren,
uklon — ulag in L'(0RQ). Dies stellt der Spursatz 5.3 sicher. [

Was musste bisher geglaubt werden? Bisher ist ohne Beweis
geblieben (und wir verweisen auf die Funktionalanalysis fiir Beweise):

e Rademacher-Theorem Satz 3.2. Lipschitz-Funktionen haben
einen beschrinkten distributionellen Gradienten, C%(Q)) =
Whe(Q).

e Glattung von LP-Funktionen mit der Faltung in Satz 4.6. Und,
darauf aufbauend,

e Dichtheitsaussagen in Satz 5.2 und Lemma 5.5.
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Darstellungsformeln

6. Die Fundamentallésung

Man kennt eine spezielle Losung @ : R — R der Poisson-Gleichung
—AD = .
Die Gleichung gilt im Distributionssinn auf R™. Die Funktion ® heisst
Newton-Potential oder Fundamentallésung.

DEFINITION 6.1. Im R™ mit n > 2 definieren wir die Fundamen-
tallosung ® € Li, .(R") durch

loc

— 1 =2
(6.1) CI>(J:) — { Cp2 lOg ||, n )

Con W% n > 3,
mit den Konstanten coo = 1/(27) und co,, = 1/(n(n—2)w,) firn > 3,
wobet w,, das Volumen der Einheitskugel in R™ ist.

Bemerkungen:
a) Da ®(z) = ¢(|x|) schreiben wir manchmal auch ®(r).
b) Tatséchlich gilt ® € L},.(R™), denn fiir n = 2 bzw. n > 3 gilt

R
/ || = —cop / (log r)2mr dr < oo,
Br(0) 0

R
/ |P| = con / 2 "OBy| vt dr < oo.
Bg(0) 0

c) Es gilt sogar ® € I/Vlloc1 Der Gradient hat die n-unabhéngige

Form
1 =z 1

nwy, m ||t

Vo(z) = —

wobei der Vorfaktor berechnet ist aus g , = cp2 = 1/(2ws) bzw. ¢, =
(n—2)ce,n = 1/(nwy,). Insbesondere ist der Gradient V& ebenfalls eine
Distribution nullter Ordnung auf R".
d) Zum Vorfaktor: Es gilt |B,(0)| = w,r™ und daher, durch diffe-
renzieren, |0B,(0)| = nw,r" . Es gilt also
1

aT(I)(r):_WB K

51



52 DARSTELLUNGSFORMELN

SATZ 6.2. Es gilt —A® = §y im Distributionssinn auf R™.

BEWEIS. Schritt 1. Zunéchst berechnen wir die Ableitung in einem
Punkt x # 0 klassisch.

1 1 T
= — +o(—n)|z| "

]

Damit ist A® =0 in R" \ {0} gezeigt.
Schritt 2. Interessant ist das Verhalten in x = 0. Wir berechnen fiir
¢ € D(R")
— A(D) (p) = (VD) (Vi) = s Vo(r) V() dz

= lim Vo(x) Vo(x) dx
=0 JRM\B(0)

= lim {— /R o A®(z) o(x) dr + / 0,0 (e) p(x) dH" ()

e—0 dB:(0)
1
— lim e "p(x) dH" 1 (z) = lim v = ¢(0).
=0 Jop.(0) "Wn ¢=0.JaB.(0)

Wir sehen, warum wir den Vorfaktor in dieser Form gewihlt haben. [J

Wir wollen noch einen zweiten Beweis fiir —A® = §, angeben, der
einen anderen Aspekt liefert. Wir rechnen mit der Zwiebelintegration

~A(®) (p) = (VD) (V) = /

R

oo _1
= 0rp(y) dS(y) dr
/0 /d o 0P d9()

o0 -1
= Orp(ry) dS(y) dr
L Lo et 45
0

= —/0 . <]£B,,<o> e(y) dS(y)) dr

=lm £ p(y) dS(y) = ¢(0).
"5 By (0)

) Vo(x) Vo(x)dx
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Die Anwendung von —A® auf ¢ bedeutet also einfach, dass die r-
Ableitung der p-Mittelwerte von unendlich bis 0 aufintegriert wird.
Daher entsteht ¢(0).

Die Fundamentallosung gibt uns ein phantastisches Verfahren zum
Losen der Poisson-Gleichung an die Hand (zumindest im Gesamtraum).

SATZ 6.3. Sei f € D(R™). Dann erfillt die Funktion

(6.2) u(z) = (P * f)(x) = . fy) ®(z —y)dy

—Au = f im Distributionssinn auf R". Es gilt v € WH(R") mit
IVul||L~ < C, C hingt nur vom Triger von f und von ||f||p~ ab.

BeweEls. Fir f € D(R™) gilt
—Au(r) = =A@ f)(x) = (-AP) * f)(z)
= (-AQ)(f(z =) = do(f(z —.)) = f(x).

Der Gradient Vu = (V®) * f ist die Faltung einer L} -Funktion mit
einer beschrankten Funktion mit kompaktem Trager. Das Ergebnis ist
daher auf kompakten Teilmengen beschrankt. [J

Wir sehen, dass immer wieder die Integrabilitdt der auftretenden
Funktionen wichtig ist. So kann man zum Beispiel fiir ¢ € W1 mit
kompaktem Tréger die Formel

—AB(p) = | VOV

Rn
schreiben, weil V® lokal integrierbar ist. Wir wollen feststellen, dass ®
sogar noch etwas besser ist. Fiir p > 1 und einen Radius R > 0 gilt

R
/ VPP ~ / [r= =D Pl g < oo
Br(0) 0

—p(n—1)4+n—1>—1 oder, dquivalent, p < Ll
n —

falls

Dieselbe Rechnung kann man auch fiir ® anstelle von V& durchfiihren.
Wir erhalten ® € WLP(R") falls p < n/(n — 1).

COROLLAR 6.4. Sei f € L>®°(R™) mit kompaktem Trager. Dann gilt
fiir

(6.3) u(z) = (P * f)(x) = - fy) ®(z —y)dy

wieder —Au = f in D'(R") und u € W,2°(R").

loc
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BEWEIS. Wir betrachten f € L*(R") mit Trager S C R". Wir
wissen, dass ® € W,oP(R") fiir ein p > 1. Wir betrachten den dualen
Exponenten p’ und approximieren f (zum Beispiel durch Faltung mit
einer Dirac-Folge) in L*' mit Funktionen f; € D(R™). Wir stellen fest,
dass wir durch Vergrésserung von S annehmen konnen, dass alle Tréager
der f; enthalten sind in S.

Die Losungen uy, von —Au, = fi aus Satz 6.3 erfiillen

sup |ug(x) — up(z)| < sup | fi(y) = ()] |@(z — y)| dy
:L‘EBR(O) LL‘EBR(O) R7
<\ fe = fmlly  sup ||z —.)||ze(s)-
z€BR(0)

Wir schlieflen, dass die Folge wy lokal gleichméfig konvergiert. Wir
finden also u : R® — R mit uy — wu lokal gleichméflig, und daher
auch als Distribution. Wegen Vertauschbarkeit von Limesbildung und
Differentiation bei Distributionen finden wir

—Au = f.

Zudem koénnen wir nun in der Darstellung

uy(r) = . fily) ®(z —y) dy

auf beiden Seiten zum Limes {ibergehen. Dies liefert die Darstellung
fiir w.

Wir kénnen die obige Abschétzung fiir Gradienten wiederholen und
finden

sup [Vug(2) = Vun (2)] < [|fs = fully - sup [[VE(@ = )Lres)-
z€BR(0) z€BR(0)
Dies liefert, dass uy, eine Cauchy-Folge in W*°(Bg(0)) ist. Insbesonde-

re konvergiert uy, in diesem Raum gegen seine (distributionelle) Grenz-
funktion u, und u ist in W1*°(Bg(0)) beschrénkt. [

7. Greensche Funktionen

Die obige Darstellung ist sehr hilfreich, denn die Loésung u wird
explizit als ein Integral dargestellt. Auf einem Gebiet 2 C R™ kénnen
wir damit auch —Awu = f 16sen, aber wir haben keine Kontrolle iiber
die Randwerte von u.

Dirichlet-Randbedingung. Unser Ziel ist eine Darstellung von
Losungen u auf einem Gebiet 2. Wir nehmen nun zunéchst an, dass
u € C%(Q) N H*(2) mit Au € LP(Q) fiir ein groBes p (abhingig von n,
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genauer muss gelten p > 7). Wir setzen G(z,y) := ®(2—y) und kénnen
damit die obige Rechnung auch umkehren. Die formale Rechnung ist

u(z) = 0p(u) = (=4,G(z,.))(u) = /(—AyG(l‘,y))U(y) dy

Q

(7.1) =—LG@@AM@@—LéwVﬁummwmw4@

+ /ag G(z,y)v-Vyu(y) dH" (y).

In dieser Rechnung ist das Intgral in der ersten Zeile nicht definiert.
Man kann die Rechnung (7.1) fiir glatte u dennoch wie folgt rechtfer-
tigen. Wir wéahlen eine Funktion n € C§°(Q2), die in einer Umgebung
B.(x) von x identisch 1 ist. Dann setzt man u; = nu und ug = (1—n)u.
Die Funktion u; verschwindet am Rand und wir rechnen wie oben

mmzanze@ﬁ@»mnzﬁémawmmw@

Die Funktion wuy verschwindet in der Kugel B.(z). Da A,G(z,y) = 0
fiir y # x,

umw=0=Z¥MJ—&£®wa@My

= — /Q G(z,y) Aus(y) dy — / (v-V,G(z,y)) ua(y) dH"™ ()

o9
+ [ Glz,y)v- Vyus(y) dH ™ (y).
09
Addition der u; und der us Gleichung liefert das Gewiinschte, denn
stimmt in einer Umgebung des Randes mit us iiberein. Damit ist die
Rechnung (7.1) gerechtfertigt.

Idee der Green’schen Funktion: Fin Randterm soll verschwinden!
Von G(z,y) haben wir bei allen Rechnungen nur verwendet, dass
—A,G(z,.) = 6,. Wir kénnen also auch setzen

G(r,y) = ®(x —y) + H(z,y),

wenn H : 2 x Q — R eine Funktion ist mit H(x,.) € H?*(Q) und
AyH(z,.) = 0. Dann kénnen wir (eventuell) die Funktion H so wéhlen,
dass G(x,y) = 0 fiir alle z €  und alle y € 99Q2. Mit einem solchen H
fallt in unserer Darstellung das letzte Integral weg. Statt —Awu schrei-
ben wir f und statt u|sq schreiben wir g. Wir erhalten dann

<m>wwzéammﬂw@—éywwmammwmww»



56 DARSTELLUNGSFORMELN

Wir haben damit v durch ein Integral mit den Daten f und g darge-
stellt. Diese Darstellung ist zugeschnitten auf Dirichlet-Daten, also die
Bedingung u|gn = g¢.

DEFINITION 7.1 (Greensche Funktion). Fir jedes x € Q sei die
Funktion H(x,.) € H(Q) eine Lisung der Gleichung

A H(x,.) =0 in S,
H(z,.)=—-®(z—.) auf 0S).

Dann heifit die Funktion G(z,y) == ®(x —y) + H(z,y) die Greensche
Funktion zum Dirichletproblem auf €.

Uns stellen sich die Fragen:

(1) Gibt es zu jedem Gebiet eine Greensche Funktion?
(2) Liefert die Darstellungsformel eine Losung? In welchem Sinn?

Zur Beantwortung der ersten Frage bendtigt man einen Existenzsatz
fiir harmonische Funktionen. Diesen werden wir in Corollar 9.3 als Fol-
gerung aus Lax-Milgram erhalten. Weiterhin benétigt man die H?(Q)-
Regularitit von Losungen, die wir in Satz 10.3 fiir C2-Gebiete erhalten.
Fiir die Darstellungsformel muss man die Rechnung aus (7.1) rechtfer-
tigen; dies ist notwendig, denn im Allgemeinen gilt u & D.

Wir geben nun eine positive Antwort auf die obigen Fragen an. Satz
7.2 lasst sich mit den spéteren Sétzen dieser Vorlesung beweisen.

SATZ 7.2. Sei ) mit Lipschitz-Rand und beschrinkt. Dann existiert
eine Greensche Funktion G zum Dirichletproblem wie in Definition 7.1.

Falls zusitzlich 9Q € C?, so gilt H(x,.) € H*(Q).
Sei 00 € C? und u € H*(Q)) eine Lisung von
—Au= fe LP(Q2) mitp > g,

u = g auf 0f).

Dann gilt in jedem x € )
ulz) = / Gla,y) f(y) dL™(y) — /a -V, Glan)) ola) )

Bemerkung: Die Voraussetzung f € LP mit p > n/2 impliziert, dass
das Volumenintegral fiir jedes x € {2 wohldefiniert ist.

Neumann-Randbedingung. Wir wollen 16sen
—Au=f inQ,

(7.3) v-Vu=n1 auf 0Q.
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Wir haben oben die Funkion H so gewihlt, dass in der Darstellung
(7.1) das zweite Randintegral wegfillt. Im Neumann-Problem sind wir
allerdings daran interessiert, das erste Randintegral zu Null zu setzen.

Wir wihlen dann fir H(z,.) eine harmonische Funktion, fir die
v-VyH(z,y) = —v-V,®(z —y) fir alle y € 02, denn damit gilt fiir
G(z,y) = ®(x —y) + H(z,y), dass v - V,G(z,.) = 0 auf 0f2. Damit
liefert (7.1) die Darstellung

/G z,y) fy) dy + G(w,y)w(y) dH" " (y).

Greensche Funktion zum Dirichlet-Problem im Halbraum.
Wir betrachten den Halbraum R% := {(#1,...,z,) € R"|z,, > 0}. Die
Greensche Funktion werden wir leicht erhalten, wenn wir zu einem
r = (21,...,2,) € R} den gespiegelten Punkt & = (21, ..., Zp_1, —y)
betrachten.

Wir gehen aus von der singulidren Funktion G : R} x R} — R,
gegeben durch P,

Go(z,y) = ®(z —y).
Nun wollen wir eine Funktion H : R} x R} — R finden, welches,
fir jedes z, die Gleichung AyH(x,.) = 0 lost und welches dieselben

Randwerte wie —Gg(z,.) hat. Wir miissen dafiir nur G vom unteren
Halbraum benutzen,

H(z,y) = —®(7 —y).

Mit dieser Funktion und der Darstellungsformel (7.2) konnen wir sofort
Losungen angeben. Wir berechnen

_G<I y) |: n |~ n] )
OYn nwy [z —y" |2 -yl

also, auf dem Rand y,, =0,
2x, 1
nwy, | —y|®

SATZ 7.3. Sei g € CO(R" 1) N L>®°(R"'). Wir setzen

K(z,y) =e, V,G(z,y) =

2z 9(y)
7.4 = K dy = ————dy.
14w [ Kewa = [ S,
Dann gilt u e C*(R}) N L>®, Au=0 in R}, und
(7.5) lim u(z) = g(xo)
T—x0

fiir jedes xo € OR" = R"™! und jede Folge v — xo mit x € R".
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BEWEIS. 1) u glatt und harmonisch. Fir x € R’ (insbesondere
nicht auf dem Rand) kénnen wir beliebig oft unter dem Integral diffe-
renzieren, denn die Singularitét ist ja in y = z, kommt also im Integral
iiber R"~! nicht vor. Insbesondere ist u also in C*°(R’}). Die Funktion
Ty, |x —y|™™ ist (als y,-Ableitung der Fundamentallésung) harmonisch,
damit gilt auch Au = 0 in R7}.

2) u beschrinkt. Fiir jedes x € R} gilt K(z,.) € L'(R""") durch den
schnellen Abfall im Unendlichen. Eine formale Rechnung zeigt sofort,
dass das Integral 1 ist,

K(x,y) dy = / (—v) - V,Gla.y) dy

Rn—1

:/R (—Ay)G(:v,y)dyZ/ 5y = 1.

RY
Diese Rechnung kann mit Hilfe von Integralen iiber kleine und grofle
Kugeln gerechtfertigt werden. Wegen K > 0 finden wir insbesondere

Rn—1

n
+

u(@)] < lglle= - 1K = llgllze

fiir alle x, also u € L*°.
3) Stetigkeit am Rand. Es ist noch (7.5) zu zeigen. Sei also R"} >
z; — x9 € R"1. Die Funktionen Kj(y) := K (x;,y) erfiillen

K; >0, Kwdy=1, | Ki(y)dy —0 %8>0,
Rn—l ]R"_l\B(;(xo)

Die Funktionen K bilden also eine Dirac-Folge. Wir haben schon ge-
sehen, dass dann K; — d,, im Distributionssinn gilt. Wir wollen noch
nachweisen, dass (K;) (g) — g(xo) auch fir (nur) stetiges g gilt.

Fiir ¢ > 0 wéhlen wir § > 0 so, dass |g(y) — g(zo)| < e fiir alle
y € R"! mit |y — x| < d. Damit rechnen wir

- K;(y)g(y) dy — g(xo)

<

/ K)ol gfr0) dy\

+

Lo K6 - glan)
R™=1\Bj (o)

SS-I—C/ Ki(y)dy — «.
R™=1\Bs(z0)

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. [
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Greensche Funktion fiir die Kugel. Die Greensche Funktion
fiir die Kugel ist ebenfalls explizit mit einem Spiegelungsprinzip bere-
chenbar. Man verwendet dann als gespiegelten Punkt zu x € B;(0) den

Punkt
T

|z

Die Singularitdtenfunktion mit Singularitét in der Kugel wird durch die
Spiegelung auf eine Singularitdtenfunktion mit Singularitdt aulerhalb
der Kugel abgebildet. Man kann diese als Potential zu einer Ladung in
einem gespiegelten Punkt auffassen.

SATZ 7.4. Die Green’sche Funktion fiir das Dirichlet-Problem auf
der Kugel Br(0) C R™ ist gegeben durch

T =

—% [log |z —y| — %log(R2 — 2xy + —|x|;|§/‘2)] fiirn = 2,
o [t — (B2 — 20y + 2y

n(n—2)wy, | |z—y|*—2

G(r,y) =

n—

22} fiirn > 3.

BEWEIS. Die Singularitdt ist jeweils die der ’richtigen’ Singula-
ritdtenfunktion, der andere Summand ist harmonisch. Beim Einsetzen
von y mit |y| = R erhélt man G(z,y) = 0.

Ein Beweis, bei dem man den Ansatz mit Spiegelladung sieht (fiir
n > 3): Wir setzen an:
1
n(n — 2)w,
mit @ € Rund b > R/|z| (die Spiegelladung sitzt auBlerhalb der Kugel).

Dann ist G(x,.) harmonisch.
Fiir die Randwerte: Sei z € Br(0) und |y| = R,

Glz,y) =0 < |z —y[ " =albx —y[*"

G(z,y) = [|x—y|2_”—a|bx—y|2_”} ,

= |z -yl =a " Dby — gy

— |z* = 22y + R? = a V"D (0?z|* — 2bxy + R?)

=b=20a?""2 und b(|z|> + R?) = (V*|z|* + R?)

=b=a”"2 und b(b—1)|z|* = (b — 1) R

2
=b=a¥""? und b = R—
|z

Falls G(x,y) = 0 fiir alle z, y wie oben gelten soll, so sind diese Bedin-
gungen an a und b auch notwendig. [

Mit dieser Green’schen Funktion kann man durch Berechnung der
Neumann-Ableitung am Rand wieder eine Darstellungsformel gewin-
nen. Genauso wie Satz 7.3 erhélt man
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SATZ 7.5. Zu g € C°(0Bg(0)) definieren wir fiir x € Bgr(0)
R? - W/ 9(y) |
7.6 u(x) == dH" " (y),
(76) (@) nwell - Jopgo) [T —yl" )

und setzen u := g auf OBr(0). Dann gilt u € C*(Br(0))NL>®, Au =0
in Br(0), und u € C°(Bg(0)).

Bemerkungen: 1) Wir haben etwas geschafft, was mit Energieme-
thoden nicht moglich sein wird: Wir haben zu Randwerten ¢ eine
Losung gefunden, obwohl wir nur vorausgesetzt haben, dass g stetig
ist.

2) Nach Satz 7.2 konnen wir die Losung u von —Au = f und
ulop, = ¢ als Summe zweier Integrale schreiben. Manchmal ist auch
folgendes Verfahren sinnvoll. Man bildet zunéchst uy(z) = (® * f)(z)
geméB Corollar 6.4. Dann bildet man go := g — u1|sp,, und setzt us als
gewichtetes Randintegral iiber g geméafi (7.6). Wegen der Linearitét
des Laplaceoperators 16st dann v = wu; + us das Ausgangsproblem.
Man sieht an diesem Verfahren insbesondere, dass die Regularitét von
u im Inneren der Kugel alleine von dem Term & x f bestimmt wird.
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8. Variationsmethode und symmetrische Probleme

Unser Ziel ist der Existenzbeweis fiir Losungen u der Gleichung
—Au=f in{,

(8.1) u=g auf 0.

Wir wollen dafiir das Dirichlet-Prinzip aus Satz 2.7 nutzen. Die Ideen
des im Folgenden durchgefiihrten Verfahrens wurden entwickelt von

P.G.L. Dirichlet 1805-1859 “Dirichlet-Prinzip”

Bernhard Riemann 1826-1866 “Riemannscher Abbildungssatz”
Henri Poincaré 1854-1912 “Poincaré Ungleichung”

David Hilbert 1862-1943 “Hilbertraum”

Frigyes Riesz 1880-1956 "Rieszscher Darstellungssatz”

Bis auf Poincaré sind alle Personen zumindest zeitweise in Gottingen ge-
wesen. Zum Namen Dirichlet gibt Wikipedia an: Peter Gustav Lejeune
Dirichlets Grofleltern stammten aus dem Ort Richelet in Belgien, daher der
franzosisch klingende Name: Le jeune de Richelet. Er bedeutet sinngeméf :
Der Junge von Richelet.

Wir definieren dazu das Energiefunktional
1
E:X,—R, u»—>/§|Vu|2—fu
Q

auf X, := {u € H'(Q)|Spuru = g}.

Sei u € Xy Minimum dieser Energie. Wir kénnen Vergleichsfunktionen
u. :=u+ ep mit ¢ € Hy betrachten, denn diese erfiillen ebenfalls die
Randbedingung, u. € X,. Fiir die Energie gilt

0= DE(@) {¢) = +

E(u—i—a(p):/QVwV@—fgo.

e=0

Insbesondere gilt diese Gleichung fiir ¢ € D(Q2), also
—Au=f

61
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im Distributionssinne. Die Randbedingung ist wegen u € X, ebenfalls
erfiillt. Es bleibt zu zeigen, dass ein Minimum von E existiert. Dafiir
benotigen wir folgende fundamentale Ungleichung.

SATZ 8.1 (Poincaré-Ungleichung). Sei 2 C R™ offen und beschrinkt
und p € [1,00). Dann gibt es Cy = Cy(§2,p) > 0 mit

(8.2) / lul? < Cy / \VulP Vu € WyP(Q).
Q 0

BEWwEIS. Es geniigt, die Ungleichung fir u € C°(£2) zu zeigen.
Tatsiichlich kann nach Definition des Raumes jedes v € Wy” durch
solche glatten u; in W' approximiert werden. Die Ungleichung fiir die
u; tibertrigt sich dann auf den W'?-Limes v.

Sei also u € C(Q2). Wir schreiben z € R" als = (Z,y) mit
y € R. Wegen der Beschrianktheit von €2 konnen wir annehmen, dass
QCQ x(a,b) fir @ C R"!. Dann gilt

Yy
u(:f:,y):/ Onu(Z, 2) dz,

also, mit der Holder-Ungleichung, auch

b
/ Ouu(F, 2)] d2

Integration iiber y ergibt

b b
/ (@, )P dy < (b — a) Cla, b, p) / B,u(z, 2P dz.

und Integration iiber & € @) schlielich

b b
[wr< [ [uGorayds <cabr [ [ o raa
Q QJa QJa

< C'(a,b.p) / VP,
9]

also die Behauptung. [

p

b
u(i, y)P < < C(a,b,p) / |Opu(Z, 2)|P dz.

Im néchsten Beweis werden wir die sogenannte e-Ungleichung ver-
wenden: Die binomische Formel 0 < (a —b)? = a* — 2ab+ b? liefert mit
ab= (¢A)(B/e) = AB

1
AB <A’ + B2
€

Wir kénnen nun eine Losbarkeitsbedingung fiir die Poisson-Gleichung
angeben.
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SATzZ 8.2 (Existenz einer Losung). Sei € beschrinkt und Lipschitz,
f € L*(Q) und die Randwerte g gegeben als Spur einer Funktion
g € HY(Q). Dann existiert ein Minimum u der Energie E in X,. Der
Minimierer u lost die Poisson-Gleichung

—Au=f
im Distributionssinn und die Randbedingung im Spursinn, u € X,.
BEwEIS. Wir behaupten, dass die Energie nach unten beschrankt
ist,
(8.3) inf {E(u)| ue X,} > —o0.
Idee: Der (positive) quadratische erste Term gewinnt gegen den linearen

zweiten Term.
Wir rechnen fiir u € X,, u = g+ v mit v € H}(Q),

it

< ANz Mlull 22

< [[fllze (lgllz2 + lvllz2)
< A0z lgllzz + A1 Co Vol 22
< CO(f,9) + (N [Vl

Dabei haben wir nacheinander verwendet: Cauchy-Schwarz, Dreiecks-
ungleichung in L*(), Poincaré-Ungleichung, und nochmals die Drei-
ecksungleichung. Damit konnen wir fiir die Energie rechnen

i

1
> S IVuliz = Gy = Cof Va2

1
B(w) = S| Vulf -

1 1 1
> S Vulls - € = £Vl = 71 Vulfs - C.

wobei wir im vorletzten Schritt die e-Ungleichung verwendet haben.
Das Quadrat ist positiv und es folgt (8.3). (Wir haben sogar etwas
mehr bewiesen: Die Energie von u kontrolliert das Quadrat der H!-
Norm von w.)

Wir betrachten nun eine Minimalfolge uy, also eine Folge u, € X,
mit E(ug) — inf E. Eine solche Folge existiert immer nach Definition
des Infimums. Allerdings darf der Raum X, dabei nicht leer sein. Bei
uns: g € Xy, also gilt X, # () (— berithmter historischer Fehler, die
Voraussetzung g € C?(92) reicht nicht aus).

Als Losung u kommt ein Limes der Folge uy in Betracht. Wir miissen
allerdings klédren, ob ein solcher Limes existiert. Tatséchlich werden
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wir sehen, dass u;, eine Cauchy-Folge im Banachraum H'(() ist. Wir
betrachten das Energiefunktional £ auf ganz H'(2) und rechnen

IV (e = ) 22 = =1V (ur + um) 122 + 20 VurlZ2 + 2[ Veun|l7:

= —2F(up, + up) — 2/(Uk + Um) f
0

+AE(uy) + 4 /

Q

ukf+4E(um>+4/umf
Q

= —8F (W—Tum> + 4B (uy,) + 4E (up,)

< —8inf E + 4B (ug) + 4B (un).

In der letzten Zeile haben wir verwendet, dass nach dem Spursatz die
Funktion (ux + u.m,)/2 wieder die Randwerte g hat und damit in X,
liegt. Die Energien E(u;) und E(u,,) konvergieren gegen infx, £ und
damit

lu, = w7 < Coll V(ux — wm)|l7> — 0.

Wegen der Vollstéindigkeit von H! konvergiert die Funktionenfolge w;,
in H'(Q) gegen eine Funktion v € H'(Q2). Der Spursatz liefert u € X,,.
Die Energie ist stetig unter H'-Konvergenz, daher gilt

E(u) = 1)1(1ng

Dass Minimierer von E die Poisson-Gleichung 16sen, hatten wir bereits
zu Beginn dieses Abschnittes gezeigt. [

Der Rieszsche Darstellungssatz. Der Beweis des obigen Exis-
tenzsatzes funktioniert auch ohne Angabe eines konkreten Funktionals
in einem allgemeinen Hilbertraum.

SATZ 8.3 (Variante des Riesz’schen Darstellungssatzes). Sei H ein
Hilbertraum, a : H x H — R eine symmetrische stetige Bilinearform,
die koerziv ist, d.h. es gibt Cy > 0 mit

(8.4) |ul|* < Coalu,u) Vue H.

Weiterhin sei (f) : H — R linear und stetig. Dann gibt es genau ein
Element v € H mat

(8.5) a(u,p) = (f) (p) Yy € H.

BEwEIs. Wir stellen zunéchst die Eindeutgkeit fest. Durch Diffe-
renzbildung reicht es, die Eindeutigkeit fiir f = 0 zu zeigen. In diesem
Fall liefert Einsetzen von ¢ = u aber a(u,u) = 0, also u = 0.
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Der Existenzbeweis ist genau wie der Beweis von Satz 8.2. Man
rechnet zunéchst fiir

E:H—>R,u»—>%a(u,u)—<f> (u)

die Abschétzung

1
B(w) > —ully — 1l el
2C,
> Ll — G — el >~
- 20, 2C) -

Also ist wieder die Energie nach unten beschrankt. Wir betrachten nun
eine Minimalfolge uy, also F(uy) — inf E. Wir behaupten, dass uy, eine
Cauchy-Folge in H ist. Wir rechnen

a(uy — Uy, U — Upy)

= —a(ug + U, U + Up) + 2a(ug, ug) + 2a(ty, Un)
_ _8E (“’“ ; “m) 4B (ug) + 4E(up)

< —Si%fE + 4FE(ug) + 4E(uy) — 0

wegen F(uy), E(u,,) — inf E. Insbesondere also auch
g — w3 < Coalty — U, g — Up) — 0.

Wegen der Vollstindigkeit von H existiert v € H mit vy — u in H.
Die Energie ist stetig auf H, also

E(u) = 1%fE.

Im Minimum gilt wegen der Symmetrie von a

62

E(u) < E(u+ep) = E(u) +calu, ¢) — e (f) (p) + 5@(%9@)-

Subtraktion von E(u), Teilen durch £ und Limesbildung ¢ — 0 liefert
die Gleichung. [

Ein Existenzsatz als Corollar zu Riesz. Wir wollen nun die
Gleichung
(8.6) —Au=f inQ, u=g auf 0

in der Sprache der Hilbertriume im Raum H = H}()) betrachten.
Dabei konnen wir fiir f auch Funktionale zulassen
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DEFINITION 8.4. Wir definieren
8.7) HY(Q):= (Hy(Q) = {p: Hy(Q) — R linear und stetig }
den Raum der Linearformen auf Hj(L2).

Wir stellen fest, dass jede L?(£2) Funktion auch kanonisch in H ()

liegt (als die zugehorige Distribution). Ebenso auch jedes 0;u, falls u
in L*(Q) (wieder als die zugehorige Distribution).

DEFINITION 8.5. u heifit schwache Losung von (8.6), falls u — g €
H(Q) und fiir alle p € HY(Q) gilt

(5.8) / V- Vo = (f) (o).

Wir stellen zunéchst fest, dass H := H} () ein Hilbertraum ist mit
dem Skalarprodukt

(8.9) (u,v) ::/qujL/QVu'Vv.

Wir betrachten die Bilinearform
a(u,v) = / Vu - V.
Q

Die rechte Seite f € H~(Q) ist ein Element des Dualraumes H’, also
(f): H}(Q) — R. Fiir g = 0 sind schwache Lisungen von (8.6) solche
u € H, fiir die a(u, p) = (f) (¢) fur alle ¢ € H.

Ein Vorteil der Verallgemeinerung f € H () ist, dass wir die
Randwerte g in die rechte Seite f stecken kénnen. Falls die Randwerte
durch g € H*(2) gegeben sind, so schreiben wir u = ¢g + v und suchen
eine Funktion v mit —Av = —Au+Ag = f+ Ag im Distributionssinne
und v € H}(Q). Dies gelingt, denn mit

(Ag) (¢) == —/QVg-Vso,

[{Ag) (D) < Vgl Vellre < Cllglm

definiert Ag ein Element in H~! = (H})'. Bemerke: Die Definition ist
sinnvoll, denn der Randterm verschwindet wegen ¢ € H} ().
Als Corollar zum Darstellungssatz erhalten wir

SATZ 8.6. Sei Q beschrinkt und Lipschitz, f € H () und g €
HY(Q). Dann existiert eine schwache Lisung u von
—Au=f n,
u=g auf 0f.
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BEWEIS. Wir setzen H = Hj(Q2) und a(u, @) = (Vu, Vo) 12y wie
oben. Die Koerzivitét folgt aus der Poincaré Ungleichung,

lullz < (lullzz + 1 Vullz2)® < Co[Vull: = Coalu,u) Vu e H.

Mit f:= f+ Ag € H' gibt es nach Satz 8.3 eine Losung v € H der
Gleichung a(v, ) =< f > (¢). Die Gleichung lautet ausgeschrieben

/VU-V@:<f>(go)—/Vg-Vgo.
Q Q
Mit u := g + v haben wir das Problem gelost. [

Allgemeinere elliptische Gleichungen in Variationsform. In
unserer physikalischen Herleitung der elliptischen Gleichung tauchen
Faktoren auf, ndmlich die Warmeleitfadhigkeiten, die den Wéarmegra-
dienten Vu(x) und den Wérmestrom j(x) linear koppeln. Wir haben
den einfachsten Fall betrachtet, ein homogenes Medium mit konstan-
ter Leitfahigkeit ap € Ry. Dann gilt j(x) = —agVu(x). Im allgemeinen
Fall hat man jedoch eine Matrix A(z) = (a;;(x));; gegeben, so dass

j(z) = —A(x) - Vu(x).
Wir betrachten also Koeffizienten
(8.10) A:Q—-R™" zw— Ax) = (a;(2));, A€ LX(Q,R™").

Die Tatsache, dass der Warmestrom nicht ,, riickwérts lauft, impliziert,
dass die Matrix A iiberall positiv ist. Wir fordern, dass fiir v > 0

(8.11) £-A(x)E > 7|€) VEER™, z €.

Fiir eine elegante Formulierung unseres Problems koénnen wir einen
Operator L : H'(Q2) — H~ () definieren durch

(8.12) L:uw— —div(A-Vu),
also
(L) (p) = / (A(x) - Vu(x)) - Vip(z) de
Q
fiir alle ¢ € H} ().

COROLLAR 8.7. Sei Q ein beschrinktes Lipschitzgebiet, f €
H-YQ) und g € H'(Q). Falls das Matrizfeld A = (a;;) € L>(Q)
punktweise symmetrisch ist und die Elliptizititsbedingung (8.11) mit
~v > 0 erfillt, dann gibt es eine Lisung u von

(8.13) Lu=f inQ, u=g auf 0.
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BEWEIS. Wir setzen wieder H := H}(Q). Ohne Einschrinkung
kénnen wir ¢ = 0 annehmen, da wir andernfalls die neue rechte Seite
f=f—Age H' = H betrachten kénnen. Als Bilinearform wihlen
wir a: H X H — R,

a(u,v) = /Q [A(x)Vu(z)] - Vo(z) dx.

Diese Bilinearform kontrolliert die Norm, denn wegen Poincaré und
Elliptizitat gilt
lullf = llullfn @) < (€ + 1) [Vullia
< (61%1)2 /ny\Vu(x)Fdx < C" a(u,u)
fiir alle w € H. Der abstrakte Satz 8.3 liefert die Aussage. U

Zum Namen: Das Problem Lu = f mit homogenen Randwerten
(also Null-Randwerten) heifit symmetrisch, denn

(Lu,v) = (u, Lv)  Yu,v € Hy(Q).

Wir brauchten die Symmetrie von L, um die Symmetrie der Bilinear-
form zu haben. Als néchstes wollen wir diese Einschriankung beseitigen.

9. Unsymmetrische Bilinearformen und Lax-Milgram

Das Problem der direkten Variationsmethode ist, dass wir nur
Gleichungen in symmetrischer Variationsform behandeln kénnen. Un-
ser Ziel ist es, fir A € L>®(Q,R™ ") elliptisch, b € L*(Q,R") und
c € L>(,R) zu losen:

—div(A-Vu)+b-Vu+cu=f inQ,

(91) u=g auf J0.

Der Operator zu dieser Gleichung ist nicht symmetrisch. Aber die Glei-
chung hat wieder eine schwache Formulierung mit Hilfe einer Bilinear-
form,

(9.2)

(u,v) :=
/Q{[A(l")VU(-%)]-W(w) + (0(x) - Vu(z))o(z) + c(z)u(z)v(z)} do.

Diese Bilinearform ist allerdings durch den b-Teil im Allgemeinen
unsymmetrisch. Wir kénnen aber den Riesz-schen Satz auf unsymme-
trische Bilinearformen verallgemeinern.
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SAaTz 9.1 (Lax-Milgram). Sei H ein Hilbertraum iiber R, und a :
H x H — R eine Bilinearform mit ||u||* < Coa(u,u) und |a(u,v)| <
Cillu|| ||v]] fir alle u,v € H. Weiter sei (f) : H — R linear und stetig.
Dann gibt es genau ein FElement w € H mat

(9.3) a(u, ¢) = (f) (¢) Vo€ H.
Es gilt die Abschditzung
(9.4) [ullg < Co |l f]a-

BEWEIS. 1. Wir zeigen zundchst (9.4). Sei also u Losung der Va-
riationsungleichung. Wir setzen ¢ = u und erhalten

1
HOIIUII?{ < alu, u) = (f) () < [flla [lulln-

Teilen durch ||u||y liefert die Abschéitzung.
2. Kontinuititsansatz. Wir definieren den symmetrischen und den

antisymmetrischen Anteil von a durch

asym(u7 U) = (a<u7 U) + CL(U’ u)) )

N —= Do —

aasym(u7 U) = (a(uv U) - a(vv U)) s

so dass a(u,v) = Ggym(U,v) + Aasym(u,v). Wir benutzen eine Konti-
nuitdtsmethode. Dazu sei fiir ¢ € [0, 1]
at(U, V) 1= Gym (U, V) + tagsym (u, v).

Dann gilt ag = asym und a; = a. Wir betrachten

T :={t€[0,1] : Gleichung a;(u,.) = (f) losbar fiir alle f € H'}.
Es gilt 0 € T wegen der Symmetrie von ag = @y, und Satz 8.3. Wir
behaupten, dass es € > 0 gibt, so dass gilt
(9.5) teT und [0,1]3¢' <t+e = t'eT.

Sobald dies bewiesen ist, folgt 1 € 7 und damit die Losbarkeit der
Gleichung fiir a; = a.

Sei t € 7. Es gilt a;(u,u) = a(u,u), weshalb alle Operatoren a;
koerziv sind mit der Konstanten Cy. Insbesondere gilt fiir alle Losungen
u von a(u,.) = f(.) die Abschétzung ||ul|g < Col| flm -

3. Liosung des t'-Problems. Wir zeigen nun (9.5). Es sei also t € 7
und ' wie gefordert, (f) € H' beliebig. Wir wollen ay (u,.) = (f) losen.
Die Gleichung schreiben wir als

(9.6) ar(u,.) = (f) = (t' = t)aasym(u, .).
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Nun l6sen wir (9.6) mit einer Iteration. Fiir gegebenes u™ 16sen wir

(9.7) ar(u" ) = (f) — (' — V) aasym(u™, ).
nach ©" 1. Dies ist moglich, da t € 7. Die Abbildung H > u™ +— u"*! €

H ist kontraktiv, denn fiir zwei verschiedene u", u™ finden wir fiir die
Losungen v" ! und @+

lum*t =@ g < Co (¥ = 1) (Qasym (u”, ) = Gasym (@, )| 1
< Colt' =t || agsym(u" — @, )|lar

S 800 Cl ||u” — ﬂn||H

Fiir 0 < & < (CoC1)~! ist die Abbildung also kontraktiv. Sie hat daher
einen Fixpunkt, und der 16st die gewiinschte Gleichung fir ¢/. O

Bemerkung zum Beweis: Man kann den Satz auch mit Methoden
der Funktionalanalysis beweisen. Der obige Beweis hat den Vorteil, dass
er sich leicht auf den Fall von Variationsungleichungen mit Nebenbe-
dingungen iibertragen léasst.

Wir erwihnen noch die folgende komplexe Version des Satzes von
Lax-Milgram.

SATZ 9.2 (Lax-Milgram im Hilbertraum tiber C). Sei H ein Hil-
bertraum iber C, a : H x H — C stetig und sesquilinear, insbesondere
a(Au, pv) = Apa(u, v). Falls a die Koerzivitdt

(9.8) lul|* < CoRe a(u,u)

erfiillt, so gibt es zu jedem linearen, stetigen f : H — C ein eindeutiges
Element v € H mat

(9:9) a(u, ) = (f) (p) Vo€ H.
Dieses erfillt ||u|| < Col|f|la-

BEWEIS. Schritt 1: Symmetrisches a. Falls a(u,v) = a(v,u), so
erhalten wir den Satz als Corollar zum Satz von Riesz, Satz 8.3.

Der Hilbertraum H ist automatisch auch ein Hilbertraum iiber R
mit Skalarprodukt (u,v)p = Re(u,v)s. Die Form Rea(.,.) ist reell
bilinear, wegen Re a(u,u) = a(u, u) ist sie koerziv. Mit Satz 8.3 finden
wir daher zu der reell linearen Form Re (f,.) : H — R ein Element
u € H mit Rea(u, ) = Re(f,¢). Fiir den Imaginérteil rechnen wir,
indem wir die Gleichung fiir —ip verwenden,

Ima(u, p) = Re(—i)a(u, ) = Rea(u, —ip) = Re (f) (—ip)
= Re (=) (f) (¢) = Im (f) (¢).

Das Element u 16st also die komplexe Gleichung.
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Schritt 2: Allgemeines a. Wie im Beweis vom reellen Lax-Milgram
symmetrisieren wir a. Wir setzen

Asym (U, V) 1= % <a(u,v) —i—W) )

Aasym (U, V) 1= % <a(u, v) — m> :

Auf den symmetrischen Teil kénnen wir Schritt 1 anwenden. Die a
priori Schranke fiir Losungen gilt wegen

lull?; < CoRea(u,u) = CoRe (f) (u) < Col|fll [lullz-

Die Kontinuitédtsmethode liefert wieder die Losbarkeit der Ausgangs-
gleichung. [

Wir wollen nun Lax Milgram, Satz 9.1, auf das elliptische Problem
(9.1) anwenden.

COROLLAR 9.3 (Losung des allgemeinen elliptischen Problems). Sei
Q C R™ mit Lipschitz-Rand, f € H (), g € HY(Q), das Matrizfeld
A € L*(Q,R™™) sei positiv wie in (8.11) mit Konstanter~y > 0, weiter
sei b€ CY(Q,R™) und ¢ € L=(2,R) mit

1
(9.10) c—§divb20 in Q.
Dann ezistiert eine eindeutige Losung u von (9.1).

BEWEIS. Wieder kénnen wir die Randwerte g in die rechte Seite
nehmen. Wir lésen dann im Hilbertraum H := Hj () fiir die Bilinear-
form (9.2). Es bleiben die Abschitzungen zu priifen. Die Abschétzung
nach oben,

|a(u, v)] < Cy|lullg [[v]la
folgt aus der L*°-Eigenschaft der Koeffizienten und der Poincaré-
Ungleichung. Fiir die Abschitzung nach unten betrachten wir zunéchst
den Beitrag der hochsten Ableitungen,

/Q A(2) V(@) - V() dr > 1| VulZ > Conflul?.

Mit Hilfe von b- Vu = "7 | b;0;u und diuu = 9;(|ul?/2) und partieller
Integration rechnen wir fiir den zweiten Teil

/Q (b(z) - Va(e))u(z) + e(z)u(z)u(z) de = /Q —divh %W +eful? > 0

nach Voraussetzung (9.10). Dabei haben wir in der partiellen Integra-
tion verwendet, dass fiir u € Hj(Q) die Funktion |u|? eine Funktion in

Wyt (Q) ist (Ubung). O
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Die Voraussetzung (9.10) und insbesondere die Annahme b € C' ist
nicht optimal. Allerdings ist sogar im Falle b = 0 fiir das Existenzresul-
tat eine Positivitdtsannahme an ¢ notwendig, wie wir im Nachfolgenden
sehen.

Eigenwerte. Seien () beschriankt, A € L*°(Q, R™*") symmetrisch
und elliptisch, ¢ € L*(,R). Wir betrachten den Operator L
Hy(Q) — H™(),

(9.11) L:uwr —div(A-Vu)+ cu,

definiert durch
(Lu) (p) = / (A(z) - Vu(z)) - Vo(z) + c(z)u(z)p(z) do

fiir alle o € H}(Q).

Fir Ao > |c[|z~ ist der Operator L + A invertierbar nach Satz
9.1, es gibt also einen Lisungsoperator (L + X\g)™!': H~' — H}, dieser
ist linear und wegen der Abschétzung ||u||g1 < C|| f||z-1 auch stetig.
Insbesondere, durch Einschrinkung des Operators,

(L +Xo)~ ' : L*(Q) — Hy () linear und stetig.

Wir wollen nun etwas fortgeschrittene Funktionalanalysis anwen-
den: Die Einbettung H}(Q) — L?(2) ist kompakt (Rellich). Daher ist
auch der Operator

(L+ o)t : L*(Q2) — L*(Q) kompakt.

Der Spektralsatz fiir kompakte Operatoren liefert: Der Raum L?(2)
wird aufgespannt durch die Eigenvektoren von (L + X\g)™' : L*(Q2) —
L*(9). Es gibt also px € C\ {0} und Losungen u; € L*(2) mit

(L + Xo) g, = g, ug,

oder

1
Luk = (—)\0 + —) Ug -
Hk

Angewandt auf unser Problem in Corollar 9.3 bedeutet dies insbeson-
dere: Fiir &(z) = c(x) + Ao — p, ' ist die zugehorige Gleichung Lu = f
nicht eindeutig losbar. Die Vorzeichenbedingung war also notwendig im
Existenzresultat.
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Das Neumann-Problem. Im Neumann-Problem hat man Rand-
daten fiir die Normalableitung von u vorgegeben. Im Falle des einfach-
sten Operators will man 16sen:

—Au=f inQ,

(9-12) v-Vu=1 auf 0.

Zwei Beobachtungen:
1) Angenommen, u € H?(Q) ist eine Losung. Dann konnen wir die
Gleichung iiber 2 integrieren und erhalten wegen des Gauflschen Satzes

Wir kénnen also die Existenz einer Losung nur erwarten, falls die Daten

die Bedingung
Lo+ [ w=o
Q o0

erfiillen. Wir wollen dies im Folgenden immer voraussetzen.

2) Die Losung ist nur eindeutig bis auf Konstanten: Falls u eine
Losung ist und ¢ € R, so ist u + ¢ auch eine Losung. Wir sollten also
eine Normierung durchfithren. Geeignet ist die Einschrankung auf
Funktionen mit Mittelwert 0.

Wir wollen nun die Existenz einer Losung mit Lax-Milgram zei-
gen. Dazu leiten wir zunéchst die schwache Formulierung ab. Formales
Testen mit ¢ liefert

/QVu-Vsoz/Qfso+ mW-

Da die Randwerte von w nicht festgelegt sind, wir aber Mittelwerte
festlegen wollen, wihlen wir als Hilbertraum

H::{ueHl(Q)|][u:0},

mit Norm und Skalarprodukt von H!. Als Bilinearform und rechte Seite
wéhlen wir nun

a(u, ) ::/QVu-Vgo,

(F) (¢) rz/Qf-soJr/mw-so.

Fiir ¢ € L?(09Q) ist die Form (F) stetig auf H; dies folgt aus dem
Spursatz. Die Koerzivitidt (Abschétzung von a(u,u) nach unten gegen



74 ENERGIEMETHODEN

die Norm) folgt aus einer Variante der Poincaré Ungleichung: Fiir be-
schrénkte Gebiete gilt mit C), € R

Der Satz von Lax-Milgram 9.1 liefert die Existenz einer schwachen
Losung u € H der Gleichung a(u,.) = (F'), also

(9.14) /QVu-V90:/Qf-g0+ aﬂw-go

fiir alle ¢ € H. AuBerdem koénnen wir mit konstanten Funktionen te-
sten, denn fiir diese verschwinden beide Seiten der Gleichung nach un-
serer Voraussetzung an f und . Wir behaupten, dass Gleichung (9.14)
fiir alle o € H'(Q) gilt. Dies folgt sofort aus der Linearitéit der Glei-
chung, da wir jede Funktion ¢ € H'(Q) schreiben kénnen als

oo fo)

Speziell fir ¢ € D folgt auch —Awu = f im Distributionssinn.

Die Randbedingung ist nicht im starken Sinn (also im Spursinn)
erfiillt: u finden wir nur im Raum H*!, also Vu in L?, und damit hat
Vu keine Spur. Ist allerdings die Losung v im stéirkeren Raum H?((),
so folgt aus der schwachen Gleichung zunéchst —Au = f in L*(2), und
dann aus dem Gaufi’schen Satz

/V-Vung: Y- .
o9 o9

Daher ist in diesem Fall die Neumann-Randbedingung im Spursinn
erfiillt. Wir nennen (9.14) die schwache Formulierung von (9.12).

10. L?-Regularitit

Fiir viele weiterfithrende Resultate, speziell in nichtlinearen Anwen-
dungen, sind Regularidtsergebnisse fundamental. Das einfachste Ergeb-
nis ist die L?-Regularitéit, die wir hier angeben und fiir die wir einen
Beweis skizzieren. Fiir einen anderen Beweis verweisen wir auf Evans,
Abschnitt 6.3.

Die Grundidee ist sehr einfach: Der Losungsoperator (—A)~! ist
stetig von H~'(Q2) nach H{ (). Insofern hat die Lésung u gegeniiber
der rechten Seite f zwei Ableitungen gewonnen. Dieses Ergebnis wollen
wir gerne um eine Ordnung liften: Wir wollen zeigen, dass fiir f € L?(Q)
die Losung w im Raum H?(2) liegt. Dieses Ergebnis kann man durch
Durchdifferenzieren erhalten: Gilt

—Au = f € L*(Q),

1
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so 16st v = Oyu die Gleichung
—Av = 0,f € H ().

Also folgt v € H'(Q) und damit v € H?*(2). Diese Idee wollen wir nun
umsetzen. Das einzige Problem dabei sind die Randbedingungen ...

Wir wenden uns zunéchst dem einfachsten Fall zu, dem Poisson-
Problem auf einem Rechteck.

SATZ 10.1. Sei Q2 = (0,11) x (0,13) X ... x (0,1,,) C R™ ein Rechteck,
f € L*(Q) eine rechte Seite und u € H}(Q) eine Lisung von

—Au = f auf Q.
Dann gilt w € H*(Q2) und eine Abschitzung
(10.1) [ullzz < C|[f]] 2

Die Konstante C' ist unabhdingig von f und .

Wir wollen dieses einfachste und sehr wichtige Regularitétsresultat
zweimal beweisen, um verschiedene Beweistechniken aufzuzeigen. Im
ersten (kiirzeren) Beweis benutzen wir das starke Hilfsmittel der Fou-
rierreihen. Der zweite Beweis ist elementarer, nutzt Fortsetzungen mit
einer Spiegelung und beruht im Wesentlichen auf Lax-Milgram. Evans
fithrt einen nochmals anderen Beweis mit Differenzenquotienten.

Vor den Beweisen wollen wir feststellen, dass wir immer annehmen
diirfen, dass f eine glatte Funktion mit kompaktem Trager in 2 ist. Ist
das Resultat namlich fiir solche f gezeigt, so folgt es durch Approxi-
mation fiir alle f € L*(Q).

BEWEIS 1: FOURIERREIHEN. Die Funktion f € L?*(Q)) kann in
eine Fourierreihe entwickelt werden. Wir verwenden Indizes k£ =
(k1,...,kn) € N” und Ansatzfunktionen

Ui (z) = sin (7#?%) ©...-sin (Wk;xn) .
1 n

Dies sind die Basisfunktionen in der Fourierreihe, gleichzeitig aber auch
die Eigenfunktionen des Laplaceoperators, denn es gilt

(10.2) _ A, = {(WT]?)? +o (Wli")Q} U,

Wir entwickeln nun f in die Reihe

fl) =) axVi(z)

keNn
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mit Konvergenz der Reihe in L?*(2). Fiir die Lésung u machen wir den

Ansatz
i(x) ==Y bply()

keNn

wobei wir wegen (10.2) die Koeffizienten

9y —1
{ 7Tk1 (ﬂ'kn> }
e o B ag
L
wihlen. Es gilt |k||bx] < Clag| und auch |k]?|b| < Clag] fiir alle k, mit
C abhéngig nur von [y, ..., [,,. Daher kénnen wir zum Beispiel rechnen

Z k1by, cos - sin mhats ) | ...+ sin 2
ly l,
0102t (x Z k1kobsi, cos ULIEE! cos
10 120 I

keNn
(71']{321)2
] .
keNn 2

. 7T]€3I3 . Wann
- SIn c ..o SIn .
l3 ln

Beide Reihen konvergieren in L?(2), denn die Koeffizienten sind in
[>(N"). Damit ist @ € H*(2) mit der Abschiitzung

132y = co Y (L + [kl + [KP)0s* < Ceo Y awl* = C f 72
k k

oder

Insbesondere kann man {iberpriifen, dass u eine Losung der Gleichung
ist. Da die Losung eindeutig ist, gilt « = v und damit die Behauptung
fir u. O

BEWEIS 2: SPIEGELUNG UND DURCHDIFFERENZIEREN.

Schritt 1: Fortsetzung von u und f. Wir wollen u fortsetzen auf
eine Umgebung von ). Dies soll so geschehen, dass glatte u zu glatten
Funktionen fortgesetzt werden. Wir setzen, fiir © = (21, ..., x,) € Q,

U(—a1, Loy ooy T) = —u(T1, .oy Tpy),

w(ry, —To, T3y Tp) 1= —U(T1, T, vy Tpy)-
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Damit ist u zu einer Funktion auf ' := (=ly,{1) X ... X (=l,,1,) fort-
gesetzt. Wir kénnen nun die Funktion u zusétzlich 2[-periodisch fort-
setzen durch

w(wy + 20, oy ooy Ty) = u(T1, .0y ),

w(xy, xo + 2o, 3, .y ) = (21, ey Ty

fir x € V. Die Funktion f setzen wir ebenso fort (ungerade auf
und dann periodisch). Damit sind nun « und f zu Funktionen auf

Q= (=1, 20)) X ... x (=1, 2l,) fortgesetzt.

Schritt 2: Gleichung fir die fortgesetzten Funktionen. Wir behaup-
ten, dass die Gleichung auf dem vergrosserten Gebiet gilt,

(10.3) — Au = f auf Q.

Formal rechnen wir wie folgt. Wir fithren die Spiegelung R; :
(1, ..., xp) — (—21,29,...,x,) ein und berechnen fiir die gespiegelte
Funktion v := —uo R;

01v = O1uo Ry, 0pv = —0gu o Ry fiir k > 2,
(912v = —(912u o Ry, 00 = —8£u o Ry fir k > 2,
= Av = —<AU) o R;.

Fiir einen echten Beweis diirfen wir keine zweiten Ableitungen von u
verwenden. Wir betrachten also eine Testfunktion ¢; € D(€)) fiir das
Gebiet Q) = (—11,11) x (0,12) x ... x (0,1,). Wir fithren zur Funktion ¢
noch deren ungeraden Anteil ein,

puslt) = 5 () = (Ryz) mit
Orp(x) —O1p(Ryx)

Wous(z) = | Op(x) | — | Oep(Ryz)
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Wegen u o Ry = —u kéonnen wir damit nun rechnen

/Vu-V@z/Vu-Vgo—F/ Vu-Vo
Q Q R1Q

/
1

:lbm-v¢+LVWuﬁm-VwoRﬂ

ZQ/VU'VSDa3:2/fS0a5
Q Q

Z/war ngfsoz/ﬂllfso.

da u in €2 schwach —Au = f 16st und ¢, eine zuldssige Testfunktion
ist. Die anderen Spiegelungen Ry werden wie die Spiegelung in der er-
sten Koordinatenrichtung R; behandelt. Damit ist die Gleichung (10.3)
nachgewiesen.

Schritt 3: Abschneiden der Lisung und Beweisschluss. Nun schnei-

N

den wir die Losung u ab. Mit einer Funktion n € D(Q2) mit n = 1 auf
2 setzen wir U := un. Diese neue Funktion erfiillt

VU-Vgaz/ nVu-Vgo—i—/ uVn-Vo
Rn n n
— [ VuVie) -

[ 1= [ Ve e+ [ uwn-ve

n

Vu - (Vn)go+/ uVn -V

n

R”

Die rechte Seite beschreibt die Anwendung einer Linearform auf .
Daher 16st U die Gleichung

—AU = fn—Vu-Vn—V - (uVn) = F

in der schwachen Form auf Q. Wegen u € H 1(@) ist die rechte Seite F’
eine L2())-Funktion.

Wir miissen nun also die Behauptung nur noch fiir eine Funktion
mit kompaktem Triger nachweisen, sind also das Problem der Rand-
bedingungen losgeworden. Nach Lax-Milgram gilt U € H 1(@) Wir
differenzieren in eine Richtung £ < n und erhalten fiir die Distributi-
onsableitung V = 8,U € L*(Q) die Gleichung (im Distributionssinn)

—AV = 0, F € H Q).

Wieder nach Lax-Milgram (und wegen der Eindeutigkeit von Distri-
butionslésungen von —Au = f, u mit kompaktem Tréger) ist dann
V € H'(2) . Da dies fiir alle k < n gilt, erhalten wir gerade U € H?(12).
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In allen Schritten gelten die jeweils zugehorigen Abschétzungen, insbe-
sondere

lull gy < Cllf iz = 1l 20 < Clifllzz = [IVIm@) < Clif e,

also auch die behauptete Abschitzung (10.1), denn auf 2 gilt U =
u. O

BEMERKUNG 10.2. Wir betrachten kleine Rechteckgebiete variabler
Grafie, Qy := AQ, mit A € (0,1] und Q C R"™ ein festes Gebiet. Dann
qilt
(10.4) lullm20y) < ClIf L2y

mit C' unabhdngig von A.

BEWEIS. Fiir u € H}(Qy) setzen wir U(z) = u(Az), U € HL(Q)
und F(z) = N2f(\z), F € L*(Q). Dann gilt

—AU = F in Q.
Also finden wir die Abschétzung
10?30,y = XA DU g
S ON A F 720y = 1 £ 112200

Die Norm der zweiten Ableitungen ist also von der Gebietsgrosse un-
abhéngig. Die Normen der niedrigeren Ableitungen werden durch die

Poincaré-Konstante kontrolliert und diese wird kleiner fiir kleinere Ge-
biete. O

Wir wollen nun allgemeine elliptische Differentialoperatoren be-
trachten. Sei also L : H}(Q) — H~'(Q) definiert durch

(10.5) L:ur —div(A-Vu)+b-Vu+ cu.
Wieder wollen wir die H2-Regularitit von Losungen feststellen.

SATZ 10.3. Sei Q C R™ beschrdnkt mit Lipschitz-Rand und OS2 von
der Klasse C*. Fiir die Koeffizienten gelte A € C*(Q,R™"), b,c € L*,
und f € L*(Q). Dann gilt fiir Lisungen u € H'(Q) von

Lu=f wn €2,
u=20 auf OS2
die Regularitit uw € H*(Q)) und die Abschitzung
lullzr2() < C (I1f 22 + llull 2oy
mit C' = C(||0Q]|cz, || Allc1, ||b]| Lo, ||cl| ) unabhingig von u und f.
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BEWEIS. Schritt 1: L = —A. Wir iiberdecken 2 mit Rechtecken
U;. Diese sollen entweder keinen Rand enthalten, oder sie sollen so
gewihlt sein, dass 9Q N U; der Graph einer C*-Funktion g ist mit |Vyg|
klein. Welche Kleinheit wir fiir fiir Vg fordern, legen wir spéter fest
(unabhéingig von u und f). Wir lokalisieren das Problem mit einer
zugehorigen Teilung der 1, n;. Die Funktionen un; erfiillen homogene
Dirichlet-Bedingungen in Uj. Die rechten Seiten f; sind

—A(un;) = fj = fn; —2Vn; - Vu — Anj u,

also beschrinkt in L?(U;), denn v € H'(Q) folgte schon aus Lax-
Milgram. Wir wollen nun die H?Abschétzung im Rechteck U; nach-
weisen. Ist dies geschehen, so folgt die H2-Abschitzung auf ) wegen
der Dreiecksungleichung

lullzz@y = 1D unillzze < CY - lungllnew,)-
J i

Fiir Rechtecke U, die den Rand nicht treffen, ist die Aussage bereits in
Satz 10.1 gezeigt worden.

Sei nun also U ein Rechteck, welches den Rand trifft. Mit der Trans-
formation ¢ : (Z,z,) — (Z,9(Z) + x,) konnen wir den Rand gerade-
biegen: Die Funktion v := u o ® lebt auf einem Rechteck und erfiillt
homogene Dirichlet-Randbedingungen. Die Gleichung —Awu = f trans-
formiert sich in die folgende Gleichung fiir v (mit Summationskonven-
tion)

—Av = —(Zﬁju 8kCI>Z 8k(I)J — &u (9,3@1
= —aﬁju (8;@(1)2 8k<I>j — 5zk53k) — &u 8,3@% + f

Die zweiten Ableitungen 97®; sind beschréinkt, weil 9Q € C?2. Satz 10.1
liefert fiir v (wir verwenden, dass die H2-Norm von u abschétzbar ist
durch die H*-Norm von v)

0]z < C||f — Ou 07 04| 12 + C||0kP; 0k P; — Gixdjn|| o ||ul|
< Ol fllz2 + Cellv]| g2,

falls ||Vgl||z~ < e. Dabei ist wichtig, dass die Konstante C' weder von
f und w, noch von der Kleinheit der Rechtecke abhéngt; dies folgt
aus Bemerkung 10.2. Fiir kleines € > 0 konnen wir den letzten Term
absorbieren und finden das Ergebnis. Dies zeigt die Aussage fiir L =
—A in allgemeinen C?-Gebieten.

Wir wollen noch bemerken, dass man das formal korrekte Argument
etwas anders formulieren muss, denn wir wissen ja v € H? noch nicht.
Streng genommen muss man die obige v-Gleichung mit einer Iteration
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16sen und findet dadurch eine Losung © € H?. Wegen der Eindeutigkeit
gilt dann v = ¥ und damit v € H2.

Schritt 2: a;;(x) = a?j konstant, allgemeiner Fall fiir b,c, (2.
Zunichst stellen wir fest, dass wir wieder H'-Abschiitzungen fiir u ha-
ben. Daher sind die Terme b - Vu und cu beschriankt in L*(Q2) und
konnen als Modifikation von f aufgefasst werden. Wir erwarten von
Losungen, dass 0;0;u = 9;0;u, also ersetzen wir die Matrix A° = af)
durch ihren symmetrischen Anteil Agy,,. Nun wéhlen wir eine orthogo-
nale Basis des R" bestehend aus den Eigenvektoren ej, von Ay, zu den
(positiven, wegen Elliptizitit) Eigenwerten A\i. Beziiglich dieser Basis
ist Agy,, diagonal. Indem wir das Gebiet in Richtung e, um den Faktor
A, stauchen, transformieren wir das Problem in ein Problem fiir den
Laplace-Operator. Fiir diesen wurde das Ergebnis in Schritt 1 gezeigt.

Man verwendet nun, dass fiir die H?-Losung u des symmetrischen
Problems tatséchlich 9,0,u = 9;0;u in schwachem Sinne gilt. Wegen
der Eindeutigkeit der Losung hat man also das Ausgangsproblem be-
trachtet.

Schritt 3: Allgemeiner Fall, a;; = a;j(x). Wieder iiberdecken wir €
mit kleinen Gebieten U; und lokalisieren. Wir nutzen diesmal aus, dass
a;j wegen a;; € C' fast konstant ist in jedem kleinen Gebiet U. Wir
schreiben fiir zy € U und die (lokalisierte) Losung u

—aij(:vo)@i@ju + b . VU +cu= f + (CLZ]() — CLZ‘]‘ (mo))(’“)zaju
Schritt 2 fiir Rechtecke liefert
ullzz < C ([ fllz2 + llaii(-) — aij(@o) ||z [lull2)-

Wieder kann fiir kleine Gebiete der zweite Term in die linke Seite ab-
sorbiert werden. Wieder verwenden wir das Argument aus Schritt 2
und finden das gewiinschte Ergebnis. [

Man kann das obige Verfahren & mal durchfiihren und erhélt dann
eine um k Stufen hohere Regularitit.

COROLLAR 10.4. Ser Q@ C R™ beschrinkt mit Lipschitz- Rand
und OQ wvon der Klasse C**2. Fiir die Koeffizienten gelte A €
CHL(Q,R™™), bc € WF™, und f € H*(Q). Dann gilt fiir Lésun-
gen u von

Lu=f n §Q,
u=>0 auf 02
die Regularitdt

Jull ey < C (1 f lme) + lull2@)) -
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10.1. Regularitidt in anderen Funktionenrdumen. Grob ge-
sprochen haben wir gesehen, dass

fel* = D*ucl?

mit zugehorigen Abschitzungen gilt. Andere Regularitéitsaussagen wer-
den meistens iiber eine Darstellungsformel wie in (6.2) nachgewiesen,
also iiber
u(@) = [ fly) (z—y)dy.
R”
Man kann mit dieser Formel fiir f mit kompaktem Trager die Holder-

Norm von u abschétzen. Man findet fiir jedes R > 0 und a € (0,1)
eine Konstante C' = C(R, «), so dass

(10.6) | D*ullcesro) < Cllfllca.

Dies ist eine Schauder-Abschditzung fiir Losungen des inhomogenen Pro-
blems. Fiir die entsprechende Rechnung verweisen wir auf das Buch von
DiBenedetto.

Im Vergleich zu unserer Regularitdtsabschitzung in Satz 10.3 ist
lediglich der Grundraum L?*(Q2) durch den Raum C*(Q) ersetzt wor-
den. Tatsache ist, dass die innere Abschétzung fiir zweite Ableitungen,
analog zu (10.6), in vielen Grundriumen gilt, interessant sind dabei
die C“- und die LP-Raume. Allerdings gilt auch: in vielen natiirlich
erscheinenden Grundrédume ist die Abschétzung falsch.

Abschitzung gilt in: C*(Q2) ,0 < a <1, LP(Q), 1 < p < 0.
Abschitzung gilt nicht in: C°(Q) , C%(Q) , LY(Q) , L>(Q).

Begriindung, dass keine Abschétzung der Form

1D*ul| () < ClIfll

gelten kann: Wir betrachten eine Diracfolge fr — dp mit zugehdrigen
Losungen uy,. Die fi, sind beschriinkt in L!(R™). Fiir alle ¢ > 0 gilt aber

up, — ® in 02(R" \ B:(0)),
also insbesondere

6102Uk($) — 8182(13(1') =

1 T1X2
W, ‘x|n+2'

fiir alle x # 0. Die rechte Seite hat unbeschriinkte L'-Norm, insbeson-
dere divergiert also auch die L'-Norm der D?u,.



Weitere Eigenschaften und Verfahren

11. Weitere Aussagen iiber harmonische Funktionen

Wir betrachten in diesem Abschnitt offene Gebiete (2 C R™ und
Funktionen u € C?(Q2) N C°(Q) mit Au = 0. Mit der Voraussetzung u
harmonisch meinen wir solche Funktionen.

Zur Regularitit: Wir haben in den Ubungen nachgewiesen, dass
schwach harmonische Funktionen u € H! auch im klassischen Sinne
harmonisch sind. Da wir in diesem Abschnitt nur Aussagen fiir das
Gebietsinnere beweisen, gelten alle Aussagen also auch fiir (zunéchst)
nur schwach harmonische Funktionen.

11.1. Innere Gradientenabschitzung.

SATZ 11.1. Sei u harmonisch auf Q, Bgr(xo) C Q und o € N ein
Multiindex mit k = |a| > 0. Dann gilt mit C = C(n, k) die Abschitzung

C
(111) |DO‘U(:L‘0)| S Rn-i—kHuHLl(Q)
Fiir die Konstante C(n, k) gilt C(n, k) < (Co(n)k)*.

BeEwEIS. Wir kénnen zy = 0 annehmen und gehen fiir r = R/2 auf
die Kugel B, (0) tiber. Dann gilt fiir y auf dem Rand, y € 9B,.(0),

1
u(y) = u < ——||ul| 1 (q)-
B (y) " Wn

In Punkten x nahe 0 verwenden wir nun die Green’sche Funktion,
r? — |z|? u

u<x> _ | | / (y) - dH"’l(y),

nwn”  JaB,.(0) [z —y|
die Ableitungen lauten daher mit yo = (7,0, ...,0) = rey

2 2
— 1
Do)l < sup - [ o (210

8B,.(0) 8B, (0) |z —yol™ ) | nwnr

S C’f’_n||U||L1(Q)’f’_n_k+27"n_1_l

= Cl R_n_k”UHLl(Q).

dH" " (y)

83
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Dies zeigt die Abschitzung. Der Faktor C'(n, k) enthélt den Vorfaktor,
der bei k-facher Differentiation entsteht. Dieser wichst hochstens wie
Kk, O

Die “typische harmonische Funktion” in zwei Dimensionen ist u =
r™ sin(mg). Diese Funktion ist harmonisch fiir alle m wegen A = %28?0—#

10,(rd,). Es gilt auf Kugeln Bg(0) und z = R/2e; € Bp
|Du(z)| ~ R™I,
11.2. Liouville Theorem.

SATzZ 11.2. Sei u : R® — R harmonisch und beschrankt. Dann ist
u konstant.

BEWEIS. Sei |u| beschriankt durch M > 0 und = € R™ beliebig. Die
Abschétzung (11.1) liefert fiir jedes R > 0

C(n,1)
(11.2) |[Vu(z)| < Tl
Wir betrachten R — oo und schlieen Vu(z) =0. O

11.3. Analytizitdt. Eine Funktion u : €2 — R heifit analytisch,
falls zu jedem Punkt zq € Q eine Umgebung B.(xy) C 2 existiert,
in welcher die Taylorreihe von v zum Entwicklungspunkt zy gegen u
konvergiert, also

u(zx) = Z éDau(zo)(x — x)” Va € Be(xg).

HuHLl(BR(O)) < CRflM.

SATZ 11.3. Sei u harmonisch in Q. Dann ist u analytisch in €).

BEwWEIS. Wir wihlen xy € 2 mit B,.(zy) C 2. Wir wollen zunéchst
zeigen, dass die Taylor-Reihe fiir v im Entwicklungspunkt x,

T2 (@) == 37 2 Duli) i — o)

fiir « in einer Kugel B.(z() konvergiert. Dafiir miissen wir die Koeffi-
zienten der Potenzreihe abschétzen.

Von der Differenzierbarkeitsordnung |a| = k gibt es weniger als n*
verschiedene «. Der Term o! = aq!- ... - ;! hat immer k& Faktoren, und
a! ist mindestens ([k/n]!)” (minimal fiir gleichméfBige Verteilung der
Eintrége, die eckige Klammer bedeutet den ganzzahligen Anteil), also
1 n k,.—n—k k
> — D) (@ — 20)°| < —(Co(n)k)kr=F|z — zo|*.
la|=k

([k/n]!)
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Die Stirling-Formel liefert k*+1/2 ~ klek. Damit sind die Faktoren
([k/n]")™ und k* vergleichbar bis auf Faktoren der Form A\*. Falls wir
annehmen, dass | — xo| < ¢ fiir ein kleines € > 0, so erhalten wir
1
Z —|Do‘u(x0)(x —20)*| < CNFEF|
la|=k

also die absolute Konvergenz der Reihe.

Wir miissen nun zeigen, dass die Reihe tatséchlich gegen u konver-
giert. Nach der Restgliedformel fiir die Taylorreihe (siehe z.B. Forster
IT) gilt

Ri(2) = u(z) — 3 éDau(a:O)(x -

la|<K

- Z ﬁDau(xo + O(z — x9))(x — x)*
|o|=K
fiir ein © € [0, 1]. Die obigen Abschétzungen bleiben aber auch giiltig,
falls D%y in Punkten xy+ O (z —x¢) € B.(x) ausgewertet wird. Daher
gilt
|Ri| < CAEeX — 0 fiir K — oo,

falls € > 0 klein genug gewéhlt wurde. Dies war zu zeigen. [J

11.4. Harnack Ungleichung. Wir sagen, dass {2y kompakt in
enthalten ist, wenn der Abschluss €0y kompakt ist und €y C Q.

SATZ 11.4. Sei 2 C R™ zusammenhdngend und g kompakt in )
enthalten. Dann gilt fir eine Konstante C' = C(2,Qq) folgende Aussa-
ge. Fiir jede harmonische Funktion u : € — R mit u > 0 in Q gilt
(11.3) supu < C inf u.

Q Qo

BEwWEIS. Wir wollen zunéchst zeigen, dass man Werte in be-
nachbarten Punkten immer vergleichen kann. Wir wihlen r» <
1dist(Qo, Q). Fiir zwei Punkte z,y € Q mit |z — y| < r gilt dann
unter Verwendung der Nichtnegativitit

1 1 1
u(x) = u > u=— u=—u(y).
B )nJpe e 2"

Wir kénnen Qg mit endlich vielen Kugeln B, s2(x5), j =1,...,N iiber-
decken und die Werte in zwei Punkten einer beliebigen Kugel verglei-
chen. Fiir zwei beliebige Punkte x,y € )y wenden wir diesen Vergleich
maximal N-mal an und erhalten u(y) < (2")Nu(z). O
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ABBILDUNG 13. Zum Beweisschluss der Harnack-
Ungleichung.

12. Das Perron-Verfahren

12.1. Subharmonische Funktionen. Wir wollen nun den Be-
griff einer subharmonischen Funktion einfithren. Dafiir gibt es minde-
stens zwei Moglichkeiten. Zum einen den differentiellen Ansatz: Ein
u € C? nennen wir subharmonisch, falls —Au < 0. Zum anderen gibt
es den geometrischen Ansatz: Eine Funktion heifft subharmonisch, falls
sie unterhalb von vergleichbaren harmonischen Funktionen liegt.

(i) Ein u € L}, (R™) nennen wir subharmonisch im Distributions-
sinn, falls —A (u) < 0 im Distributionssinn. Dies bedeutet
—A(u) (p) 0 Vo € DR"), > 0.

(ii) Eine Funktion u € C heiit subharmonisch im Mittelwertsinn,
falls fiir alle B,.(z) C Q gilt

OB, (z)

(iii) Eine Funktion u € C° heifit subharmonisch im Viskosititssinn,
falls sie lokal unterhalb von harmonischen Vergleichsfunktio-
nen liegt.

Wir verwenden hier Konzept (iii).
DEFINITION 12.1 (Subharmonische Funktionen). Sei 2 C R™ of-
fen, u € C°(Q). Wir nennen u subharmonisch (im Viskosititssinn),

falls fiir jede Kugel B,(xo) C Q wund jede harmonische Funktion
h € C?(B, (1)) N C°(B,(z0)) mit h > u auf OB, (o) gilt

u<h auf By(xg).

Fiir glatte Funktionen sind die drei Konzepte dquivalent. Wir wollen
zunéchst zeigen, dass wieder ein Maximumprinzip gilt.
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SATZ 12.2. Sei Q C R" offen und zusammenhdingend, u € C°(2)
subharmonisch. Falls u sein Maximum in einem inneren Punkt xy € €)
annimmt, so gilt: u ist konstant auf €.

BEWEIS. Sei z € Q2 das Maximum, also u(z) = M = sup{u(y)|y €
(1} (insbesondere existiert das Supremum und ist endlich). Wir wéhlen
r > 0 mit By, (x) C Q. Zu den stetigen Randwerten von u auf 9B, (z)
gibt es eine harmonische Fortsetzung h : B,(x) — R, definiert mit der
Green’schen Funktion. Wir vergleichen nun u mit h.

Da w subharmonisch ist, gilt v < h auf B,.(z). Dann gilt insbe-
sondere h(x) > u(x) = M. Wegen der Mittelwerteigenschaft fiir die
Funktion h (gilt fiir die Green’sche Losung) gilt

Mgh(:c):][ h:][ w< M.
0By (x) OBy (x)

Die Gleichheit impliziert aber, dass u konstant gleich M ist auf 0B,.(z).
Da r auch kleiner gewéahlt werden kann, also u = M in einer Umgebung
von z. Die Menge {z € QJu(z) = M} ist dann offen und abgeschlossen
in , also ganz 2. [

12.2. Die Perron-Methode. In diesem Abschnitt sei immer €2 C
R" offen. Wir definieren zunéchst die harmonische Liftung einer Funk-
tion.

DEFINITION 12.3 (Harmonische Liftung). Sei u € C°(Q) wvisko-

sitdts-subharmonisch und B,(x¢) C Q. Wir definieren die harmonische
Liftung als die Funktion U € C°(Q),

_Julr) xeQ)\ Bi(x),
(12.1) Ux) = { W) 1z € Bilzo),
wobei h € C°(B,(xg)) die harmonische Funktion zu den Randwerten
h|8Br = u|aBT 15t.

Bemerkung: Die Funktion A wird mit der Green’schen Funktion auf
Kugeln definiert. Wegen u subharmonisch gilt U > w.

SATZ 12.4. Fiir w und U wie in Definition 12.5 qult: U ist ebenfalls
viskositdts-subharmonisch.

BEWEIS. Wir miissen zwei Kugeln betrachten. Auf B, := B, (zo)
haben wir u durch h ersetzt. Als Testkugel betrachten wir B, := B
Dort miissen wir U mit harmonischen Funktionen 1 : B,(
vergleichen, wobei 7 > U auf 0B5,,.

1) Zeige: Auf B, \ B, gilt n > U.
Tatséchlich gilt dort U = u. Auf 0B, gilt n > U > u. Nach Definition
der Subharmonizitéit von u also 1 > w.

o
|
%\_/
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2) Zeige: Auf ¥ := B,N B, gilt n > U.

Hier gilt U = h, insbesondere sind sowohl 7 als auch U harmonisch.
Wir miissen also lediglich die jeweiligen Randwerte vergleichen.

Auf dem Rand 0B, N B, gilt n > U nach Wahl von 7. Auf dem
Rand 0B, N B, gilt n > u nach 1). Wir wenden auf der Menge ¥ das
Maximumprinzip auf die harmonische Funktion A~ — 1 an und finden
n>haufX. O

Zu stetigem g : 92 — R definieren wir die Perron-Klasse
(12.2) P, = {v € C°(Q)|v visk.-subharmonisch und v < g auf 90} .

Zunéchst stellen wir fest, dass die konstante Funktion v mit Wert
v = infpn g in Py liegt. Tatséchlich ist v subharmonisch und v < g
auf 0f ist ebenfalls erfiillt. Weiterhin haben wir fiir alle v € P, eine
obere Abschitzung. Wegen des Maximumprinzips aus Satz 12.2 gilt
v < supyq ¢g- Das Supremum im Perron-Satz unten ist also wohldefi-
niert und endlich.

BEMERKUNG 12.5. Das Mazimum zweier subharmonischer Funk-
tionen ist wieder subharmonaisch.

BEWEIS. Seien v und v subharmonisch auf Q, w = max{u, v} und
B,.(x) eine Testkugel. Fiir eine harmonische Funktion & : B,(z) — R
mit h > w auf IB,(z) gilt:

h > w auf 0B,(z), also h > w in B,(z).
Ebenso fiir v. Es folgt h > w in B,(z). O

SATZ 12.6 (Perron-Losung). Sei Q2 beschrdnkt und g : 02 — R
stetig. Dann ist die Funktion u: ) — R,

(12.3) u(x) :=sup {v(z)|v € Py},
von der Klasse C*(Q2) und harmonisch.

BEWEIS. Wir betrachten einen beliebigen Punkt z € Q. Zu u(x)
gibt es Funktionen vy € P, mit vi(z) — u(z). Indem wir jeweils zum
Supremum zweier Funktionen iibergehen, konnen annehmen, dass alle
v, die Schranken

1519fg§v,€§u§s$1§g
erfiillen, und zusétzlich v, > vy fiir alle & € N. Nun betrachten wir
B,(r) C ©Q und die harmonischen Liftungen V} von vy. Nach Satz 12.4
gilt Vi € P,, auBerdem gilt v, < Vi < w und Vi(xr) — u(x). Die
Funktionenfolge Vj : 0B, (x) — R ist gleichméBig beschrinkt und mo-
noton wachsend, konvergiert also nach dem Satz von Beppo Levi in
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LY(0B,(x)) gegen eine beschrinkte Grenzfunktion V. Damit konver-
gieren auch die harmonischen Fortsetzungen im Inneren in C?  gegen
die harmonische Fortsetzung V von V € L'(9B,(z)) (Darstellung mit
Green’scher Funktion). Wenn wir zeigen, dass u = V' in B,(z), dann
ist u harmonisch und C? im Inneren.

Annahme: Sei y € B,(z) mit V(y) < u(y). Dann existiert zu u(y)
eine subharmonische Funktion w € P, mit w(y) > V(y). Wir be-
trachten nun die Folge subharmonischer Funktionen wy := max{w, V. }
und deren harmonische Liftungen W), auf B,.(x). Nach den obigen Ar-
gumenten finden wir wieder eine harmonische Grenzfunktion W auf
B,.(x). Wir stellen fest, dass W und V beide harmonisch sind auf B,.(z),
dass W > V auf B,(z) nach Konstruktion von wyg, und zusétzlich
wegen Vi(x) — wu(x) auch W(x) = u(x) = V(x). Das starke Maxi-
mumprinzip impliziert W = V' auf B,(z). Dies ist ein Widerspruch zu
W(y) zw(y) >V(y). O

12.3. Regulire Randpunkte. Es bleibt zu kldren, ob die
Perron-Losung w tatséchlich auch die Randbedingung v = g¢ erfiillt.
Tatséchlich muss dies nicht der Fall sein.

BEISPIEL 12.7. Sei B := B1(0) C R™ die Einheitskugel, n > 3 und
e > 0. Dann ist

_ =) A=) e<rl <L
UE(.T) T { —1 |l‘| S c

subharmonisch in B. Es folgt: Die Perronlosung auf Q := B\ {0} zu
den Randwerten
(z) = 0 xe€0Bb,
GE =N -1 2= 0,
lautet w = 0, nimmt also die Randbedingung in x = 0 nicht an.

BEWEIS. u. subharmonisch: Ubung. Eleganter Weg: Zeige
zunichst, dass Subharmonizitit eine lokale Figenschaft ist, d.h. es
reicht, sich beim Testen auf kleine Kugeln zu beschrénken. Dann: Auf
B\ {0} ist u. Maximum zweier subharmonischer Funktionen, auf B.
ist u. konstant. Also ist u. in beiden Bereichen subharmonisch.

Zur Folgerung: Alle u. sind in der Perron-Klasse, es gilt also

u(z) > sgp us(x) =0

in jedem Punkt x € Q2. Das Maximumprinzip fiir subharmonische Funk-
tionen liefert v < 0. O

Das Gegenbeispiel 1a8t sich mit log auch in n = 2 konstruieren.
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Wir wollen nun ein positives Resultat angeben. Das Beispiel zeigt,
dass man eine Eigenschaft der Randpunkte voraussetzen muss.

DEFINITION 12.8. Eine Funktion w € C°(Q) heifst Barrierenfunk-
tion fiir xg € 09, falls
a) —w ist subharmonisch in Q,
b) w(zg) =0 und w >0 in Q\ {zo}.
FEin Randpunkt xq € 02 heifit regulér, falls eine Barrierenfunktion fir
To existiert.

Einfacher handhabbar ist die nachfolgende Bedingung.

DEFINITION 12.9. Wir sagen, dass 02 in xo € 02 eine duflere
Kugelbedingung erfiillt, falls es r > 0 und x € R™ gibt mit

B.(z)NQ = {x0}.
Man sieht leicht ein, dass jedes C'-berandete Gebiet in jedem Rand-

punkt eine dulere Kugelbedingung erfiillt. Dagegen erfiillen Lipschitz-
Gebiete in einspringenden Ecken keine duflere Kugelbedingung.

BEMERKUNG 12.10. Falls 092 in xq € 0N eine dufere Kugelbedin-
gung erfillt, so ist xy ein regulirer Randpunkt.

BEWEIS. In diesem Fall liefert die Fundamentallosung zum Punkt
Z eine Barrierenfunktion fir zqg. O

SATZ 12.11. Sei Q@ C R™ ein beschrinktes Gebiet, g € C°(0Q) und
xg ein requldrer Randpunkt. Dann erfillt die Perron-Losung u aus Satz
12.6 die Randbedingung

(12.4) lim u(z) = g(xo).

T—xo

BEWEIS. Idee: Wir konnen die Barriere w mit einem grofien Faktor
K € R multiplizieren um u nach oben und unten abzuschétzen.
Seien € > 0 und x;, — xg fest. Wahle » > 0 so klein, dass

€
lg(z) — g(z0)| < 3 Vo € 09N B(xo).
Wihle nun K > 0 so grof3, dass
Kw(x) > 2sup|g| Vz € dQ\ B.(xg).
o0

Dann gilt ¢ > g(zo) — ¢/2 — Kw auf 09, die rechte Seite ist aber
subharmonisch, also in der Perronklasse. Es folgt

u(zy) > g(zo) — /2 — Kw(xy) > g(xg) —e  Vk > ko,
fiir ko grofl (Stetigkeit von w und w(xy) = 0).
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Ahnlich die umgekehrte Ungleichung: Fiir alle v € P, ist die Funk-
tion v — [g(xg) + £/2 + Kw| subharmonisch und < 0 auf dem Rand,
also < 0 in  nach dem Maximumprinzip. Es folgt

u(zxy) = sup v(zy) < g(xo) +¢/2 + Kw(xy)

vEPy
= [g(xo) + /2 + Kw(xy)] < g(xg) + & VEk > ko,
fiir kg grofS. O

Eine direkte Folgerung des Satzes lautet:

Falls alle Randpunkte von 0f) regulér sind, so besit-
zen alle stetigen g : €2 — R eine harmonische Fort-
setzung.

In dieser Form 148t sich die Aussage sogar umkehren:

Falls alle stetigen g : €2 — R eine harmonische Fort-
setzung besitzen, so sind alle Randpunkte von 052 re-
gulér.

Tatséchlich kann die Losung zu g > 0, g(x¢) = 0 als Barrierenfunktion
fiir zo gewahlt werden.

13. Maximumprinzipien fiir elliptische Gleichungen

Wir betrachten hier immer beschréinkte Mengen 2 C R”. In ei-
nem ersten Abschnitt 13.1 betrachten wir klassische Beweismethoden,
die auf der Untersuchung von Kriimmung und Steigung beruhen. Im
nachfolgenden Abschnitt 13.2 werden wir eine Beweismethode kennen-
lernen, die auf dem Testen der Gleichung beruht.

Geometrische Idee fiir Maximumprinzipien: Falls u in xy ein Maxi-
mum hat, so erwarten wir, dass dort zweite Ableitungen negativ sind
und erste Ableitungen verschwinden, also Lu(xy) > 0. Ein inneres Ma-
ximum ist damit fiir Lésungen u von Lu = 0 unméglich.

Das einzige Problem liegt darin, dass man zwar wie oben Lu(zg) > 0
schliefen kann, aber nicht unbedingt die strikte Ungleichung ...

13.1. Klassische Beweise fiir Maximumprinzipien. Wieder
untersuchen wir elliptische Differentialoperatoren L : H*(Q) — L*(Q),
diesmal nicht in Divergenzform, sondern definiert durch

n

(13.1) Lu(z) = — Z a;;(2)0;0;u(x) + Z bi(z)0u(z) + c(z) u(x).

ij=1
Wieder setzen wir fiir ein v > 0 die Elliptizitdt voraus,

(13.2) E-A(@)E>vE]P VEER" z €.
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' X X

0

ABBILDUNG 14. Im Maximum sind zweite Ableitungen
negativ und erste Ableitungen verschwinden.

Die Koeffizienten A = (a;j), b = (b;) und c seien stetig auf  und
beschriankt, A sei symmetrisch. Die Symmetrie ist keine Einschréinkung
der Allgemeinheit, da wir fiir Lésungen 0,0;u = 0;0;u erhalten.

Wir haben bereits gesehen, dass wir ohne Voraussetzung an ¢ kein
Maximumprinzip erwarten kénnen: Die Eigenfunktionen verschwinden
am Rand, sind aber im Inneren nicht-trivial. Aber fiir ¢ > 0 kénnen
wir Maximumprinzipien erwarten.

SATZ 13.1 (Schwaches Maximumprinzip). Sei u € C%*(Q) N C°(Q)
und L wie in (15.1) mit ¢ > 0. Falls Lu < 0 auf Q und maxgu > 0,
so gilt

max u = max u.
o0 Q

Zum Namen: Ein schwaches Maximumprinzip erlaubt ein inneres

lokales Maximum.

BEWEIS. Wir wollen einen Widerspruch finden zu der Annahme,
dass fir x € Q gilt: In x ist v maximal mit u(z) > 0 und v > m :=
maxgq Uu.

Schritt 1: Wir nehmen zundchst an, dass Lu(z) < 0 (strikt). Wir
withlen eine orthogonale Basis S = (vy, ..., v,,) des R™, so dass A(z)-v; =
ALk, also

A
ST A(x)- S = = A,
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oder A = SAST, bzw. a;; = >k SikAkSjk. Im Punkt z gilt (da Maxi-
mum)

c(z)u(z) > c(z)m bi(x)du(zx) = 0,
—Zau )0:0;u ZszkAksjkﬁau( )

1,7,k

> My, Oy u(z) > 0.

k

Insgesamt also Lu(x) > 0, ein Widerspruch.

Schritt 2: Allgemeiner Fall Lu(z) < 0. Wir betrachten die Funktion
us(x) == u(x) + eet'* zu vy = ey. Es gilt

Lu. = Lu + eL(e"™) < eet™r®(—vy - A(x)vy p*> +b-v1 p+c)

< e (= Npin p12 + - v p A+ c),

wobei Apin > v das Minimum iiber Q der vy - A(z)v; ist. Fiir grofes
i > 0 ist der Ausdruck in den Klammern iiberall negativ.

Da die Funktion u ein lokales Maximum z mit u(x) > m hat, gilt

fiir kleines ¢ > 0 auch, dass die Funktion u. ein inneres Maximum
grofer m hat,

de>0,m. € (myu(z)) FyeQ: u(y)>me uloo < me.

Wegen Lu. < 0 auf € ist dies ein Widerspruch nach Teil 1) des Bewei-
ses. U

LEMMA 13.2 (Lemma von Hopf). Sei B C R™ eine Kugel und
u € C*(B)NCYB) mit Lu < 0, ¢ > 0. Fulls fiir einen Randpunkt
x € 0B gilt

u(z) 20, uly) <u(x)vy € B,
dann gilt mit Normalenvektor v an 0B auch

dyu(z) > 0.

Bemerkungen: 1) Das Vorzeichenresultat d,u > 0 folgt trivialerwei-
se aus der Maximalitdt von u im Randpunkt. Das Ergebnis des Lemmas
ist die strikte Ungleichung. 2) Im Falle ¢ = 0 muss die Nichtnegativitét
des Maximums nicht vorausgesetzt werden.

BeEwels. Ohne Einschrénkung sei B = B,.(0).

Schritt 1: Angabe einer Sublosung v. Wir setzen fiir p > 0

v(x) == e M — et > 0,
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ABBILDUNG 15. Illustration des Lemmas von Hopf, dar-
gestellt ist u entlang einer Gerade in einem zweidimen-
sionales Gebiet. Falls der Randpunkt ein Maximum der
Funktion u ist, so muss v mit einer positiven Steigung in
diesen Punkt laufen.

und berechnen (mit Summationskonvention)
Lv = —aijaﬁjv + blaﬂ) + cv
Lo(z) = e H° [—4pPas;(2)zx; — 2pas;(3)0;; + 2ubi(z) ©; + ()]

— c(z)e .

Fiir p groB und |z| > r/2 ist dies negativ, also Lv < 0 auf B, \ B, s.

Schritt 2: Vergleichslésung w = u + v unterhalb von uw. Wir be-
trachten nun w(y) := u(y) + ev(y). Wegen Lw < 0 auf B, \ B,
kénnen wir das schwache Maximumprinzip anwenden. Auf 0B, gilt
w(y) = u(y)+ev(y) = u(y) mit nichtnegativem Maximum w(x) = u(x).
Auf 0B,); gilt w(y) = u(y) + ev(y) < wu(z), falls € hinreichend
klein gewahlt wird. Aus dem schwachen Maximumprinzip schlieffen wir
w < wu(x) auf B, \ B,/s.

Schritt 3: Beweisschluss. w < u(x) zusammen mit w(z) = u(z)
liefert die geometrische Bedingung v - Vw > 0 (Differenzierbarkeit von
w liegt nach Voraussetzung vor). Wir schlieflen

v-Vu=v-Vw—cv-Vuv > —61/-V2):2€,U,T€_‘w2 > 0.
Damit ist die strikte Ungleichung gezeigt. [

SATz 13.3 (Starkes Maximumprinzip). Sei Q@ C R" zusammen-
hingend und L wie oben mit ¢ > 0. Dann gilt fir u € C*(2) N C°(Q)
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mat Lu < 0:

u(z) =maxu >0 firz € Q = w ist konstant.
0O

BEwWEIS. Wir betrachten fiir das Maximum M := maxg u die Men-
ge ¥ = {x € Qu(z) = M}. Wir miissen zeigen, dass ¥ = Q. Ange-
nommen, nicht. Dann wihlen wir z € 2\ ¥ so, dass r := dist(z, ) <
dist(z, 012). Die Kugel B,(z) ist dann kompakt in Q enthalten, Lu < 0
gilt auf B,(z) und w ist maximal in einem Randpunkt z € 0B,(z).
Das Hopf’sche Lemma 13.2 liefert, dass in dieser Situation notwendi-

gerweise d,u(x) > 0. Dies ist aber im Widerspruch zur Maximalitét
u(z)=M. O

13.2. Maximumprinzipien durch Testen. Fiir Funktionen u :
) — R definieren wir die folgende Funktion y : 2 — R,

1 falls u(z) > 0,

X(2) = Lz (#) := {0 falls u(x) < 0.

Weiterhin kénnen wir den positiven Teil einer Funktion betrachten,
(U)+ - R)

u(z) falls u(z) > 0,

() () == u(z) Lusoy () = {O falls u(z) < 0.

Wir benétigen die folgende Aussage aus der Funktionalanalysis.
PROPOSITION 13.4. Sei u € HY(Q,R). Dann gilt (u)y = uy €
HY(Q) mit
V(u); = (V) x.

Damit konnen wir nun direkt durch Testen ein Maximumprinzip
beweisen.

SATZ 13.5. Der elliptische Operator L : H'(Q) — H1(Q) sei defi-
niert durch

(Lu, p) = /Qaij(x)aiu(x)ajw(:c) + c(x)u(x)p(z) dx Yu, o,

u € HYQ), ¢ € Hy(Q), mit a;j,c € L>®(Q), ¢ > 0 und a;; elliptisch.

Sei u € HY(Q) eine Lisung von Lu < 0 in Q mit Randwerten
u—g € H}(Q). Fiir die Randbedingung gelte g < m fast tiberall fiir ein
m > 0. Dann gult

u<m fast tberall.
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BEWEIS. Fiir einen Beweis geniigt es, die Gleichung mit der Funk-
tion ¢ := (u —m)y > 0 zu testen. Wir nutzen nacheinander Lu < 0,
die Definition von L, Proposition 13.4, u > (u — m), fir u > 0,

0> (Lu, @)
_ /Q iy (2)9u(@)D0(x) + e(x)u(e)p(x) da
~ [ a@du(@)d;tu = m)(a) x(@) + cla)ula) (u = m) (o) x(z) do
= [ a@0itu = m)()o;u = m)(a) (@)
+ cla)(u = m)(@)(u —m)(x) x(z) do

~ [ a@0p@0s0(0) + cla)lpta)? da 2 0.

Die Gleichheit iiberall impliziert wegen des letzten Ausdrucks und der
Elliptizitdt von a, dass ¢ verschwindet, ¢ = 0. Dies bedeutet (u —
m), =0, also u < m fast iiberall. O
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Darstellungsformeln

14. Existenz von Losungen im Ganzraum

Das einfachste zeitabhingige Problem ist die Warmeleitungsglei-
chung

(14.1) Ou — Au = f auf © x (0, 00).

Der physikalische Hintergrund (und auch das Maximumprinzip aus Teil
1, Abschnitt 2.8) legen nahe, dass wir als Daten die Warmeverteilung
ug : € — R zu Beginn und die Temperatur am Rand g : 92 x (0, 00) —
R benstigen,

u(.,0) = ug auf €,
u(.,t) =g(.,t) auf 092, Vvt > 0.

Im Ganzraumproblem €2 = R" entfillt die Angabe von g, beziehungs-
weise wird ersetzt durch eine Beschranktheitsforderung an (., t).

Der Begriff der Halbgruppe. Wir betrachten hier zunéchst den
Fall f = 0. Dann liefert eine Losbarkeitsaussage (mit Eindeutigkeit)
zum homogenen Problem eine Abbildung

S(t) : ug — u(t), wobei u die Losung der homogenen Gleichung

zu Startwerten u(t = 0) = uy.

S(t) ist der Evolutionsoperator: Fiir ein System im Zustand ug gibt
der Operator an, in welchem Zustand das System eine Zeit t spéter
sein wird. Es gilt S(t+s) = S(t) 0 S(s), denn die homogene Gleichung
enthélt keine explizite t-Abhéingigkeit. Wegen dieser Eigenschaft heif3t
die Familie S(t), t € [0,00) auch die Halbgruppe zur Evolutionsglei-
chung.

Die Fundamentall6sung im Ganzraum.

DEFINITION 14.1. Wir setzen fir x € R™ undt > 0
1 |z |2
14.2 bz, t) ;= ———Fe 2.
(14.2) (#.1) = Ty

99
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ABBILDUNG 16. Die Fundamentallosung ®(.,¢) fiir drei
verschiedene Werte von ¢.

Wir setzen ®(x,t) :== 0 firt < 0. Die Funktion ® heifit die Fundamen-
tallosung der Wirmeleitungsgleichunyg.

Das Konzept ist wie bei der Fundamentallosung zum Laplaceopera-
tor. Zunéchst einmal rechnet man nach, dass ® Losung aulerhalb des
singuldren Punktes ist.

Ve_‘%f = —lxe_%
Y
|=|2 1 |2 1 =2
Ae i = —|z|?e” & —n—e ar
4t2| | 2t

o (LY __n (1 e P11 e
P\ € EEETANTEN T4 e\t ")

Es gilt also tatséchlich (0; — A)®(z,t) = 0 im klassischen Sinne fiir alle
t>0.
Fiir den Zeitpunkt ¢ = 0 fordert man, dass ® die Anfangsbedingung
®(.,0) = do

erfiillt. Dies ist so nicht definiert. Unser Ziel ist: ®(.,¢) beschreibt die
Wiérmeverteilung zur Zeit ¢, wenn zur Zeit ¢ = 0 die Warmemenge 1
in dem Punkt 0 konzentriert war. Dies wird mathematisch durch das
folgende Lemma ausgedriickt.

LEMMA 14.2. Die Funktion ® ist Lisung der Wirmeleitungsglei-
chung zur Anfangsbedingung
(14.3) O(.,tg) — 6o in D" fiir 0 <t — 0.

BEWEIS. Schritt 1: © lost die Wirmeleitungsgleichung auf {t > 0}.
Dies wurde bereits nachgerechnet.
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Schritt 2: Wir behaupten, dass fir alle t > 0 die Gesamtwdrme-
menge gleich 1 ist. Tatséchlich gilt fiir alle ¢ > 0 mit der Substitution

2 =2/2Vh)

1 |z |2 1
- - - _ —|2|?
/n P(.,t) = e / e i dx 7 /n dz
/ /H e % dzy ... dzy,
=1

1 / >
= — [ el dz = 1.
E VT Jr

Wir erinnern an die Berechnung des letzten Integrals. Mit obiger Rech-
nung und Polarkoordinaten gilt

2 27 00
1_[/€_Z1‘2 dz; :/ eI dz:/ / €_T2Td’l“d¢
i=1 /R R?

—27r—/ O ( e =

Schritt 3: Diracverteilung fir t, — 0. Sei t, — 0 eine feste
Folge, ¢ eine Testfunktion, wobei wir nur annehmen miissen, dass
o € COR™) N L>®(R"). Sei ¢ > 0 beliebig. Wir finden zunichst p > 0
mit |p(y) — ¢(0)] < ¢g/2 fiir alle y € B,(0). Fir k grof gilt zusétzlich
fRn\Bp(o) (., t) <e/(4dsuplp|) fir alle t € (0,1). Dann folgt

[ #twet)] - e -

[ oo - w(O)]‘

< /Rn\Bp(O)d)(.,tk) [o() = (0)]| + /B,,(o)q)("t’“) (o(.) — o(0)]
< c + € _
= 2 2 =&

Es gilt also | (®(., 1)) () — ¢(0)| < €. Dies zeigt (14.3). O

Losung der homogenen Gleichung im Ganzraum. Wir nut-
zen nun physikalische Intuition, um eine Losung zu erraten. In jedem
Punkt y € R" ist zu Beginn die Warmemenge ug(y) (als "Warme-
Dichte’). Diese Wérmemenge ergibt nach Zeit ¢ eine Warmezunahme
am Ort z um ug(y)®(z — y,t), denn ®(.,¢) gibt fiir eine anfingliche
Punktwérme die Verteilung nach Zeit ¢ an. Die Gesamtlosung ergibt
sich durch Superposition dieser Einzellosungen, also als Integral.
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SATZ 14.3. Eine Losung der Wirmeleitungsgleichung

(14.4) Ou—Au=0 auf R™ x (0, 00)
(14.5) u(.,0) = ug auf R"

fiir ug € CO(R™) N L™ ist gegeben durch

(14.6) (e t) = [ 0w~ y.t)uoly) .

Genauer haben wir
(1) u e C®°(R™ x (0,00)) und es gilt (1/.4).
(2) ue CUR™ x [0,00)) und es gilt (14.5).

BEWEIS. Schritt 1: Lisungseigenschaft. Wegen ug € L™ ist das In-
tegral in (14.6) wohldefiniert. Alle Ableitungen von ®(., ) sind wieder
integrierbar und wir konnen die Funktion ® unter dem Integral diffe-
renzieren. Insbesondere ist u(.,¢) von der Klasse C*°(R") und es gilt

(@—mwawz/X@—Aww—%wm@wwza

u ist also Losung von (14.4).
Schritt 2: Anfangswerte. In der Rechnung (®(.,t;)) (¢) — ¢(0) ha-
ben wir nur die Stetigkeit und Beschréinktheit von ¢ ausgenutzt. Insbe-

sondere konnen wir ¢ = ug einsetzen. Mit derselben Rechnung erhalten
wir fiir z, — xg und t, — 0

u(xp, tr) = (P(. — g, tr)) (o) — Oy (u0) = uo(wo).
Dies zeigt die Stetigkeit und (14.5). O

Die Losung des inhomogenen Problems. Eine rechte Seite
f(x,t) bedeutet physikalisch einen Quellterm, also eine Wéarmequel-
le. Man sollte sich die Situation so vorstellen: Zur Zeit ¢ wird an der
Stelle z dem System eine Warmemenge f(x,t) zugefiithrt. Dabei ist f
als Dichte der Quelle zu sehen, die iiber Raum und Zeit verteilt ist.
Wir setzen dann die Losung zusammen aus den Einzellésungen, die zu
diesen Quellen gehoren. Wir erraten

t
(14.7) u(z,t) = / fly,s) ®(x —y,t —s) dyds.
0 Jrr
Formal folgt diese Aussage sofort aus dem nachfolgenden Resultat

iiber die Fundamentallosung.

LEMMA 14.4. Die Funktion ®, trivial fortgesetzt auf R™ x (—o0, 00),
erfullt im Distributionssinn auf R™ x R

(8,5 - A)(I) == 50.



15. MAXIMUMPRINZIP UND REGULARITAT 103

BEWEIS. Wir betrachten 90 € C5°(R™ x R) und einen Raum-Zeit
Zylinder Q5. := B;s(0) x (—7, 7). Wir berechnen

(0 — A) (@) ( // Ao
/thp (0, + A)p /RW\Q&’T@.(&%AM

Qs+ RrHINQs -

Ao fons-nen

Dabei kénnen wir nun d, 7 > 0 beliebig wéhlen.

a) Im ersten Integral ist (0;+A)p beschrénkt und ® hat beschrénkte
x-Integrale. Fiir 7 > 0 klein ist also der erste Term nahe an 0.

b) Das zweite Integral verschwindet, weil ® klassische Losung au-
Berhalb des Nullpunktes ist.

c¢) Das dritte Integral konvergiert fir 6 >> 7 — 0 gegen ¢(0) wie
in Lemma 14.2. Dies liefert den gewiinschten Term.

d) Fiur das vierte Integral schliellich fordern wir wiederum ¢ >>
T. O

Mit den obigen Methoden 148t sich folgender Satz zeigen. Dabei
folgt der Satz fiir f € CF sofort aus obigen Aussagen, ein allgemeines
f muss mit einem Approximationsargument behandelt werden.

SATZ 14.5. Eine klassische Lésung der Warmeleitungsgleichung

Ou—Au=f auf R™ x (0, 00)
u(.,0) = ug auf R™
fir f € CQ(R" x R) und ug € CO°(R™) N L™ ist gegeben durch
t
u(z,t) = O(x—y,t) up(y) dy+/ fly,s)®(x —y,t—s) dyds.

15. Maximumprinzip und Regularitit

Wir verwenden den Begriff der klassischen Losung wie folgt: Damit
die Gleichung im klassischen Sinne gelten kann, fordern wir, dass die
erste Zeitableitung und alle zweiten Ortsableitungen als stetige Funk-
tionen existieren. Damit die Randwerte etwas mit der Funktion im
Inneren zu tun haben, fordern wir, dass wu stetig ist auf dem in ¢t = 0
abgeschlossenen Raum-Zeit Zylinder, u € C°(Q2 x [0, 7).
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In Satz 2.9 haben wir ein Maximumprinzip fiir klassische Losungen
der parabolischen Gleichung auf beschrankten Gebieten hergeleitet.
Auf unbeschrénkten Gebieten finden wir sofort:

BEMERKUNG 15.1. Die Liosung des homogenen Problems aus (14.6)
erfillt
u(z,t) < max ug V(z,t) € R" x (0, 00).

Dies folgt aus der Darstellung. Fiir M := maxgn ug ¢ilt
u(z,t) = / O(x—y, t)ug(y) dy < M | P(z —y,t) dy = M.
n RTL

Wir ersehen hierbei sogar das starke Maximumprinzip. Wenn
nicht konstant gleich M ist, dann gilt u(z,t) < M strikt. Man sagt,

die Warmeleitungsgleichung hat eine unendliche Aus-
breitungsgeschwindigkeit.

Denn: Ein einzelner Punkt z mit Wert ug(x) < M bewirkt, dass fiir
beliebig kleine ¢ > 0 {iberall u(.,t) < M gilt.

Fiir die eindeutige Losbarkeit des Anfangswertproblems bendtigen
wir allerdings eine andere Aussage, namlich dass jede Lisung des Pro-
blems ein Maximumprinzip erfiillt. Dies ist im allgemeinen falsch.

BEMERKUNG 15.2. Es gibt unendlich viele klassische Losungen u €
C°'(R™ x [0,00),R) von

Ou—Au=0 auf R™ x (0, 00),
u(.,0)=0 auf R™.
Siehe z.B. John, Partial Differential FEquations, Kapitel 7, S. 211 ff.

SATz 15.3 (Maximumprinzip fiir das Ganzraumproblem). Sei u €
CO(R" x [0, T]) mit stetigen ersten Zeit- und stetigen zweiten Ortsablei-
tungen auf R™ x (0,T) Lésung von

Ou—Au=0 auf R™ x (0,T),
u(.,0) = ug auf R™.
Weiter erfille u fiir Konstanten A,a > 0 die Wachstumsabschdtzung
(15.1) u(z,t) < Ael*’ Va,t.
Dann gilt

sup u = sup .
R" %[0, R
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BEWEIS. Es geniigt, die Aussage fiir ein kleines Zeitintervall zu
zeigen. Eine Iteration liefert dann die Aussage fiir alle Zeiten. Wir
nehmen also an, dass 8aT < 1, und zeigen das Maximumprinzip auf
(0,7). Wegen der strikten Ungleichung finden wir dann ¢ > 0 und
v > 1, so dass auch noch gilt 8a(T" +¢) = 1/7.

Sei p > 0 beliebig. Wir wollen das Maximumprinzip fiir den (belie-
bigen) Punkt y € R™ nachweisen und setzen

) lz—y|?
— e 4(T+e-1)
(T +e—t)n/?

v(x,t) = u(x,t) —

Wie fiir die Fundamentallosung rechnet man nach, dass v die Warme-
leitungsgleichung 16st. Nun wollen wir das Maximumprinzip aus Satz
2.9 fiir beschréankte Gebiete auf v anwenden. Wir betrachten eine grofie
Kugel B,(y) um y. Fiir die Anfangswerte stellen wir fest

v(x,0) < u(z,0) = ug(x).

Fiir die Randwerte in z € 0B, (y) finden wir

1% 2
V(o) = o t) = T e
a|a;|2 _ L L‘E
< Ae T E)n/2e4(T+ )
2a(r2+|y\2) _ H 'y2ar2
< Ae —(T T
< sup ug.
Rn

Dabei gilt die letzte Ungleichung fiir grofie r > ro(T, ¢, a, A, u,y) wegen

v > 1. Das Maximumprinzip auf B, (y) liefert v(y,t) < supgn ug. Dabei

war p beliebig und fiir © — 0 erhalten wir das gewiinschte Ergebnis.
0

COROLLAR 15.4 (Eindeutigkeit fiir das Ganzraumproblem). Fir
T > 0 gibt es hichstens eine klassische Losung u des Ganzraumpro-
blems aus Satz 14.5 mit einer Wachstumsabschdtzung

(15.2) lu(z,t)| < Ae® vt

BEWEIS. Es geniigt, die Differenz w zweier Losungen u und v zu
betrachten. w ist von derselben Klasse und erfiillt die Wachstums-
abschéitzung. Das Maximumprinzip, angewandt auf w und —w zeigt
w=0. U
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Die Halbgruppe fiir den Ganzraum. Die eindeutige Losbarkeit
liefert uns die Existenz eines Losungsoperators, also einer Halbgruppe.

COROLLAR 15.5. Die Wdrmeleitungsgleichung im Ganzraum,
(0 — A)u = 0, mit Anfangsbedingung u(.,0) = g
erzeugt im Funktionenraum X := CP(R") = {u € C°(R")| ||ul|oo < oo}
mit Norm ||u||cc = Supgn |u| eine Halbgruppe,
S(t): X 3ug— u(t) € X.
Es gilt S(t) o S(s) = S(t+s) firt,s >0, S(0) =id und die Abbildung
[0,00) 3t S(t)ug € X ist stetig fiir alle up € X.

BEWEIS. Wir definieren S als S(0) := id und S(t) durch die Dar-
stellungsformel (14.6). Dies liefert sofort die Stetigkeit. Fiir die Halb-
gruppeneigenschaft stellen wir fest, dass

S(.) o S(s)ug und S(. + s)ug

beide Losungen zu demselben Anfangswertproblem sind, also nach dem
Eindeutigkeitssatz {ibereinstimmen. [J

Regularitat. Wir wollen schliefllich noch feststellen, dass alle klas-
sischen Losungen glatt sind.

SATZ 15.6. Sei 2 C R™ beliebig und u eine klassische Lésung der
Wirmeleitungsgleichung mit beliebigen Anfangsbedingungen. Dann gilt

(15.3) u e C®(Q x (0,00)).

BEWEIS. Wir betrachten einen Punkt (z,t) € Q x (0,00). Wir
wéhlen nun eine Abschneidefunktion n € C§°(§2 x (0, 00)), fiir die gilt

n(y,s) = 1¥(y,s) € Be(x,t) C Q2 x (0,00).
Die Funktion v(x,t) = u(z,t) - n(x,t) 1ost dann
v(y,0) =0, (0 —A)v = (Ou — Au)n + udyn — 2Vu - Vi — uln.

Die Funktion v kann trivial auf ganz R™ x [0,¢] fortgesetzt werden.
Diese Fortsetzung v 16st dann eine Wéarmeleitungsgleichung auf dem
Ganzraum mit Anfangswerten 0, mit beschrénkter rechten Seite, und
die Anfangswerte erfiillen die Wachstumannahme (15.2). Diese Losung
ist eindeutig nach Corollar 15.4 und stimmt also mit der Darstellungs-
formel aus Satz 14.5 iiberein. In der Umgebung von (z,t) verschwindet
f und wir kénnen in der Formel unendlich oft unter dem Integral dif-
ferenzieren. Dies liefert das Ergebnis. [
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16. Existenz von Losungen mit Rothe-Methode

Ahnlich wie in der Laplace-Gleichung finden wir mit der Funda-
mentallosung eine Losung der Warmeleitungsgleichung im Ganzraum.
Die Frage ist: Wie 16sen wir auf beschrankten Gebieten?

Die nachfolgende Methode ist von enormer Wichtigkeit, denn sie
erlaubt sofort die Behandlung inhomogener Probleme, also mit rech-
ter Seite und mit nichttrivialen Randbedingungen. Weiterhin erlaubt
die Methode auch die Behandlung allgemeiner elliptischer Operatoren
und sogar die Behandlung nichtlinearer Probleme. Wir werden sie jetzt
allerdings fiir den einfachsten Fall vorstellen.

Wir wollen die Methoden am einfachsten Fall darstellen. Sei also 2
ein beschranktes Lipschitz-Gebiet im R". Wir wollen folgendes Problem
(P) losen,

O — Au=01in Q x (0, 00),
u = 0 auf 90 x (0, c0),
u = ug auf Q x {0}.

Zunéchst eine fundamentale Feststellung.

BEMERKUNG 16.1. Jede klassische Lisung u von (P) erfillt fir alle
te0,T]

1 ¢ 1
160) SOl + [ IVl ds = 5wl

BEWEIS. Es geniigt, die Gleichung mit u zu multiplizieren, und
iiber © und iiber (0,t) zu integrieren,

0—/ / (O — Au) - u—/ / [at-|u|2+|vu|2]
~5 [ luto) ——/|U0|2 //ﬂw?

Dies war die Behauptung.

107
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Auf der a priori Abschditzung (16.1) beruhen viele Methoden, mit
denen die Existenz von Losungen gezeigt werden kann.

16.1. Programm fiir Existenzresultate wund Funktio-
nenrdume. Ein allgemeines Schema fiir Existenzresultate ist das fol-
gende. Das Schema kann mit unterschiedlichen Approximationsmetho-
den in Schritt 1 ausgefiihrt werden. Bei einer Ortsdiskretisierung spricht
man von einem Galerkin-Verfahren, bei einer Zeitdiskretisierung auch
von der Rothe-Methode.

N

(1) Konstruiere fiir N € N approximative Losungen u" .
(2) Zeige die Abschitzung (16.1), also
™| 20,721 @) < €,

mit C' unabhéingig von N.
(3) Finde einen Limes u im Raum L*(0,T; H}(Q2)).
(4) Zeige, dass u die Gleichung 16st.

Sobolevraume. In obigem 'Programm’ haben wir schon symbo-
lisch den Raum L*(0,T; H'(Q)) verwendet, den wir nun definieren
miissen.

L7(0,T; L*(9)) := L*((0,T) x ),
L*(0,T; H()) := {u e L*((0,T) x Q) : V,u € L*((0,T) x Q) }.

Dazu wird die natiirliche Norm definiert, also

HUH%Q(O,T;Hl(Q)) = HUH%Q(QX(O,T)) + ||vu||%2(QX(O,T))'

Beide Réume sind Hilbertraume (mit dem kanonischen Skalarprodukt
fiir den zweiten Raum).

Um das Bochner-Integral (s.u.) zu vermeiden, definieren wir noch
die folgenden zeitabhéngigen Funktionenrdume elementar.

L*(0,T; Hy () := {u € L*(0,T; H'()), u(t) € Hy(?) fiir f.a. ¢}
L*(0,T; HY(Q)) := L*(0,T; Hy(Q))".

Falls die Parameter T und ) fixiert sind benutzen wir auch die
Abkiirzungen L?L? und L?H} und L*H~'.

Bochner-Integral. Man kann auch einen anderen Standpunkt
einnehmen. In der Denkweise der Halbgruppentheorie wiirde man z.B.
eine quadratintegrierbare Funktion u : Q x (0,7) — R auffassen als
eine Abbildung v : (0,7) — L*(€2). Es handelt sich also um eine Funk-
tion mit Werten in einem Banachraum. Solche Réume lassen sich mit
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dem Begriff des Bochner-Integrals definieren, alle obigen zeitabhéngi-
gen Funktionenrdume sind damit in natiirlicher Weise definiert. Dieser
Zugang wird im Appendix kurz vorgestellt.

16.2. Existenz von Losungen der homogenen Gleichung.

Approximative Losungen. Die Rothe-Methode ist eine Diskreti-
sierung der Zeit. Wir geben uns ein Zeitintervall [0, 7] vor. Nun wihlen
wir eine grofle Zahl N € N und unterteilen das Intervall [0, 7] in Inter-
valle [ty, tg1] mit ¢y = k- At und At = T'/N. Die Losung u soll in den
Zeitpunkten t;, approximiert werden durch u(ty) ~ uy € L*(2). Dafiir
definieren wir die Familie u;, durch die Vorschrift (implizite Zeitdiskre-
tisierung)

Uk+1 — Ug
At
Der Existenzsatz fiir elliptische Gleichungen in Corollar 9.3, liefert die
Losbarkeit von Gleichung (16.2). Tatséchlich ist das ¢ in dem Satz

gleich 4+1/At, also insbesondere positiv.

(162) = AUk+1, U1 € Hé(Q)

A priori Abschitzungen. Wir testen die Vorschrift (16.2) mit

up41 und erhalten mit der L*(Q2)-Norm ||.|| = ||.]|z2
1
At (Jrsr [|* = (urs wrs1)) = =1 Vg ||*.

Wir multiplizieren mit At und summieren iiber alle k. Wir verwenden
auBerdem (uy, upy1) < (Jurgl]® + [Jurl|?)/2.

N N-1
— ALY IVl = s * = (g, )
k=1 k=0

N—
(16.3) > 3 el = esl?) = gl l? — 3 o]

k=0
Wir haben damit das diskrete Analogon zur Abschitzung in (16.1)
erhalten.

Auf [0,T] definierte Funktionen. Zu den Werten (uy)g—1, .

man nun eine stiickweise konstante Funktion @V definieren. Man erhélt
eine Funktion @" : [0,T] — H(Q) durch die Definition

—

—_

N (t) = upyr i t € (tg, trea).

Ahnlich kann man auch die lineare Interpolation definieren. Man erhilt
eine Funktion u” : [0, 7] — L*(Q) durch die Definition

uN(t) = pug + (1= pugyr  fir £ = pty, + (1= p)teg, pe [0,1].
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Diese Funktion erfillt dann
N () = oL T

firt € (tk, tk+1).
tpt1 — tk

Das nachfolgende Lemma fasst unsere Resultate zusammen.

LEMMA 16.2. Fiir ug € H} sind die Funktionen u™ und a" be-
schrinkt im Raum L2(0,T; H}(RY)), die schwache Zeitableitung Oyu®
ezistiert in L*(0,T; HY () und es gilt

(16.4) o™ (., t) = Aa™ (., t) in HH(Q) fir fast alle t € (0,T).
Insbesondere ist Oyu® beschrinkt im Raum L*(0,T; H~(Q)).

Limesbildung. Wir wollen nun Limiten " — « und @V — u

fiir N — oo bilden. Die Funktion u ist dann ein Kandidat fiir die
Losung. An dieser Stelle miissen wir einen abstrakten Satz aus der
Funktionalanalysis verwenden.

SATZ 16.3. Sei Z ein reflexiver Banachraum und zn € Z eine Folge
mit ||zn|lz < C unabhingig von N. Dann ezistiert eine Teilfolge mit

etnem schwachen Limes z. Dies bedeutet, dass ein z € Z und eine
Teilfolge (N )y existiert, so dass fir jedes (@) € Z' = L(Z,R) gilt

(0} (z5,) = (@) (2) fiir k — oo.

BEMERKUNG 16.4. Die zeitabhingigen Funktionenrdume aus Ab-
schnitt 16.2 sind alle Hilbertraume und damit reflexiv. Insbesondere
haben alle beschrinkten Folgen schwach konvergente Teilfolgen.

Insbesondere gilt fiir die approximativen Losungen u” € L2H} und
u: Es gibt eine Teilfolge (wieder u”¥ und @ genannt) und schwache
Limiten v € L?H} und @ € L*H} mit

™ — w,u’N — uin L*H; fir N — oo,

Wir wollen nun zeigen, dass u = u.
Dazu betrachten wir eine Testfunktion ¢ € C§°(Q2 x (0,7)).

() () = / (@) () di = 3 At tunplt) + 0 ()

(™) ()

/ (1 = s)ug_1 + sug, p(tg_1 + sAt)) ds

kf: { (w1t 1>>+§<uk,w<tk>>}+o(%).
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Dabei kommt der Fehlerterm durch Differenzen ¢(t)—p(tx) im Intervall
(tk—1,tr) zustande. Die formale Rechnung fiir den ersten Term lautet

N te
Z/ (uk, o — o(tk)) 120
k=1 tk—1

(@) (p) — Z At (ug, (tr)) r2(0)

< Jugllz207:22(0)) - % < C%,
wobei C' von ¢ abhéngt, aber nicht von N. Unser Ergebnis ist, dass die
Ausdriicke fiir (@) (¢) und (u") (¢) bis auf einen Term der Ordnung
1/N iibereinstimmen.
Schwache Limiten sind automatisch auch Limiten im Distributions-
sinn auf © x (0,7) (denn die Anwendung auf eine glatte Testfunktion
definiert ein lineares Funktional). Im Limes gilt

(@) (p) = lim (@") (¢) = lim (u™) () = (u) (¢),

also u = u.
Wir kénnen nun nachweisen, dass v Losung der Gleichung im Dis-
tributionssinn ist: Fiir jedes ¢ € C§°(§2 x (0, 7)) gilt

(0, D) = = (Dup, u) — = (Dup, u) = (ip, D)
"2 (0, ATV = (Mg, V) — (Ap,u) = (p, Au).

Also gilt d,u = Awu im Distributionssinn.

Wir stellen schliefilich noch fest, dass fiir u € L?H; der Ausdruck
Auw ein lineares stetiges Funktional auf L2H]} definiert. Also gilt Au €
L?H~! und wegen der Gleichung also auch d,u € L?H 1.

Limesbildung in der Anfangsbedingung. Es bleibt noch die
Gleichung u(.,0) = ug zu kléren. Tatséchlich hat die gefundene Funk-
tion u (zunéchst) keine Anfangswerte im klassischen Sinn.

DEFINITION 16.5. Fiir ug € L*(Q) und u € L*(0,T; H}(Q)) mat
O € L*(0,T; H1(Q)) definieren wir:

w erfillt die Anfangsbedingung u(.,0) = ug im schwachen Sinne

PR / @ralt), 9., 1)) + (u(t), Dol £)) dt = — (o, (., 0))
fiir alle p € C5°(Q2 x [0,7)).

Mit dieser Definition kénnen wir die Annahme der Anfangswerte
problemlos nachweisen. Insgesamt haben wir eine Losung des Anfangs-
Randwertproblems gefunden.
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SATZ 16.6. Fiir Q C R™ beschrinkt, ug € L*(Q) und T > 0 gibt es
eine Losung v € L*(0,T; H}(Q)) von

du—Au =0 in D'(Q2 x (0,7)),

w erfillt u(.,0) = ug im schwachen Sinne.

BEWEIS. Schritt 1: Approximation der Anfangswerte. Wir haben
zuvor die Existenz einer Losung fiir ug € H} gezeigt. Ein allgemeines
up € L*(Q) wird approximiert durch H(Q) 2 u) — wuy in L*(Q)
(C2°(9) ist dicht in L*(), vergleiche auch den Dichtheitssatz 5.2). Wir
nennen nun die zugehorigen Losungen u”. Dann sind die u” ebenfalls
wie in der a priori Abschéitzung (16.3) beschriankt. Mit Satz 16.3 finden
wir einen schwachen Limes u, der die Gleichung im Distributionssinn
16st.

Schritt 2: Annahme der Anfangswerte. Fiir festes ¢ € C§°(§2 x
[0, 7)) gilt die Integralgleichung aus Definition 16.5 fiir u”, da diese
Funktion stiickweise affin ist.

/0 (O™ (1), (1)) + (WM (1), 0p(., 1)) dt = —(ug’, (., 0)).

Die Funktionen O,u" sind beschrinkt in L2H ' und nach Auswahl ei-
ner Teilfolge konnen wir annehmen, dass die Funktionenfolge d,u” in
L?H~! schwach konvergiert; dann automatisch gegen den Distributi-
onslimes dyu. Da ¢ als Element des Dualraumes von L?(0,T; H'(Q2))
aufgefasst werden kann, kénnen wir den Limes bilden. Dieselbe Glei-
chung gilt also auch fiir u, was bedeutet, dass die Anfangswerte im
schwachen Sinne angenommen werden. [J

16.3. Verallgemeinerungen. Die Methode funktioniert mit Va-
riationen auch

e auf unbeschriankten Gebieten,

e fiir rechte Seiten f # 0,

o fiir Randwerte g # 0,

o fiir allgemeine elliptische Differentialoperatoren.

Rechte Seite f. Zunichst stellen wir fest, dass die a priori
Abschétzungen mit Modifikation erhalten bleibt. Wir multiplizieren
die Gleichung O,u — Au = f mit «w und integrieren iiber (2 und iiber
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(0,7).

/OT/Qf-u:/OT/Q(atu—Au)-u:/OT/Q[at%|u|2+|Vu|2}
:%/ﬂ]u(T)]Q—%/Q\u012+/0T/Q|Vu]2.

Die Abschéitzung lautet damit

(mmHMﬂﬁHQAIWwﬂﬁwk=WM@+A<ﬂ$w®m;%-

Fiir f € L*(0,T; H*(2)) finden wir insbesondere fiir beliebiges § > 0
T
2/ IVus)lIze ds < lluollz> + 1fllzzozsm-10)  llull 20,73 (0
0

1
< luoll3> + SH]CH%2(O,T;H*1(Q)) + 5HU||%2(0,T;H5(Q))-

Mit der Poincaré Abschitzung finden wir

T
sy < € [ IVu(s)is ds

C
< Cllugll72 + g“f||%2(0,T;H*1(Q)) + 50”“”%2(01;1{3(9))-

Wir wéhlen § kleiner als die Inverse der Poincaré Konstanten C, ab-
sorbieren die rechte Seite in die linke und finden mit einer neuen Kon-
stanten C' die endgiiltige Abschéitzung

(16.6) [[u(T)|[720) + ||u||%2(O,T;H01(Q)) < Clluolliz + Cl 220001
Die Zeitdiskretisierung wir nun in natiirlicher Weise abgeédndert auf

Ugr1 — U
(16.7) S = D+ fio e € Hy().
Dabei setzen wir allerdings fiir fj nicht den Wert in ¢, denn wir
haben keine punktweise Kontrolle fiir f. Wir wéahlen stattdessen den
Mittelwert

fi = ]1 £(s) ds.

Wir schreiben fV fiir die stiickweise konstante Funktion, die auf
dem Intervall (ty,tx1) mit fi iibereinstimmt, in Formeln fM(t) =
>k JiX(tte ) (t). Die wichtige Eigenschaft der Funktion fV ist, dass
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wir die Norm nicht vergréBert haben. Wir schreiben X fiir H () und

rechnen
/ )
tp—1

2

¥ o0y = D A Ifilk =Y At (A~
k k

th 2
<30 / £l
<30 RS

X

- HfHLQ((LT;X)'

Dabei haben wir in den Ungleichungen Satz 18.2 und die Holder-
Ungleichung verwendet. Nach Satz 16.3 hat die Folge fV einen schwa-
chen Limes f. Durch Anwendung auf glatte Testfunktionen verifiziert
man wieder f mit f und erhélt

Y — f schwach in L*(0,T; H'(Q)).

Die Iterationsvorschrift aus Gleichung (16.7) ist 16sbar nach dem
Existenzsatz fiir elliptische Gleichungen in Corollar 9.3.

Wieder wollen wir fiir die diskreten Gleichungen die a priori
Abschétzungen ableiten. Wir testen die Vorschrift (16.7) mit w1 und
erhalten

1
A ([t |I” = (e wis1)) = = Vg |* 4+ (fre wrsr) -

Wir multiplizieren mit A¢ und summieren iiber alle k. Wir verwenden
wieder (up, wer1) < ([Juesal® + lluel*)/2,

N-1 N
ALY (frrunen) = At Y |[Va|® = Z a1 = (e, wpsr)
k=0 k=1
N— 11
1 2 2y _ L 2 1 2
2.3 (e [I* = sl = Sllunll” = Sluoll

Wir sammeln positive Terme auf die linke Seite und erhalten

N N-1

1 1

Shunl®+ At Y [ Vurl* < Slluoll® + At Y (i, i)
k=1 k=0

) N 1/2 N 1/2
< ol + (At Znuknz&) - (At > ufknz1>
k=1 k=1
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N N
1
< Sluol® + CoAt Y |[Vuxlliz + <At Y | filliis,

k=1 k=1

N | —

wobel wir die Poincaré Konstante C verwendet haben. Fiir kleines § > 0
konnen wir wieder den u-Term in die linke Seite absorbieren und finden

N N
(16.8)  Juwl? + At Y JurlE < Clluol® +CAL Y || fll-+.
k=1 k=1

Wir haben damit das diskrete Analogon zur Abschétzung (16.6) erhal-
ten.

In der Limesbildung mufl man auch den Limes der diskretisierten f
bilden. Wir verwenden die oben gezeigte schwache Konvergenz f — f
schwach in L2(0, T; H='(2)). Die Limesbildung fiir vV funktioniert wie
im homogenen Fall und liefert wieder die Gleichung fiir den schwachen
Limes u.

Allgemeine elliptische Operatoren. Dieser Punkt bezieht sich
auf die parabolischen Probleme

(16.9) O+ Lu = f auf Q x (0, 00),

L wie in Abschnitt 9 ein elliptischer Differentialoperator in Divergenz-
form,

(16.10) Lu(z) = — Y _ di(ai;(z)du(x)) + Zbi(x)@u(m) + () u(x)

ij=1

mit beschréankten Koeffizienten, die (a;;(z)) elliptisch wie in (8.11) mit
einer Konstanten 7 > 0. Der Existenzbeweis fiir diesen allgemeinen
Fall ist fast wortlich (bis auf langere Formeln) wie der Beweis fiir den
Laplaceoperator.

17. Eindeutigkeit und Regularitit
Wir haben Losungen konstruiert mit der Regularitét
(17.1) u € L*(0,T; HY (), 0w e L*(0,T; H1(Q)).

Wir werden feststellen, dass Funktionen mit diesen Eigenschaften noch
die zusitzliche Eigenschaft u € C([0,T], L?(Q2)) haben. Dies ist ein In-
terpolationsergebnis: Die rdumliche und zeitliche Regularitit aus (17.1)
liefern zusammen die 'gemischte Raum-Zeit-Regularitét’. Der Satz ist
ganz abstrakt und nutzt nicht aus, dass u Losung einer Gleichung ist.
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17.1. Der Interpolationssatz fiir Raum-Zeit Funktionen.

SATZ 17.1 (Stetigkeit in L?). Sei u gegeben mit
u € L*0,T; Hy(Q)), 0O € L*(0,T; H()).
Dann gilt nach Abdnderung von u auf einer Nullmenge von t’s:
(1) w ist von der Klasse
u € C°(0,T), L*(2)).
(2) Die Abbildung
t [u(t)]|z

st absolut stetig mit schwacher Ableitung

d 2 _
Iz =2 (u(t), du(t))

BEWEIS. Wir setzen u trivial auf R fort, d.h. wir setzen u(t) = 0 fiir
t € (—00,0) U (T, 00). Fiir eine Dirac-Folge 7. € C§°(R,R), (n.) — do
im Distributionssinn betrachten wir die gegléatteten Funktionen

ue(t) == (u*n:)(t) := /Ru(s)na(t — s)ds.

1.) Es gilt u. — u in L*(0,T; Hj(2)) fiir € — 0. Dies folgt wie die
analoge Aussage iiber Faltungen oder aus dem abstrakten Satz iiber das
Bochner-Integral, 18.2. Insbesondere gibt es einen Punkt ¢, € (0,7),
so dass u.(tg) — u(t) in L*(Q) fiir € — 0. (Es gilt sogar die Konver-
genz fiir fast alle ¢y und Konvergenz in H'(2)). Weiterhin kénnen wir
differenzieren,

Oruc(t) = /Ru(s)ﬁme(t —$§)ds = /Ré?tu(s)ng(t —8)ds = ((Opu) * 1) ().

Fiir voneinander verschiedene Werte von e, ndmlich €, und &5, konnen
wir berechnen

d 2
EHuEl (5> - u€2<S)HL2 =2 <u51 (8) — Uey (S>7 atuEl (5) - atu€2<5)> )

also auch

||u51(t) - u82<t>||%2 = HU’El (to) - u62<t0)”%2

9 / (1 (8) — 112y (5), Dyt (5) — Byt (5))

to
< lue, (to) — ue, (to) |72

+ 2||u81 - u62||L2(0,T;H3(Q)) : ||8t[u51 - u€2]||L2(0,T;H*1(Q))

— 0
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fiir 1,69 — 0, gleichméfBig in t. Die Funktionen wu. konvergieren also
punktweise gegen eine Grenzfunktion u. Da dieser Limes gleichzeitig
auch der L*(Q x (0,T))-Limes ist, gilt @ = u, die Folge u. konver-
giert also in C°((0,T), L*(2)) gegen u. Als gleichméBiger Limes stetiger
Funktionen ist dann auch u stetig (Stichwort: $-Beweis).

2.) Wir konnen fiir beliebige Punkte ¢, t, € (0,T") schreiben

) e e el = [ (o) ds =2 [ (o), D) .

t1 t1

Wir kénnen den Limes ¢ — 0 auf beiden Seiten bilden, wobei wir auf
der linken Seite 1.) ausnutzen. Es folgt

lu(t2)][2 — fut)|2 = 2 / " (uls), Byu(s)) ds.

t1

Dies ist die gewiinschte Absolutstetigkeit und liefert auch die Formel
fiir die schwache Ableitung. [

17.2. Folgerungen fiir Losungen. Wir betrachten Losungen u
des nachfolgenden Problems (P):

dwu—Au= fin D'(Qx(0,7T)),
w erfiillt u(.,0) = up im schwachen Sinne,
u € L*(0,T; Hy(Q))
fiir gegebenes f € L?(0,T; H*(Q2)) und ug € L*(9).
LEMMA 17.2 (Energiegleichung). Sei u eine Losung von (P). Dann

hat w einen stetigen Repréisentantenu € C([0,T), L*(Q)). Dieser erfiillt
u(0) = ug klassisch und zusdtzlich die Energiegleichung

1 ! 1 !
SOl + [ 1906 ey ds = 5l + [ (5) D s

BEWEIS. Stetigkeit in t = 0. Zunéchst stellen wir fest, dass u als
Losung der Gleichung auch v := dyu € L*(0,T; H 1(Q)) erfiillt. Um
den Interpolationssatz 17.1 anwenden zu konnen, miissen wir allerdings
noch 0 € [0,7) zu einem inneren Punkt machen. Wir setzen dafiir u
und v auf (=7, 7T) fort durch

(t) = {u(t) fi ¢ >0, {v(t) fir £ > 0,

u(—t) fiirt <0, —v(—t) fiirt <0.

Die Fortsetzungen erfilllen @ € L*(=T,T;H}(2)) und o €
L*(=T,T; H1(Q)). Wir behaupten, dass fiir die Distributionsableitung
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die Gleichung 0u(t) = v(t) gilt. Tatséchlich, fiir p € C§°(Q x (=1,7T))
und ¢(t) = @(_t%

<atﬂ’ QD> == <€L7 at90>

:_/ (u(—=s), Byp(s)) ds—/o (u(s), Oip(s)) ds

-T

=A<wm@m»@—4<mw@wwds
wmw=—l«wmm»w+l«wmm»w

Subtraktion der beiden Ausdriicke liefert gerade die Terme, wie sie in
der Definition der schwachen Anfangswerte vorkommen, einmal fiir ¢
und einmal fiir 1. Wegen ¢(0) = ¢(0) sind die Ausdriicke identisch. Da-~
mit ist gezeigt, dass tatsichlich yu(t) = o(t) € L*(—=T,T; H™') und wir
kénnen nun 0 € (=7, T) als einen inneren Punkt von u auffassen. Nach
Satz 17.1 hat u einen stetigen Repréisentanten u € C'([0,T"), L*()).

Klassische Annahme der Anfangswerte. Wir wéhlen eine spezielle
Testfunktion, p(z,t) = po(z)n.(t) mit o € CF°(Q) und n-(t) = n1(t/e)
mit 7; € C§°(R,R) und 7;(0) = 1. Dann gilt nach Definition der schwa-
chen Anfangswerte

A<wwmmmwﬁ+l<mm%w%wﬁ=—wmm.

Wir bilden den Limes € — 0. Das erste Integral verschwindet im Limes,
weil (Oyu(t), o) integrierbar ist. Fiir das zweite Integral gilt

/0 (u(t), o) Opme(t) dt — /O (u(0), o) A= (t) dt — 0

wegen der L?(Q)-Stetigkeit von u in t. Schliellich konvergiert, wegen
fOT om- = —1, das letzte Integral gegen das Gewiinschte,

A(W%%W%@ﬁ*—w@wﬁ

Wir erhalten die gewiinschte Relation u(0) = wy.
Energiegleichung. Fiir die Energiegleichung miissen wir nur die Ab-
solutstetigkeit der Norm ausnutzen.

@) = ) = [ Gz ds = [ 2u(e),Buu(s)) ds

:/0 2 (u(s), Au(s) + f(s)) ds
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t
—— [ 2ATule + 2 uls). £(5)) ds.
0
Dies ist die behauptete Energiegleichung. [

SaTz 17.3 (Existenz und Eindeutigkeit). Zu f € L?(0,T; H=1(Q))
und uy € L*(Q) existiert eine eindeutige Losung u € L*(0,T; HY(Q))
der Wirmeleitungsgleichung (P). Nach Abdnderung auf einer Nullmen-
ge ist die Abbildung u : [0,T) > t — u(t) € L*(Q) stetig. Es gilt die
Energiegleichung und die Anfangsbedingung im klassischen Sinne.

BEWEIS. Die Existenz einer Losung wurde mit Satz 16.6 und den
Verallgemeinerungen in 16.3 bereits gezeigt, die Stetigkeit in Lemma
17.2. Wir miissen noch die Eindeutigkeit feststellen. Diese folgt, in-
dem man die Differenz w zweier Losungen betrachtet. Die Funktion
w 16st in demselben Losungsraum die homogene Gleichung (f = 0)
mit Anfangsbedingung ug = 0. Die Energieungleichung gilt fiir w und
impliziert w =0. [

Wir kénnen auch die Sprache der Halbgruppen benutzen, um die
Ergebnisse zusammenzustellen. Dabei entnehmen wir der Energieglei-
chung die Abschétzung ||u(t)||r2 < ||uol| 2.

SATZ 17.4. Die homogene Wirmeleitungsgleichung definiert eine
Halbgruppe

S(t) : L*() 3 ug — u(t) € L*(Q), ||S@H)|| < 1.
Fiir jedes uy € L?(Q) definiert die Halbgruppe eine stetige Abbildung
[0,00) >t +— S(t)ug € L*().

Wir fassen noch die Resultate fiir allgemeine elliptische Operatoren
L mit Elliptizitdtskonstante v > 0 zusammen. Wenn wir Corollar 9.3
fiir die Losbarkeit der Zeitschrittprobleme ausnutzen wollen, so miissen
wir b € C'! voraussetzen. Der Satz gilt aber allgemeiner fiir beschriinkte
Koeffizienten b.

SATZ 17.5. Fiir Q C R™ beschrinkt, ug € L*(2) und T > 0 gibt es
eine eindeutige Lisungu € L*(0,T; H} () mit O,u € L*(0,T; H~1(2))
von

owu+ Lu =0,
w erfillt die schwache Anfangsbedingung u(.,0) = uy.
Der elliptische Operator definiert eine Halbgruppe
S(t): L*(Q) 3 ug — u(t) € L*(), [|SH)] < e
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BEWEIS. Die Losung wird konstruiert wie in 16.3 angedeutet. Lem-
ma 17.2 gilt fiir Losungen und liefert die Eindeutigkeit. Es bleiben die
a priori Abschéatzung nachzupriifen. Dies folgt wieder durch Testen der
Gleichung mit der Losung, Lemma 17.2 erlaubt diese Rechnung fiir fast
alle ¢.

8t%||u(t)||%z = — (Lu(t), u(t))
= - Z (aijOiu(t), Oju(t)) — Z (bi0su(t), u(t)) — (cu(t), u(t))
< —y|[Vu(t)|72 + Collu®)| m||u(t)]| 2

Wir integrieren von 0 bis ¢ und finden mit der Poincaré Abschitzung
(Konstante Cp)

SO~ Sl + 2= [ )l ds
2 L2l e | H

! 2 Cg ! 2
<5 [ sl ds+7/0 Ju(s)]25 ds.

Dies gilt fiir beliebiges 6 > 0. Wir wahlen 6 = 7~ und konnen das erste
Integral der rechten Seite in die linke Seite absorbleren Wir erhalten fiir
eine neue Konstante C' die folgende Abschitzung fiir y(t) := 1|ju(t)|)3.

und yo 1= %HUOH%2

(17.2) y@§m+C£M@®

Eine Anwendung der Gronwallschen Ungleichung liefert
lu()|Z2 < lluol*e".

Mit ¢ = C/2 ist dies das gewiinschte Resultat. [

17.3. Methode als Energieminimierung. Die Losung des ellip-
tischen Problems haben wir erhalten, indem wir ein Energiefunktional
minimiert haben. Die Losung des parabolischen Problems haben wir
erhalten, indem wir in jedem Zeitschritt ein elliptisches Problem gelost
haben. Wir haben also in jedem Zeitschritt eine Energie minimiert.

Wir haben die Gleichung

1 1
—v—Av = —uy

At At
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mit v € H}(Q) gelost, und die Lésung vy, ; genannt. Dafiir haben wir
die Gleichung geschrieben als

1 1 o
/thv-cpvt/gZVv-Vgo:/QKtuk-cp Vo € C5°(92).

Dies wiederum ist die Euler-Lagrange Gleichung fiir die Energie

S I I 2 [ L
Fi(v) '_2/Q[At|v‘ +|VU!] QAtuk v.

Tatsdchlich haben wir die elliptische Gleichung geldst, indem wir diese
Energie minimiert haben. Aquivalent kann man auch minimieren

1
Fy(v) = /Q A—t|v —u)? + Vol
Mit der Dirichlet-Energie E(v) = ||Vv||7, haben wir also

1
Fy(v) = B(v) + v — welliz(q)

minimiert. In jedem Schritt soll also die Dirichlet-Energie moglichst
klein gemacht werden, mit der Nebenbedingung, dass wir in L?(2) keine
zu groBen Abweichungen vom letzten Zeitschritt haben. Man kann dies
abstrakt fassen und sagt dann: Die Wirmeleitungsgleichung ist der
Gradientenfluss der Dirichlet-Energie in der L*(2)-Metrik.
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18. Bochner-Integral

Das Ziel ist die Analyse zeitabhéngiger Funktionen in einen Banach-
raum. Dabei ist uns 7' > 0 und ein Banachraum X gegeben und wir
wollen Funktionen u : [0,7] — X untersuchen. Dafiir soll ein Begriff
der (zeitlichen) Integrierbarkeit eingefiihrt werden.

DEFINITION 18.1 (Bochner-Integrierbare Funktionen). Zu einem
Banachraum X, zu T > 0 und p € [l,00) definieren wir Y :=
LP((0,T),X) als der Raum der stark mefSbaren Funktionen u : [0,T] —

X mit
T 1/p
lully = (/ Hu(t)\rszdt) -

Wir identifizieren dabei Funktionen, die fir fast alle t € [0,T] tber-
einstimmen. Die starke Mefibarkeit bedeutet, dass eine Folge von Trep-
penfunktionen uy : [0,T] — X ezistiert mit ug(t) — u(t) in X fir alle
t€0,77].

Bemerkung 1. Man zeigt leicht, dass fiir ein stark messbares u
tatsdchlich |lu|| : (0,7) — R Lebesgue-messbar ist (sh. Ruzicka,
Lemma 1.7 in 2.1). Damit ist die Definition sinnvoll.

Bemerkung 2. Der Messbarkeitsbegriff ist sehr stark. Im Falle
separabler Zielrdume X vereinfacht sich der Begriff jedoch erheblich.
Der Satz von Pettis besagt: Sei X separabel und u : (0,7) — X. Falls
fir alle A € X’ die Funktion A(u(.)) : (0,7) — R Lebesgue-messbar
ist, so ist u stark messbar (sh. Yosida, Abschnitt V 4).

Wir fassen nun alle von uns bendtigten Resultate in einem Satz
zusammen.

SaTz 18.2 (Eigenschaften des Bochner-Integrals). Sei X ein Ba-
nachraum, p € [1,00) und Y = LP((0,T), X) wie in Definition 18.1.
Dann gilt:

(1) Fir alle w € Y ist das Integral

/OTu(t)dtGX

wohldefiniert.

(2) Y ist ein Banachraum. Es gilt der Satz von der majorisierten
Konvergenz von Lebesque.

(3) FirueY gilt

’/OTu(t) dt

T
< / () 1x dt,
X 0
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und fir A € X' gilt

<)\,/0Tu(t) dt> :/OT O () dt.

(4) Fir Diracfolgen n. : R — R mit (n.) — ¢ fir e — 0 und
ueY giltuxn. —uinY.

(5) Fiir einen reflexiven Banachraum X und p € (1,00) ist Y =
LP((0,T), X) reflexiv.

Bemerkungen zum Satz. 1. Dem klassischen Satz von Bochner ent-

spricht der erste Punkt, fiir Beweise siehe z.B. Ruzicka, Abschnitt 2.1
oder Yosida, Abschnitt V 5. Der Beweis funktioniert elementar durch
Approximation mit Treppenfunktionen.
2. Die Banachraumeigenschaft wird z.B. von Ruzicka skizziert, er
verweist allerdings auch auf Rechnungen aus der Lebesgue-Theorie.
Mit dem Satz der majorisierten Konvergenz ist folgende Aussage ge-
meint: Seien ug mit ||ug(t)||x < g(t) fiir alle t, g € L'((0,7),R) und
ug(t) — w(t) in X fir alle ¢. Dann folgt v € Y und w; — wu in der
Y-Norm. Der Beweis ist elementar, denn

|lur, — ul/% () — 0 gilt punktweise und g-majorisiert auf (0,7).

Nach dem Lebesgueschen Konvergenzsatz also auch

T
/ |lur — u||% (t) dt — 0.
0

Dies ist aber gerade die Y-Konvergenz.

3. Diese Eigenschaft hat wiederum einen elementaren Beweis, siehe
z.B. Ruzicka 2.1.14.

4. Die Approximationseigenschaft kann in der hier angegebenen schwa-
chen Form wiederum elementar gezeigt werden. Man wéhle zunéchst
eine hinreichend gute Approximation von u mit einer Treppenfunktion,
glatte diese und verwende 2.

5. Man beweist eine explizite Charakterisierung des Dualraums,
LP((0,T),X)" = LY ((0,7), X') fiir L + & = 1.

DEFINITION 18.3. Die schwache Ableitung ist im Distributionssinn
definiert. Fir u,v € Y sagen wir v = Oyu, falls

—/Tu(t)q)'(t) dt — /T'U(t)cb(t) dt

fir alle ® € C3°((0,7),R).
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Abschliessend stellen wir fest, dass jedes Element u €
L*(0,T; H'(2)) auch eine Distribution definiert,

G (0.7) 3 0% wg) = [ () pl)ony € R

Die schwache Ableitung aus Definition 18.3 stimmt mit der fritheren
Distributionsableitung iiberein.

19. Variation der Konstanten

Wir wollen diese wichtige Formel nicht unerw#hnt lassen, ver-
wenden jedoch die Variation-der-Konstanten-Formel nicht in Beweisen.

Wir betrachten wieder die inhomogene Gleichung
(19.1) Ou+ Lu=f, u(0)=um

und nehmen nun einen abstrakteren Standpunkt ein. Angenommen,
wir wissen iiber L nur, dass die homogene Gleichung d,u + Lu = 0 eine
Halbgruppe S(t) auf einem Banachraum X erzeugt (wie in Satz 17.5).

Schreibweise: Fiir die Halbgruppe S(t) : X — X, ¢ € [0, 00) schrei-
ben wir auch

e =950t : X — X.
Die Schreibweise ist suggestiv, schlieBlich gilt mit w(t) = S(¢)ug
O Mug = Ou(t) = —Lu(t) = (—L)e g,

es gilt also die tibliche Ableitungsregel fiir die Exponentialfunktion (ins-
besondere stimmt fiir Matrizen L die neue Definition mit der Definition
iiber die Reihe {iberein).

Variation-der-Konstanten-Formel. Wir erwarten (vergleiche
die Losungsformel in Satz 14.5), dass eine Losung von (19.1) konstruiert
werden kann durch folgende Darstellung (Variation-der-Konstanten-
Formel):

(19.2) u(t) = e Hugy + /t e L= £ (5) ds.
0

Wichtig ist dabei, dass wir lediglich die Halbgruppe benutzen, um die
Losung des inhomogenen Problems zu konstruieren.

Tatséchlich liefert formales Einsetzen u(0) = e~
Zeitableitung

A0 = 1y und die

Ou(t) = —Le My + /t(—L)e_L(t_s)f(s) ds + e_L(t_S)f(s)|S:t
0
= —Lu(t) + f(t).
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Ob die Funktion u aus (19.2) tatsichlich eine Losung von (19.1) defi-
niert, ist im Einzelfall nachzuweisen.
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