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Einfiihrung Mathematische Einfiihrung
Biologische Einfiihrung

Allgemeines Modell

Wir betrachten folgendes Problem:

Bolza-Problem

-
min  F(x,u) = g(x(0),x(T)) +/ fo(t, x, u)dt
0
unter x=f(t,x,u) VO<t<T

p(x(0),x(T)) =0
u(t)eUVvo<t<T
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Allgemeines Modell
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Model von Leloup und Goldbeter 1998

Claudia Denecke Drosophila
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Dynamik

Konzentration von per (mRNA und Proteine)

Xm P1 P1,3519 P3X1
dt PP Po  Paga 2%
Pis® + x10 57T X1
dxo P3x2 Posx3
— =Prxy — + — Paox;
dt 71 P31 + xo P33 + x3 202
dxs _ Paxo  Pasxs  Paxs Paoxa Paoxs
dt  Pai+x Pszs+x3 Pxs+x3 Pr+xa
dxa  Paxs Pagxy Pox4
— = — — P1axaxg + Praxg — ———— — Poox
dt Pss + x3 P37 + x4 135478 1479 P17 + x4 2074
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Dynamik

Konzentration von tim (mRNA und Proteine)

dX5 P2PP19 P4X5 P
= - — Pyox
bt PP Pl Potag S
dxs P24X6 P x7
— =Pgxs — — Paox
dt 0 T Pyt x| Pt x 2076
da _ Puxs  Pasxe  Pawx Psoxs Paox
dt P3> + xg P34 + x7 P3g + x7 Pszg + xg 077
dxg  Pogxy P3oxg P1oxg
— = - — Pi3xaxg + Piaxg — ———— — Pyox
gt Putxs  Pumir 13X + Praxo — 5 = 20X8
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Dynamik

Konzentration des per-tim-Komplexes (Zellkern und Plasma)

ng

T =P13xaxg — Praxo — P11x9 + P1ax10 — Po1x9
dx1o
e =P11x9 — P1ax10 — P22x10.
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Einfiihrung Mathematische Einfiihrung
Biologische Einfiihrung
Allgemeines Modell

Anfangsbedingungen

Variable ‘ Anfangswert H gestorte Variable ‘ Anfangswert

X1 1,5587 Vi 0,032542
X 0,4474 v 0,013224
X3 0,3936 s 0,0212523
X 0,2545 Va 0,03509
X5 1,5587 Vs 0,032542
X6 0,4477 Yo 0,013224
x7 0,3957 v 0,021253
g 0,2728 Ve 0,035094
o 0,1429 Yo 0,35095
X10 0,5595 Y10 1,7829
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Programme

AMPL "A Modeling Language for Mathematical Programming"
von Robert Fourer, David Gay und Brian Kernighan

an den Bell Laboratories entwickelt

IPOPT "Interior Point OPTimizer"

Nudocccs "Numerical Discretisationmethod for Optimal
Controlproblems with Constraints in Controls and States"

Matlab "Matrix Laboratory"
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Berechnung der Periode

Numerische Ergebnisse

L2-Minimierung

Zielfunktional

i1 (xi(t) — yi(t))?

Steuerung

1<u<3

dys _ Pagyr _ Psoys _ yy Poys

dt = Psstyr  Pastys Piaysys + Prays —u P1g+ys Paoys

Heun-Verfahren
xi(t+1) = x(t) + 0,5h(fi(t) + fi(t + 1)), h=T
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Numerische Ergebnisse

Ergebnisse: 24h

Konzentration von x; und y; Konzentration von x» und y»
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Numerische Ergebnisse

Ergebnisse: 24h
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Ergebnisse: 24h
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Ergebnisse: 24h
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Ergebnisse: 24h

Konzentration von xg und y9 Konzentration von xjg und yig
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Ergebnisse: 24h
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Steuerung u
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Numerische Ergebnisse

Schaltfunktion

Optimaler Steuerprozess mit linear auftretender Steuerung:
fo(t, x,u) = ap(t,x) + bo(t, x)u, ap(t) € R, bo(t,x) € R™
f(t,x,u) = a(t,x) + b(t,x)u, a(t,x) € R", b(t,x) € R"™™

Hamiltonfunktion:
H(E, x, A, 1) = ao(t, X) + bo(£, x)u + A(a(t, x) + b(t, x)u)

o(t,x,\) = bo(t,x) + Ab(t,x)
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Schaltfunktion

Minimumprinzip: X(t), \(t) optimal:

t
H(t,x(t), A(t), B(t)) = minueyH(t, X(t), A(t), u)

optimale Steuerung

Umin a(t) >0
u(t) = 4§ Umax a(t) <0
singuldir @ =0in [t1, t2] C [0, T]
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Numerische Ergebnisse

Ergebnisse: 24h

Steuerung u

o
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Numerische Ergebnisse

Ergebnisse: 48h

Konzentration von x; und y;

n = 2400 und tol = 108
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Ergebnisse: 48h
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Numerische Ergebnisse

Ergebnisse: 72h

Konzentration von x; und y;
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Numerische Ergebnisse

Ergebnisse: 72h
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Schaltpunktoptimierung

s: Anzahl der Schaltpunkte von u(t)
O=th<ti <.<ts<tsy1=T
u(t) =g firtg_; <t <ty,k=1,...,5s+1

Lange des k-ten Intervalls

Ep =t — tkq fir k = 1,...,s+1

affin-lineare Zeittransformation: [t,_;,tx| >t < 7 € [; —}

_ k-1 It
() = 51+ e

t(r) = (s + )& — &k — 1)+ i g
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Schaltpunktoptimierung

Identifiziere x(t) = x(7) fiir t € [tx_1, t,] und 7 € [
&= G = (s 1&A(x(7), u(7))

k—1 k
s+17 s+1

% =(s+ 1)&f(x(7), k), k=1,...,5 + 1, & =t — teq
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Schaltpunktoptimierung

s=2n=3N-1

Startschidtzung;:
T, = 18,09 und T, = 22,75

Lange der Intervalle:

Li=T, =T, —T,3=T-T>
L+L+L=T

L1 >1e—08, L, >1e—08, L3 > 1e — 08

Steuerung;:
1<u<3
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Schaltpunktoptimierung

Heun-Verfahren
xi(t+ 1) = xi(7) + 0,5h(fi(7) + fi(T + 1))

)
_ __PPg®  Paxa(n) :
fin(7) = P{I9 4xqq(r)Pre Pstxa(T) Pooxa (7);

(s+1)Lifip(r) 7T<N-1
f(r) =9 (s+1)Llafip(t) N-1<7<2N-1
(s+ 1)Lshp(r) 2N—-1<7
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Schaltpunktoptimierung

Reskalierung der Ergebnisse

%Ll(s—l—l) T<N-1
t= %L2(5+1)*L2+L1 N-1<7<2N-1
%L3(5+1)—2L3+L1+L2 2N —1<r
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Ergebnisse: 24h

Konzentration von x; und y;

n =300 und to/ = 10~*

T; = 18,0895093879 Stunden und T, = 22,7501174126 Stunden
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Numerische Ergebnisse

Ergebnisse: 24h
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L2-Minimerung
Numerische Ergebnisse Scljaltp.unktopt'!mnerung
Zeitoptimale Losung

Berechnung der Periode

Zeitoptimale Lésung

Zielfunktional
T -d(n)+a Y72 (xi(n) — yi(n))?

d(t+1) =d(t) +0,5hT(fy(t) + f4(t + 1)), h= =
fa(t) = Si21 (xi(t) — yi(2))?
Heun-Verfahren

xi(t+1) = xi(t) +0,5hT(fi(t) + fi(t + 1))
T >23 bzw. T > 40
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Zeitoptimale Lésung-Ergebnisse T > 23

Numerische Ergebnisse

Konzentration von x3 und y;

10 15
tin Stunden

n = 1200, to/ = 1078 und a = 10*
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Ergebnisse T > 23
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Ergebnisse T > 40

Konzentration von x3 und y;

] 5 10 15

n = 1200, to/ = 1078 und a = 10*
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Numerische Ergebnisse

zeitoptimale Losung-Ergebnisse T > 40

Steuerung u Schaltfunktion &
3 — 7000
28 6000
26
5000
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22 4000
2 3000
18 2000
16
1000
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1.2 0
1 1000 H i
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 0 8 10 15 20 25 30 35 40 45
tin Stunden tin Stunden

n = 1200, to/ = 1078 und a = 10*
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L2-Minimerung
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Numerische Ergebnisse

Transformation von freier Endzeit auf feste Endzeit

neue Zeitvariable

s€f0,1] mit t=sT,0<s<1

g(%(0),%(1)) + T [y fo(sT. %, i)ds
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Numerische Ergebnisse

Transformation von freier Endzeit auf feste Endzeit

neue Zustandsvariable

nt1(s) =T

mit &2 =0, %,11(0) und Xps1(1) frei
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L2-Minimerung
Numerische Ergebnisse Selllprliminicrmg

Zeitoptimale Losung

Berechnung der Periode

Transformation von freier Endzeit auf feste Endzeit

1
min  F(x, 1) = g(x(0),x(T)) + A fo(t,%(s), a(s))ds
unter X = f(t,%(s),0(s)) Y0 <s<1
P(x(0),%(1)) =0
u(t) e UV0<s<l1

mit fester Endzeit T =1
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Numerische Ergebnisse

Berechnung der Periode

Zielfunktional
>i21 (xi(0) — xi(n))?

Startschidtzung

T =241

Beschrinkung

23,5 < T <25

Startbedingungen

x1(0) = 1,5587 und x;0(0) = 0,5595
Heun-Verfahren

xi(t +1) = x;(t) + 0,5hT(fi(t) + fi(t +1)), h=T

n
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Berechnung der Periode

Numerische Ergebnisse

Ergebnisse: AMPL

Konzentration von x3

10 15
tin Stunden

n = 2400 und to/ = 10710
T = 24, 1345760443
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Numerische Ergebnisse

Ergebnisse: Nudocccs

Konzentration von x3

3 T T T T

n=401 und nard =8

T = 24,134586737702



Stabilitat

Stabilitat

homogene Differentialgleichung
x(t) = A(t)x(t), A(t+ T)=A(t), A>0

X0 = 37y 0jx0)

¢(t7 to, XO) = er']:l (b(tv to, 5])X0j

N(t, to) = (¢(t, t0, 01), ..., ¢(t, to, 6n))
Fundamentalmatrix M(t + T,t + T) = MN(¢, tp)
Monodromie Matrix M(ty) = M(to + T, to)

Eigenwerte von M sind die Floquet Multiplikatoren p;

Ein periodisches System ist asymptotisch stabil, wenn alle Floquet
Multiplikatoren |p;| < 1 erfiillen.
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