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Grundwasserstromungen Richards-Gleichung
Anwendungen

Grundwasserstrémungen

Modellierung von Wasserfluss

@ in oberirdischen (gesattigten
Schichten) meistens mit
Flachwassergleichungen.

@ in ungeséttigten Bodenschichten
und Grundwasserschichten mit
Richards-Gleichung.

Die Richards-Gleichung kann aus dem Darcy-Gesetz und der
Kontinuitétsgleichung der Hydrodynamik hergeleitet werden.
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Grundwasserstromungen Richards-Gleichung
Anwendungen

Darcy-Gesetz

@ Henry Darcy untersuchte 1856 den Wasserfluss durch eine mit
Sand gefiillte Réhre. Die Réhre war dabei vollstandig mit Wasser
gesattigt.

@ Dabei fand er heraus, dass

AH-A

Q=-K=72,

wobei Q der Wasserfluss, der den Filter in einer Zeiteinheit
durchstréomt, A der Durchmesser, L die Ldnge der Réhre und K
eine Materialkonstante ist.
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Grundwasserstromungen Richards-Gleichung
Anwendungen

Herleitung Richards-Gleichung

Der kontinuierliche Darcy-Fluss (auf ungeséattigte Medien erweitert)
q=-KO)V(+2) (2)

kann in die Kontinuitatsgleichung der Hydrodynamik

0
50 tV-a=0 (3)

eingesetzt werden und man erhalt die Richards-Gleichung
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Grundwasserstromungen Richards-Gleichung
Anwendungen

Herleitung Richards-Gleichung

Der kontinuierliche Darcy-Fluss (auf ungeséattigte Medien erweitert)
q=-KO)V(+2) (2)

kann in die Kontinuitatsgleichung der Hydrodynamik
ﬁ@ +V.g=0 (3)
ot 9=

eingesetzt werden und man erhalt die Richards-Gleichung

0~ V- (KO + 2)) =0. @
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Grundwasserstromungen Richards-Gleichung
Anwendungen

Beispiele fir Parameter

-150 -100 -50 0 50 -150 -100 -50 0 50
hyd. Potential ¢ hyd. Potential ¢/

a) Van-Genuchten-Mualem Modell flir 6sat = 0.52, Ores =
0.218, Ksat = 1.3167, « = 0.0115und m = 7.0.
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Grundwasserstromungen

Anwendungen in der Wasserwirtschaft

@ Ausbreitungen von Kontaminationen im Grundwasser

@ Auswirkungen von baulichen Veranderungen (Kanalbauten,
Versiegelungen,...)

@ Hochwasserschutz
Qo ...
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Szenario fur RB-Methoden
oden fiir Evoluti
fethodik flr Rich:

Modellreduktion durch RB-Methoden

@ Parameterstudien fur Partielle Differentialgleichungen, z.B. fur
Geometrie, Kontroll- oder Materialparameter

@ Viele schnelle Simulationen oder Echtzeitsimulationen werden
bendtigt

@ Beispiele: Designoptimierung, Parameterschétzung, statistische
Analysen,...

wp (5, 1)

Sy (-t )
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Modellreduktion durch RB-Methoden

Allgemeines Evolutionsproblem als PPDE

Wir betrachten parametrisierte partielle Differentialgleichungen
(PPDE) mit einem zusatzlichen Parameter € S C RP.

Martin Drohmann Modellreduktion fir Grundwasserstromungen



Szenario fir RB:
RB-Methoden fi

Modelreduktion durch RB-Methoden RB-Methodik fiir Ricl 3leichung

Allgemeines Evolutionsproblem als PPDE

Wir betrachten parametrisierte partielle Differentialgleichungen
(PPDE) mit einem zusatzlichen Parameter € S C RP.
Gesucht ist zu jedem Parameter p € S und zu jedem Zeitpunkt
t € [0, T] eine Lésung u(-, t; 1) € W, so dass die Gleichung

oru(; p) — L(p) [u( )] =0 Q(p) x [0, T] (5)

mit zuséatzliche Anfangs- und Randwertbedingungen - die ebenfalls
vom Parameter abh&ngen kénnen - erflillt ist.
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Szenario ft ode
RB-Methoden fiir Evolutionsgleichungen

Modelreduktion durch RB-Methoden RB-Methodik fiir Richards-Gleichung

Allgemeines Evolutionsproblem als PPDE

Wir betrachten parametrisierte partielle Differentialgleichungen
(PPDE) mit einem zusatzlichen Parameter € S C RP.
Gesucht ist zu jedem Parameter p € S und zu jedem Zeitpunkt
t € [0, T] eine Lésung u(-, t; 1) € W, so dass die Gleichung

oru(; p) — L(p) [u( )] =0 Q(p) x [0, T] (5)

mit zuséatzliche Anfangs- und Randwertbedingungen - die ebenfalls
vom Parameter abh&ngen kénnen - erflillt ist.
Beispiel: Richards-Gleichung flr unterschiedliche Materialien £(u)[u].
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Szenario fir RB-Methoden
RB-Methoden fiir Evolutionsgleichungen

Modelreduktion durch RB-Methoden RB-Methodik fiir Richards-Gleichung

numerische LOsung

Um das Evolutionsproblem zu I6sen, wird es auf einen diskreten
Raum Wy projiziert, z.B. Finite Elemente, Finite Volumen,
Discontinuous Galerkin, ...
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Szenario fir RB-Me!
RB-Methoden fiir E sgleichungen

Modellreduktion durch RE-Methoden RB-Methodik fur Richards-Gleichung

numerische LOsung

Um das Evolutionsproblem zu I6sen, wird es auf einen diskreten
Raum Wy projiziert, z.B. Finite Elemente, Finite Volumen,
Discontinuous Galerkin, ...

Gesucht ist zu jedem Parameter p € S und zu jedem Zeitpunkt
0=1< ... <tk =T eine diskrete Funktionen UX(-; ) € Wy, die die
Gleichungen

1
At

fir k =1,--- K und eine entsprechende Anfangsbedingung erfillen.

(U = U ) + Li()[U"] + Le(u)[U* — 1] =0 (6)
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Szenario fir RB-Me!
RB-Methoden fiir E sgleichungen

Modellreduktion durch RE-Methoden RB-Methodik fur Richards-Gleichung

numerische LOsung

Um das Evolutionsproblem zu I6sen, wird es auf einen diskreten
Raum Wy projiziert, z.B. Finite Elemente, Finite Volumen,
Discontinuous Galerkin, ...

Gesucht ist zu jedem Parameter p € S und zu jedem Zeitpunkt
0=1< ... <tk =T eine diskrete Funktionen UX(-; ) € Wy, die die
Gleichungen

1

At
fir k =1,--- K und eine entsprechende Anfangsbedingung erfillen.
Somit ist u(x, t; 1) ~ Un(X, t; p) == Z;}f:_(; Uk(X;H)X{tk§t<tk+1}

(U = U ) + Li()[U"] + Le(u)[U* — 1] =0 (6)
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Modellreduktion durch RB-Methoden

Idee der RB-Methode

Der diskrete Raum Wy ist meist "hochdimensional”, so dass
Gleichungssysteme von letzter Folie fr viele Unbekannte geldst
werden. => langsam

Idee: Projiziere die Diskretisierung in einen niedrig-dimensionalen
Raum Wy C Wy, der von Lésungs-Snapshots" U* (1) aufgespannt
wird. Dies ist der Reduzierte-Basis Raum.
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Szenario fur RB-Method
RB-Methoden fiir Evolutionsgleichungen

Modellreduktion durch RB-Methoden RB-Methodik fiir Richard

RB Schema |

Voraussetzung: RB-Raum Wy bekannt, und die Operatoren Lk(u)
und LE () sind affin bezlglich des Parameters zerlegbar, d.h. sie
lassen sich schreiben als

Q
Li(w)[U] = Z L{[Ulo] (), (7)
e(w)[U] = ZLZ[U]UE 1), (8)
q=1

wobei die Operatoren L,/E linear sind und strikt unabhangig vom
Parameter 1 sind und die Koeffizientenfunktionen cr,q/E(u) mit einer
Komplexitét von O(N) flr ein N < H berechnet werden kénnen.
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Szenario fir RB-Met
RB-Methoden fiir Eve gleichungen

Modelreduktion durch RB-Methoden RB-Methodik fiir Rict leichung

RB-Schema Il

Die Funktionen UK (x; u) := >N . a% ()¢, bilden fir jedes 1 € S eine
Reduzierte-Basis Lésung, falls die Koeffizentenvektoren

ak .= (ak)N_, furalle k =1,...,K und u € S die Gleichungen
1 Q Qe
At(a —d N+ ol(uL[d]+ > olleld'1 =0 (9)

fir k =1,--- K und eine entsprechende Anfangsbedingung erfillen,
wobei die Matrizen durch

(L7)m,n 3:/91—7(<Pn)</7m: mn:-/L (on)em (10)

gegeben sind.
Somit ist Uy(x, t; 1) = Un(X, t; ) == Zf:_(; UR (X )X (te<t< iy
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Szenario fur RB-M
RB-Methoden flir

Modellreduktion durch RB-Methoden RB-Methodik fir R e———

Generierung der Reduzierten Basis [Offline-Phase]

@ Beginne mit initialer Reduzierter Basis Wy, die z.B. aus den
Anfangswerten konstruiert werden kann.
@ Erweitere die Basis induktiv um eine weitere Basisfunktion
o Berechne Uy (t*; ) firalle k =0,...,Kundpe M C S
o Finde das umax € M, fur das ||Uy — Un|| maximal ist. Am Besten
mit Hilfe eines a-posteriori Fehlerschatzers
o Konstruiere aus RB-Funktionen Uy(x, t; umax) die néchste
Basisfunktion ¢, ;-

bis: maximaler Fehler unter vorgegebener Schranke ey.
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Modellreduktion durch RB-Methoden

Probleme

@ Der Operator £(1:) in einer Evolutionsgleichung ist oft
nicht-linear, z.B. fir die Richards-Gleichung (nicht-lineare
Diffusion)

@ Die Zerlegbarkeit von Lz,¢(1) beziglich des Parameters (. ist a
priori nicht immer gegeben.

@ Transformationen des unterliegenden Gebietes Q() sind im
RB-Schema nicht mdglich, weil RB-Funktionen aus gleichem
Raum kommen missen.
= Geometrietransformation ® : Q — Q(u).
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sgleichungen

RB: g
Modellreduktion durch RB-Methoden RB-Methodik fur Richards-Gleichung

Lésung zu Problemen 1 und 2

Mittels empirischer Interpolation kann ein Operator £/ (1) in affin
zerlegbare Form gebracht werden:

M
InlCye(IVII = Y Ym(Vi 1)ém (11)
m=1

Hierbei sind die Koeffizienten durch

Ym(Vip) i= L/T(1)[V](Xm) (12)

gegeben und die Funktionen {¢,}M_, bilden die Basis eines sog.
kollateralen Basisraums.
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sgleichungen

RB: g
Modellreduktion durch RB-Methoden RB-Methodik fur Richards-Gleichung

Lésung zu Problemen 1 und 2

Mittels empirischer Interpolation kann ein Operator £/ (1) in affin
zerlegbare Form gebracht werden:

M
InlCye(IVII = Y Ym(Vi 1)ém (11)
m=1

Hierbei sind die Koeffizienten durch

Ym(Vip) i= L/T(1)[V](Xm) (12)

gegeben und die Funktionen {¢,}M_, bilden die Basis eines sog.
kollateralen Basisraums. Fir explizite Verfahren, d.h. £, = 0 kann die
empirische Interpolierte in das RB Schema tibernommen werden.

WestrRuscne
Wit

—_—
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od lutionsgleichungen

Modellreduktion durch RB-Methoden RB—Methé)dik far Richards—Gieichung

Lésung zu Problem 3

@ Das Problem wird mittels einer diffeomorphen
Geometrietransformation ® : Q ¢ R” — R" auf ein
Referenzgebiet ) Gibertragen.

@ Fir Finite Elemente Verfahren gibt es einen Ansatz diese
Transformation in affine Transformationen auf Teilgebieten
aufzuteilen. Aber: Ubertragung auf Finite Volumen Verfahren
nicht moéglich.

@ Daher betrachten wir allgemeine — auch nicht-affine —
Geometrietransformationen ®, wodurch sich die die Form der
Evolutionsgleichung verandert. (Kettenregel)
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sgleichungen

Modellreduktion durch RB-Methoden r Ric ds—G[eichung

Beispiel einer Geometrietransformation

Um eine allgemeine Geometrietransformation mit der
Richards-Gleichung verwenden zu kénnen, betrachten wir die
aquivalente Kirchhoff’'sche Darstellung

orc(u) — Au—V - (Ks(c(u))Vxq) =0. (13)

mit der Kirchhoff-Transformation &, so dass die Funktion ¢ qualitativ
der Sattigung 6 entspricht.

Hier ist die Nicht-Linearitat im Konvektionsterm, und eine
Geometrietransformation lasst sich verwenden.
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sgleichungen

RB sg
Modellreduktion durch RB-Methoden RB-Methodik fur Richards-Gleichung

Beispiel fir Richards-Gleichung(Fortsetzung)

Der Diffusionsterm kann dann durch

Vi - (Vxl) = Vi - (G'GV3l) + Vi - (v) — (V- V)b, (14)

und der Konvektionsterm durch

dx,v(U) = Vs - ((Ga.)'v(D)) — (Vz - (Ga.)) v() (15)
ersetzt werden, wobei
x=0"1(x) e,
U=uod e H¥Q),
G(X) = DO~ [z € R?*“und
v=G(V-G)
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Modellreduktion durch RB-Methoden

Numerische Ergebnisse 1

gle
RB Methodik fiir Richards- Glelchung

Numerische Lésungen eines linearen Problems fir verschiedene Parameter
jeweils zu den Zeitpunkten t = 0.0, t = 0.45und t = 0.9.
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Modellreduktion durch RB-Methoden

Numerische Ergebnisse 2

RB-Methodik fiir Richards-Gl

Numerische Lésungen eines nlcht linearen Problems fur verschiedene
Parameter jeweils zu den Zeitpunkten t = 0.0, t = 0.005 und t = 0. 01-._—

Martin Drohmann far Grundwasserstromungen




Evo\uhon sgleichungen

RB:
Modellreduktion durch RB-Methoden RB-Methodik fir Richards-Gleichung

Effizienz-Messungen |

| Dimensionen | Laufzeit[s] [ Max Fehler

H = 8000 23.0626 0
N=1, M=1 3.7714 0.612030
N=17, M =17 4.0709 0.019138
N=17,M =34 4.3081 0.002640
N=17, M =50 4.5474 0.001784
N=25 M=17 4.0746 0.019816
N=25 M=234 4.3142 0.004379
N =25 M=50 4.5497 0.001340

Tabelle: Laufzeitvergleich der Reduzierte-Basis Losungen zu verschiedenen
Dimensionen der reduzierten Rdume.

Gesamtdauer Offline-Phase fir N = 25, M = 50: 2920 sec.
Durchschnittlicher Zeitgewinn pro Online-Simulation:  18.5 sec.
Absoluter Zeitgewinn ab: ~ 158 Simulat.,

WestrRuscne
Wit
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