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Der retardierte Steuerprozess hangt nicht nur von dem aktuellen Zeitpunkt t ab,
sondern von allen bis t-r zurtckliegenden Zeitpunkten ab.

In dieser seiner allgemeinsten Form hat man es mit Funktionalen zu tun, die
formal von unendlich vielen Parametern abhangen.

Betrachtungen hierzu sind schwierig und wurden bisher nur rudimentar
durchgefihrt.

Deshalb die Beschrankung auf eine konstante Retardierung:

y(t) = x(t — 1)

Damit erhalten wir folgenden Steuerprozess:
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Problem 3.1 Minimiere

-
J(x,u) = g(x(T)) +/D folt,x(t), y(t), u(t))dt (3.2)

unter

= ft, (), y(t),u(), t<€0,T), (3.3)

mit vorgegebener Anfangswertfunktion ¢

2(t) = p(t), (3.4)
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der durch eine Funktion 1> : R" — R? gegebenen Endbedingung
Y(x(T)) =0 (3.5)
und der durch C :[0,T] x R" x R" x R™ — RP gegebenen Beschrinkung

C(t,z(t),y(t), u(t)) <0 (3.6)

Zu diesem Problem sollte ein Minimumprinzip im Stil des Minimumprinzip von
Pontryagin bewiesen werden.
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Wichtig fur die Formulierung des Minimumprinzips ist die erweiterte Hamilton-
funktion:

Definition 3.2 FEs sei der retardierte Steuerprozess 3.1 und eine reelle Zahl

Ao = 0 gegeben. Die erweiterte Hamilton-Funktion wird definiert durch

H(t,z,y,u, Ao, A\, 1) = Nofolt,z,y,u) + Af(t,z,y,u) + pC(t,z,y,u)  (3.11)
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Damit kann man nun das folgende Theorem beweisen:

Satz 3.2 (Minimumprinzip) Es sei (@,7) ein lokal optimales Paar fiir das
Problem 3.1, bei dem die Beschrdnkungen in der Form (3.6) vorliegen. Die

erweiterte Hamilton-Funktion fiir Problem 3.1 sei durch

H(t,z,y,u, A\, i) = folt,z,y,u) + Af(t,z,y,u) + pC(t, z,y,u)

gegeben. Dann gibt es eine absolut stetige und stiickweise differenzierbare Ko-
zustandsfunktion \ : [0, 1] — R"™, Zeilenvektor, eine Multiplikatorfunktion ji :
0, T — RP, Zeilenvektor, sowie einen Multiplikator p € R?, Zeilenvektor, so
dass die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
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(i) Fiir fast alle t € [0,T] und fiir alle uw € R™ mit C(t,z(t), y(t),u(t)) < 0,

gilt die Minimumbedingung

H(t) = H(t,2(t). 5(t). a(t), \(¢))

B (3.17)
< H(t,5(2), 5(t), w, A(2),
sowte die lokale Mintmumbedingung
H(t,2(8), 50), (), A1), ilt) = 0. (3.18)
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(ii) fir fast alle t € [0,T] gelten die adjungierten Differentialgleichun-
gen

A(t) = = Ha(t) = xpomy(t +7)Hy(t +7)

= — Ha(t,2(t), 2(t —r), u(t), A(t). (1))
— Xjoy(t + rYHy(t + r,Z(t +7), 2(t), alt + ), At + ), it + 7)),

(3.19)

(iii) im Endzeitpunkt T gilt die Transversalitdtsbedingung
MT) = g.(2(T)) + pbe (2(T)), (3.20)

(iii) fir fast alle t € [0,T'] gilt die Multiplikatoreigenschaft
p(t) =0, wCi(t,z(t),yt)u(t)) =0, i=1,....p. (3.21)

20.01.2008 Vortrag Zaferna 2008



Westfilische

JLIL ]
(o]0 LTS i T g
WL

III;.E

. Minimumprinzip

Wilhelms-Universitat
Miinster

Beweis Durch die Definition von

"la
lisst sich das Intervall [0, 7] zunichst in die Intervalle [0, Nr| und [Nr, T auf-
teilen.
Um das Problem 3.1 auf einen nichtretardierten optimalen Steuerprozess zu
transtformieren, definiert man N 41 Zustandsfunktionen auf dem Intervall [0, ]|

durch
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Um das Problem 3.1 auf einen nichtretardierten optimalen Steuerprozess zu

transtormieren, definiert man N + 1 Zustandstunktionen auf dem Intervall [0, 7]

durch
folt] = =(t—r)=0{l—7r),
&) = x(¢)
‘EQ(f} T i‘{f—l—f‘},

En(t) = z(E+(N—1)r)
und eine Zustandstunktion aut dem Intervall [0,7"— Nr] durch
Enai1(t) = =z(t+ Nr).
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Damit alle, der neu eingefiihrten Zustandsfunktionen auf dem gleichen Intervall
[0, 7] operieren, fithrt man fiir {4 eine Zeittransformation geméif
T —Nr

T

T =5

durch und betrachtet s € [0, 7] als neue Zeitvariable. Durch diese Transforma-
tion operiert {41 auf den Intervall [0, 7] entsprechend der Vereinbarung

: T Ny
‘EP\-"—|—1(S} = ‘EN—H(ST} — cfj\.,."_|_1(if]l.

Differenziert man £y nach s und berticksichtigt man die weiter unten ei-

cgefithrte Dynamik fiir die nenen Zustiande erhalt man als neue DGL
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Minimumprinzip

Car E T ﬂrf T T _ imrr
SN+1 _ SN+1 &Y flt+ Nriéng1(t).En(t), O (t) —

ds —  dt ds ,

Entsprechend lasst sich durch Substitution der Zielfunktionalanteil von £y,
berechnen. Um die Notation im Folgenden zu erleichtern wird davon ausgegan-
oen, dass das Zeitintervall ein ganzzahliges Vielfaches der Retardierung betragt.

Wie gerade gezeigt stellt es keine Beschrinkung an die Alleemeinheit dar.
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Es seien also die N + 1 Zustandsfunktionen aut dem Intervall [0, 7] durch

Solt) = a(t—r)=pt—r),
&(t) = x(t),
Ea(t) = a(t+7r),

En(t) = a(t+ (N —1)r)

ceoeben.

In vektorieller Notation definiert man
B(t) := (&(t)..... En (1) e REHI

20.01.2008 Vortrag Zaferna 2008
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Minimumprinzip

In analoger Weise werden N Steuerfunktionen eingetiithrt

O; =ult+ (i—1)r), t=1,..., N,

also

O1(t) = u(t),

Ba(t) =  ult+r),

On(t) = u(t+ (N —1)r).

O(t) := (Bo(t),....0n(1)) € RN™,

20.01.2008 Vortrag Zaferna 2008
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Fiir den Zustand = liegt nun ein nichtretardiertes Differentialeleichungssystem

VOor
=(t) = F(t,2(t),0(t)).  t<][0,r], (3.22)

hierbei ist
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mit

Fo(t) =@(t—r),
Fi(t) = f(t.&u(t). olt), 01(1)),
Fa(t) = J(t+r&(1),&1(1), 02(1)),

Fx(t) =f(t+ (N —=1)r,&n(t), Env_1(t),0n(1)).

Die Anfangswerte der Zustande &; ergeben sich aus der Stetigkeit der Zustands-
tunktion x des Ausgangsproblems 3.1 in den Punkten ir, ¢ = 0,...,N. Es gilt

demnach

20.01.2008 Vortrag Zaferna 2008 17
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o(0) = x(=r)=p(-r),

6(0) = (0) = p(0).

£00) = x(r) =& (r)

EN(H) — i‘((iw — 1)'1") = En_1(7).

Diese Bestimmungsstiicke ergeben N — 1 gemischte Randbedingungen

Ui(2(0).2(r)) = &(0) = &—1(r) =0,  i=2,....N,
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Minimumprinzip

zwel reine Anfanegsbedingungen

sowle eine Endbedingung

Uy (2(0),2(r)) =v(En(r)) =0.

Mit den treien Variablen

—_— L ¢ s —3 L _a 3 * N4+1n
2% = (68, ..., )5, BP = (&, .. &) e RAHIR,

nnd

20.01.2008 Vortrag Zaferna 2008
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- RQ(N—H]H . R(N—H]n—l—q’

definiert durch

W (2, 5P) =(0o(EY, BF), ... Uy ,q (2, EP8))

lautet die Randbedingung in vektorieller Form

T (Z(0),2(r)) = 0.

20.01.2008 Vortrag Zaferna 2008
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Das Zielfunktional von Problem 3.1 geht mit diesen Definitionen in die fol-
oende Darstellung tiber. Man definiert
T(E,0) = Zf.;,wr (i — D)r, &(1), &_1(1), 0;(1))dt

= T(E(r)) +/D Q(t,Z(t), O(t))dt.

wobel

und

folt + (i — L)r, &(t), &1 (1), 6:(t))ist.

L=,
| -
~
[1]
—
©)
i M =
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Schliefilich hat man auferund der gegebenen Steuer-Zustandsbeschriankung

C(t.z(t),x(t —r),u(t)) < 0 mit einer neuen Restriktionstunktion
R:[0.7] % RN+Ln o, pNm _ pNp
definiert durch
Ri(t,2,0) = C(t+ (i — 1)r &, &_1,0;) € RP, i=1,...,N,
eine Steuer-Zustandsbeschrankung fiir das nicht-retardierte Problem:
R(t,Z2(t),0(t)) < 0, te[0,r]. (3.24)

Insgesamt gelangt man mit der Minimierung des Zielfunktionals T(=, ©) un-
ter der Dynamik (3.22), der Randbedingung (3.23) und den Restriktionen (3.24)
zu einem nichtretardierten optimalen Steuerprozess mit gemischten Steuer-

Zustandsbeschrinkungen der Form:
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unter
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Indirekte Verfahren:

Mit Hilfe des Minimumprinzips transformiert man den
Prozess in ein Randwertproblem und I6st es durch
numerische Verfahren

Direkte Verfahren:

Diskretisierung bezuglich der zeitlichen Dimension.
Transformation in ein nichtlineares Optimierungs-
problem. Losung des selbigen.

Aufgrund der einfachen Handhabung hier eine Beschrankung auf direkte Verfahren
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Unter der Verwendung eines Einschrittverfahrens zur Diskretisierung lautet der
diskretisierte Steuerprozess:

Problem 3.4 (Diskretisiertes Steuerungsproblem) Minimiere

J(x,u) = g(x(ty)) (3.41)
unter

—xi+xi+hfp(rg, e pou;) =0, 1=0,....N—1, (3.42)

r_; =p(—th), 1=0,...k, (3.43)

P(xy) =0, (3.44)

f:._f(:I?fJ;I‘f__;c, '?_r:._;;]l < [].. 1=20,... ,i\r. (3—15}
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Verwendet man als Einschrittverfahren das einfache Euler-Verfahren, lasst
sich die Konsistenz der Adjungierten Variablen aus den KKT-Bedingungen
durch einfaches Nachrechnen zeigen.

FUr Runge-Kutta Verfahren beliebiger Ordnung muss man zumindest bei
nichtretardierten Steuerprozessen Bedingungen an die Koeffizienten stellen.

FUr retardierte Prozesse fehlt noch ein Nachweis der Konsistenz fur Riunge-
Kutta Verfahren.

Die numerische Praxis lasst aber die Konsistenz vermuten.
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e gy sl
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Y

Abbildung 5.1: Schematische Darstellung eines kontinuierlichen idealen Riihr-

kessels
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FUr einen solchen Reaktor existieren mehrere Gleichgewichtszustande.

Die Aufgabe ist es Uber die Regulierung der Temperatur der Kiuhlungs-
flissigkeit den Reaktor von einem stabilen Zustand in den nachsten zu treiben.

Dabei soll die aufgewendete Energie minimiert werden.

Abbildung 5.2: CSTR Laborautbau
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Fir die Anderung der Konzentration des Ausgangsstoffes gilt:

L dc

dt*

= F(eg—c) —kV e~ RT (",

Fiir die Anderung der Temperatur im Reaktor gilt:

IT
;ﬂ,w;*::pFCﬂﬂy—T) AHkVe 7T "

—[hA+ K(T(t — o) — TH|(T — T.).

20.01.2008 Vortrag Zaferna 2008
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Die Aufegabe ist es nun dieses System in einer bestimmten Zeit 1T’ von einem

stabilen Zustand in den anderen zu steuern. Wie von Leathrum et. al. in [16]

gezeigt wurde, existieren fiir einen solchen Reaktor drei stabile Zustiande.

Seien nun ¢ die Konzentration von A im Reaktor und T die Temperatur

des selbigen im neuen Gleichgewichtspunkt. Um besser rechnen zu kénnen wird

der neue Gleichgewichtspunkt in den Ursprung verschoben und skaliert, d.h. es

werden die neuen Zustandsvariablen

C - CS T - -TS
1 =—— und 19 =——=

C g -TS

20.01.2008 Vortrag Zaferna 2008
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Fasst man gewisse Konstanten zusammen fuhrt die Transformation auf eine
neue dimensionslose Dynamik:

d'-T-l = —p — .’8 {(1 + ;’1‘.1)?1 t‘_ﬁ% — J_} )

dt
W2 = e[ )" T 1]~ ult)a(t - o)l + (1 5]
ar

Der Term [hA + K(T'(t — ev) — T%)] aus 5.2 ist der Wiarmeleitungskoeftizi-
ent, der niemals negativ werden darf und das Maximum von hA,,,,, was der
maximalen Zuflussrate der Kiihlfliissigkeit entspricht, nicht iiberschreiten darf.

Deshalb kann fiir das Problem eine gemischte Steuer-Zustandsbeschriankung
0<hA+4+K(T({t—a)—Ts) < hAna (5.5)
formuliert werden. Nach der Transformation ergibt sich fiir das dimensionslose
Steuerungsproblem die gemischte Steuer-Zustandsbeschrankung
Umin < u(f)fl‘-z(f - 0-’) < Umazx- (56)

20.01.2008 Vortrag Zaferna 2008
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Ein typisches optimales Steuerungsproblem, das sich unter diesen Nebenbe-
dingungen ergibt, ist die Minimierung des performance indexr. Fasst man die

Gleichungen (5.3) - (5.10) zusammen und setzt fiir die Konstanten die Werte

7 =1, e = 0.25,
6 = 25, k = 0.875,
v =2, hAmaz = 2

ein, ergibt sich folgendes Steuerungsproblem:
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Problem 5.1 (Einstufiger CSTR) Minimiere

1
/ x3(t) dt (5.11)

0

unter
T o= —xy — [(1+.r1)” T 1}, (5.12)

By = — 275+ 0.25 {(1 4ot e 1} ~ aut)za(t — a)frs + 0.125],

(5.13)
r1(0) = x1,, (5.14)
xa(t) = @(t) = ra,,, t € [~a,0], (5.15)
W(x(T)) = (21(T),22(T)) = 0 eR?, (5.16)
Ci(z,u) =u(t)z(t—a)—1<0, t<]0,4], (5.17)
Co(z,u) =u(t)za(t—a)+1<0, te][0,4]. (5.18)

20.01.2008 Vortrag Zaferna 2008
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Sei (T, ) eine optimale Losung von 5.1, dann existiert eine Kozustandsfunk-

tion 5\(1‘.) — ()\1(1‘.),/\2(1‘.)), so dass fiir fast alle t €

rentialgleichungen (3.19)
A(t) = A(t) + (Au(t)

)‘uz(f) = —2T2()—|——|—2)~2()—|—)\2 u(f ’12 T—

2(t)

+ (ut) — 0253 (0) (1 + 7, (1)) e mt0e1

— 0.25X2(t))n(1 + 21(1))"

0,4] die adjungierten Diffe-

Io(t)
_1625 IO (5.20)

)
25
(15 7a0)?

+ Xpo.g (t + @) (Aa(t + @)u(t + o) (Zo(t + ) 4 0.125)

— it + a)a(t + o) — fiz(t + @)u(t + a))

erfiillt sind.

20.01.2008 Vortrag Zaferna 2008
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Es ist klar, dass die beiden Beschrankungen nicht zeitgleich aktiv sein konnen,
da es sich um eine untere und eine obere Grenze fiir denselben Term handelt.

Ist eine der Beschrinkungen aktiv so gilt
d
ou

und somit ist die Trajektorie regulir, solange To(t — o) # 0 ist. Dies ist, wie

C}(l‘-) = To(t — (1").

man anhand der numerischen Losung sehen wird, fiir alle Randstiicke erfiillt.
Auf einem Randstiick lasst sich die Steuerfunktion einfach aus der Gleichung

Si(x(t),y(t),u(t)) = 0 bestimmen. Also

L fur C(Z(t),g(t),u(t)) = 0,

at) = ¢ e | ' (5.22)
s fir Co(2(1), (1), a(t)) = 0

20.01.2008 Vortrag Zaferna 2008 35
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Insbesondere gilt auf inneren Teilstiicken, die Teilmengen des Intervalls [0, o]

1 oder — -1

T2, T2,

sind, dass die Steuerung konstant gleich ist. Da die Steuerung

linear in den Steuerprozess eingeht, ist es sinnvoll die Schaltfunktion

O‘(f) = )\z(f)fg(f — (1‘)[;’1_‘-2(15) + 0125]

zu betrachten. Diese entsteht wenn man die Minimumbedingung (3.17) auswer-
tet und alle identischen Terme entfernt. Dabei ist zu beriicksichtigen, dass laut

Satz 3.2 entlang der optimalen Trajektorie pC(7, @) = 0 gilt:

20.01.2008 Vortrag Zaferna 2008 36
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M (=% — [(1 +:I~.1)”¢23’fzil — 1])
+ A2(—272 + 0.25 [(1 + 7)€ T l] — u(t)T2(t — a)[T2 + 0.125])
<
F2 ) = =\ 25 -.:21 :
T5 + A (—T1 — [(1—|—’£1) e T2t —l])
+ Ao (=279 + 0.25 [(L + 7q)" R4 _ L] —u( To(t — )Ty + 0.125]).
Dies gilt fiir alle w mit C(x(t),y(t),u(t)) < 0. Die Schaltfunktion fiihrt bei der

Bestimmung der optimalen Steuerung; u(t) zu jedem Zeitpunkt t auf das lineare

Optimierungsproblem

20.01.2008 Vortrag Zaferna 2008 37
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min {o(H)u, unter u € R™, C(@(),5(t),u) < 0}, (5.23)

Fiir das Problem 5.1 ergibt sich insbesondere, dass die optimale Steuerung
einer Randsteuerung entspricht, solange o(t) ungleich 0 ist. Genauer gilt:

'S

u(t) =4 —ﬁ fir o(t) < 0, (5.24)
unbestimmt, fiir o(t) = 0.
Fiir den Fall, dass o(t) = 0 gilt kann, wie im zweiten Kapitel beschrieben,

durch differenzieren der Schaltfunktion nach t versucht werden eine singulire
Steuerung zu bestimmen. Betrachtet man allerdings die erste Ableitung der

Schaltfunktion

20.01.2008 Vortrag Zaferna 2008
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f.,_.l"l
|_L
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und setzt die adjungierten Differentialgleichungen (5.21) und die Dynamik (5.
eln,

sieht man, dass dies unmdoglich ist, da neben der Komplexitit der Terme das

Vorliegen der Steuerung in avancierter und retardierter Form eine analytische
Losung verhindert.

39
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