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Was sind reduzierte Basis-Methoden

Reduzierte Basis - Methoden sind eine Erweiterung für PDE Diskretisierungsverfahren
(FEM, FV, LDG).

Ziele

• Effiziente Simulation für geeignete Parameterauswahl, d.h.
• anwendbar auf zeitkritische Probleme und Probleme mit hoher

Parametervariation.

Beispiele

• Optimierung eines Bauteils bezüglich gewünschter Eigenschaften (viele
Parameter: Geometrie, Material)

• Ferrari
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Was sind reduzierte Basis-Methoden Details

• Unterteilung in zwei Phasen:
Offline-Phase: langsam, hochdimensional Lösungsraum, Verwen-

dung bekannter Diskretisierungsverfahren
Online-Phase: schnell, niedrigdimensionaler Lösungsraum, Rech-

nung auf reduzierter Basis

• In der Offline-Phase kann man Fehlerschätzer berechnen, mit denen man den
maximalen Fehler des Verfahrens ermitteln kann.

Abbildung: Schematische Darstellung
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Explizit diskretisierte Evolutionsgleichung Definitionen

Parametrisierte Evolutionsgleichungen

Seien µ ∈ P ⊂ Rp, t ∈ [0,T ]. Dann sind Funktionen u(·, t ;µ) ∈ W ⊂ L2(Ω) gesucht,
d.d. die Gleichung

∂tu(·, t ;µ) + L(µ, t)[u(·, t ;µ)] = 0

bei geeigneten Rand- und Anfangsbedingungen erfüllt ist.

Diskretisierung

• Zeitdiskretisierung: 0 < t0 < · · · < tK = T
• Diskretisierung vonW durch H-dimensionalen RaumWH ⊂ L2(Ω)

• Vereinfachung: nur expliziter Diskretisierungsoperator
Lk

E (µ) = LE (µ, tk ) :WH →WH

• Gesucht sind die Vektoren uk (µ) ∈ WH für alle tk
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Explizit diskretisierte Evolutionsgleichung FV-Diskretisierung

Beispiel: Finite Volumen Diskretisierung

Der Diskretisierungsoperator ist affin, d.h. Lk
E (µ)[u] = L̄k

E (µ)[u] + bk (µ). (Dabei sind in
bk (µ) die Randbedingungen kodiert.)
Setze Lk

E (µ)[u] = u −∆tk L̄k
E (µ)[u].

u0 := P[u0(·;µ)] (1)
1

∆tk

“
uk+1(µ)− uk (µ)

”
+ LE (µ, tk )[uk (µ)] = 0 (2)

M. Drohmann (mdrohmann@uni-muenster.de) RBMuRich Skiseminarvortrag: 23.01.2008 6 / 16



Explizit diskretisierte Evolutionsgleichung FV-Diskretisierung

Beispiel: Finite Volumen Diskretisierung

Der Diskretisierungsoperator ist affin, d.h. Lk
E (µ)[u] = L̄k

E (µ)[u] + bk (µ). (Dabei sind in
bk (µ) die Randbedingungen kodiert.)

Setze Lk
E (µ)[u] = u −∆tk L̄k

E (µ)[u].

u0 := P[u0(·;µ)] (1)
1

∆tk

“
uk+1(µ)− uk (µ)

”
+ LE (µ, tk )[uk (µ)] = 0 (2)

M. Drohmann (mdrohmann@uni-muenster.de) RBMuRich Skiseminarvortrag: 23.01.2008 6 / 16



Explizit diskretisierte Evolutionsgleichung FV-Diskretisierung

Beispiel: Finite Volumen Diskretisierung

Der Diskretisierungsoperator ist affin, d.h. Lk
E (µ)[u] = L̄k

E (µ)[u] + bk (µ). (Dabei sind in
bk (µ) die Randbedingungen kodiert.)
Setze Lk

E (µ)[u] = u −∆tk L̄k
E (µ)[u].

u0 := P[u0(·;µ)] (1)
1

∆tk

“
uk+1(µ)− uk (µ)

”
+ LE (µ, tk )[uk (µ)] = 0 (2)

M. Drohmann (mdrohmann@uni-muenster.de) RBMuRich Skiseminarvortrag: 23.01.2008 6 / 16



Explizit diskretisierte Evolutionsgleichung FV-Diskretisierung

Beispiel: Finite Volumen Diskretisierung

Der Diskretisierungsoperator ist affin, d.h. Lk
E (µ)[u] = L̄k

E (µ)[u] + bk (µ). (Dabei sind in
bk (µ) die Randbedingungen kodiert.)
Setze Lk

E (µ)[u] = u −∆tk L̄k
E (µ)[u].

u0 := P[u0(·;µ)] (1)

uk+1 = Lk
E (µ)[uk ] + ∆tk bk

E (µ) (2)

M. Drohmann (mdrohmann@uni-muenster.de) RBMuRich Skiseminarvortrag: 23.01.2008 6 / 16



Reduzierte Basis Methode

• Übergang zu N-dimensionalem VektorraumWN ⊂ WH ⊂ W mit N << H.
• Finde dazu uk

N(·;µ) ∈ WN , so dass für alle ϕ ∈ WN

ˆ
Ω

“
u0

n − P[u0(·;µ)]
”
ϕ = 0

ˆ
Ω

“
uk+1

n − Lk
E [uk

N ]− bk
”
ϕ = 0 gilt.

• Der naheliegende Ansatz uk
N(µ) =

PN
i=0 aiϕi mit ak = (ak

i )N
i=1 ∈ RN führt zum

Erfolg, denn dann gilt:

a0
n :=

ˆ
Ω

P[u0(µ)]ϕn

ak+1 = Lk
E (µ)ak + bk (µ)
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Reduzierte Basis Methode Fortsetzung

• Der naheliegende Ansatz uk
N(µ) =

PN
i=0 aiϕi mit ak = (ak

i )N
i=1 ∈ RN führt zum

Erfolg, denn dann gilt:

a0
n :=

ˆ
Ω

P[u0(µ)]ϕn

ak+1 = Lk
E (µ)ak + bk (µ)

• mit den entsprechenden Matrizen und Vektoren:

(Lk
E (µ))mn :=

ˆ
Ω

ϕmLE (µ)[ϕn]

(bk )n :=

ˆ
Ω

bk (µ)ϕn

• ΦN = (ϕ1, . . . , ϕN) heißt dann reduzierte Basis.
• Fragen:

• Wie trennt man die Rechnungen inWH undWN?
• Wie wählt man die reduzierte Basis sinnvoll?

M. Drohmann (mdrohmann@uni-muenster.de) RBMuRich Skiseminarvortrag: 23.01.2008 8 / 16



Reduzierte Basis Methode Fortsetzung

• Der naheliegende Ansatz uk
N(µ) =

PN
i=0 aiϕi mit ak = (ak

i )N
i=1 ∈ RN führt zum

Erfolg, denn dann gilt:

a0
n :=

ˆ
Ω

P[u0(µ)]ϕn

ak+1 = Lk
E (µ)ak + bk (µ)

• mit den entsprechenden Matrizen und Vektoren:

(Lk
E (µ))mn :=

ˆ
Ω

ϕmLE (µ)[ϕn]

(bk )n :=

ˆ
Ω

bk (µ)ϕn

• ΦN = (ϕ1, . . . , ϕN) heißt dann reduzierte Basis.
• Fragen:

• Wie trennt man die Rechnungen inWH undWN?
• Wie wählt man die reduzierte Basis sinnvoll?

M. Drohmann (mdrohmann@uni-muenster.de) RBMuRich Skiseminarvortrag: 23.01.2008 8 / 16



Reduzierte Basis Methode Fortsetzung

• Der naheliegende Ansatz uk
N(µ) =

PN
i=0 aiϕi mit ak = (ak

i )N
i=1 ∈ RN führt zum

Erfolg, denn dann gilt:

a0
n :=

ˆ
Ω

P[u0(µ)]ϕn

ak+1 = Lk
E (µ)ak + bk (µ)

• mit den entsprechenden Matrizen und Vektoren:

(Lk
E (µ))mn :=

ˆ
Ω

ϕmLE (µ)[ϕn]

(bk )n :=

ˆ
Ω

bk (µ)ϕn

• ΦN = (ϕ1, . . . , ϕN) heißt dann reduzierte Basis.

• Fragen:
• Wie trennt man die Rechnungen inWH undWN?
• Wie wählt man die reduzierte Basis sinnvoll?

M. Drohmann (mdrohmann@uni-muenster.de) RBMuRich Skiseminarvortrag: 23.01.2008 8 / 16



Reduzierte Basis Methode Fortsetzung

• Der naheliegende Ansatz uk
N(µ) =

PN
i=0 aiϕi mit ak = (ak

i )N
i=1 ∈ RN führt zum

Erfolg, denn dann gilt:

a0
n :=

ˆ
Ω

P[u0(µ)]ϕn

ak+1 = Lk
E (µ)ak + bk (µ)

• mit den entsprechenden Matrizen und Vektoren:

(Lk
E (µ))mn :=

ˆ
Ω

ϕmLE (µ)[ϕn]

(bk )n :=

ˆ
Ω

bk (µ)ϕn

• ΦN = (ϕ1, . . . , ϕN) heißt dann reduzierte Basis.
• Fragen:

• Wie trennt man die Rechnungen inWH undWN?
• Wie wählt man die reduzierte Basis sinnvoll?

M. Drohmann (mdrohmann@uni-muenster.de) RBMuRich Skiseminarvortrag: 23.01.2008 8 / 16



Offline/Online-Zerlegung

Wie trennt man die Rechnungen in WH und WN?

• Um eine geeignete Offline-Online Zerlegung durchführen zu können, machen wir
die Annahme, dass sich die Operatoren folgerndermaßen in endliche Summen
von Produkten parameter-abhängiger und -unabhängiger Funktionen zerlegen
lassen:

Lk
E (µ)[u] =

QLEX
q=0

Lq,k
E [u]| {z }

parameter -
unabhängig

σq,k
E (µ)| {z }

unabhängig
von u

bk (x , µ) =

QbX
q=0

bk,q(x)σk,q
b (µ)

P[u0(µ)] =

QPX
q=0

Pq[u0]σq
P(µ)

• Die Bedingung für die Projektion lässt sich auch auf eine äquivalente Zerlegung
der Anfangsdaten

u0(x ;µ) =

QPX
q=0

uq
0 (x)σu0 (µ)

zurückführen.
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Offline/Online-Zerlegung

Fortsetzung: Wie trennt man die Rechnungen in WH und WN?

Diese Trennung kann man jetzt auch auf die diskretisierten Operatoren im
niedrigdimensionalen LösungsraumWN übertragen.
Aus

(Lk
E (µ))mn :=

ˆ
Ω

ϕmLE (µ)[ϕn]

(bk )n :=

ˆ
Ω

bk (µ)ϕn

und

a0
n :=

ˆ
Ω

P[u0(µ)]ϕn

ak+1 = Lk
E (µ)ak + bk (µ) . . .
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Diese Trennung kann man jetzt auch auf die diskretisierten Operatoren im
niedrigdimensionalen LösungsraumWN übertragen.
. . . wird

Lk
E (µ) =

QLEX
q=0

Lk,q
E σLq

E
(µ) mit (Lk,q

E )mn =

ˆ
Ω

ϕmLq
E [ϕn]

bk =

QbX
q=0

bk,q
E σq

b (µ) mit (bk,q)n =

ˆ
Ω

bk,qϕn

und

a0 =

QPX
q=0

a0,qσP(µ)

ak+1 = Lk
E (µ)ak + bk (µ) .
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Offline/Online-Zerlegung Konstruktion einer reduzierten Basis

Wie wählt man die reduzierte Basis sinnvoll?

• Wie bereits erwähnt, kann ein a-posteriori-Fehlerschätzer ∆k
N(µ) aus

Basiselementen vonWN errechnet werden, d.d.

‖uk
N(µ)− uk

H(µ)‖ ≤ ∆k
N(µ) gilt.

• Für eine vorher bestimmte endliche Teilmenge M ⊂ P lässt sich also die Basis so
lange erweitern, bis der maximaler Fehler kleiner als ε ist.

• Geschickte Erweiterung z.B. mit PCA (Principal Component Analysis).
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Erweiterung: Empirische Interpolation

Eine Erweiterung für allgemeineren lokalisierten Operator LE

Ziel: Approximation von LE (µ, tk )[u](x) durch einen affinen Operator in einem sog.
„kollateralen reduzierten Basis-Raum“WM := span{LE (µi , tki )[uki

H ]|i = 1 . . .M}

Definition

• Wir betrachten inWM eine nodale Basis, d.h. zu M Punkten {xm}M
m=1 gibt es

jeweils Funktionen ΞM := {ξm}M
m=1 mit ξi (xj ) = δij .

ΞM heißt kollaterale reduzierte Basis.
• Dann lässt sich LE folgendermaßen interpolieren:

IM [LE (µ, tk )[u]] :=
MX

m=1

ym(µ, tk )ξm(x),

mit ym(µ, tk ) := LE (µ, tk )[u](xm)

Der Operator IM heißt Empirische Interpolation.

ΞM wird ähnlich wie die reduzierte Basis mit einem iterativen Verfahren erstellt, und so
lange erweitert, bis eine gewisse Qualität erreicht wird.
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ΞM wird ähnlich wie die reduzierte Basis mit einem iterativen Verfahren erstellt, und so
lange erweitert, bis eine gewisse Qualität erreicht wird.
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Erweiterung: Empirische Interpolation

Eine Erweiterung für allgemeineren lokalisierten Operator LE
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H ]|i = 1 . . .M}

Definition

• Wir betrachten inWM eine nodale Basis, d.h. zu M Punkten {xm}M
m=1 gibt es

jeweils Funktionen ΞM := {ξm}M
m=1 mit ξi (xj ) = δij .

ΞM heißt kollaterale reduzierte Basis.
• Dann lässt sich LE folgendermaßen interpolieren:

IM [LE (µ, tk )[u]] :=
MX

m=1

ym(µ, tk )ξm(x),

mit ym(µ, tk ) := LE (µ, tk )[u](xm)

Der Operator IM heißt Empirische Interpolation.

ΞM wird ähnlich wie die reduzierte Basis mit einem iterativen Verfahren erstellt, und so
lange erweitert, bis eine gewisse Qualität erreicht wird.

M. Drohmann (mdrohmann@uni-muenster.de) RBMuRich Skiseminarvortrag: 23.01.2008 12 / 16



Richardsgleichung

Strömungen in porösen Medien

Richardsgleichung

∂t Θ(ψ)−∇ · K (Θ)∇(ψ + z) = 0

• ψ entspricht dem Druck
• Θ enspricht der Sättigung
• K entspricht der Durchlässigkeit des Mediums
• z ist die vertikale Höhe

Zwischen den Größen K ,Θ und ψ bestehen feste physikalische Beziehungen, so dass
man eine primäre Unbekannte frei wählen kann.
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Erste Implementierungen

Finite Volumen Diskretisierung mit verschiedenen Anfangsdaten

(mittlere Sättigung) (starke Sättigung)

mittlere Sättigung starke Sättigung

M. Drohmann (mdrohmann@uni-muenster.de) RBMuRich Skiseminarvortrag: 23.01.2008 14 / 16


einfache_diffusion.mpg
Media File (video/mpeg)


einfache_diffusion2.mpg
Media File (video/mpeg)



Erste Implementierungen

Basisfunktion 1 Basisfunktion 2 Basisfunktion 3 Interpolationspunkte xm

Basisfunktion 4 Basisfunktion 5 Basisfunktion 6
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