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1 Raumliche Modelle

1.1 Wachstum eines homogenen, festen Tumors

Sei N(t) die Zellmenge in einem festen Tumor. Ein sehr einfaches Modell kann man sich wie folgt vorstellen:

N
%:kzv N(t=0) = N, (1)

Die Losung ist dann gegeben durch:

N(t) = Noekt

dabei bezeichne k > 0 die Rate, mit der sich die Zellen vermehren. Weiter sei Ny die Zellmenge, die zu
Beginn der Berechnung im Tumor ist.

Dieses Modell ist sehr unrealistisch. Die Menge der Tumorzellen wéchst exponentiell, es wird keine Riick-
sicht auf Tumorzellensterben und so weiter gelegt. Daher wéchst die Zellmenge unbegrenzt an.

Zu Beginn einer Berechnung kann solch ein Modell benutzt werden, aber um Aussagen tiber Tumorwachs-
tum und Langzeitverhalten zu machen, ist es ungeeignet.

Daher entwickeln wir nun ein etwas komplexeres Modell.

‘%:W(l_g) N(t=0) = Ny >0 (2)

Dann ist die Losung gegeben durch:

O Ny

N(t) = No & (6 = Noje ¥

— O firt — oo

dabei sei © > 0 die Ubertragungskapazitéit der Population.

Dieses Modell ist schon realistischer. Es kann den Tumorwachstum von kleinen Tumoren bis hin zu
Modellen die ihre Ubergangskapazitit erreichen(N = ©). Dieses Modell erreicht allerdings sehr selten
experimentelle Daten.

Daher wahlen wir nun :

AN kN N,
7l Ll -0l

Dann ist die Losung gegeben durch :

Q=

N(t) = O(

Ng & (0 — Ng)e ki)
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Abbildung 1: Die Abbildung zeigt das Verhalten der ersten drei Modelle. Die Linie mit den Punkten
ist das erste Modell, die normale Linie ist zweite Modell und die beiden anderen Linien sind das dritte
Modell, die Kreislinie mit @ = 0.5 und die Kreuzlinie mit o = 2. Die anderen Parameter sind: k = 0.1,

©=1.0, Ny = 0.1.

1.2 Bekimpfung eines homogenen, festen Tumors

Wir betrachten in diesem Paragraphen einen Tumor, welcher in einem lebenden Organismus lebt. Sei
nun N(t) die Menge der Tumorzellen zur Zeit t und sei A(t) die durchschnittliche Medikamentendosis im
Tumor. Wir betrachten nun folgendes Modell:

AN _ N - g) ~ AN = f(N, A) (4)

dt
% = a(t) — M — yAN = g(N, A) (5)
N(t=0)=N, Alt=0)=A, (6)

hierbei bezeichne p die Rate, mit der die Medikamente Krebszellen toten, A bezeichne die Zerfallrate der
Medikamente, v bezeichne die Rate, mit der die Medikamente ineffizient durch Tétung von Krebszellen
werden und a(t) bezeichne die Rate, mit der die Medikamente in den Tumor gegeben werden.

Es gibt zwei verschiedene Methoden der Verabreichung von Medikamenten. Die durchgingige Infusion
und die periodische Infusion. Wir betrachten in diesem Vortrag allerdings nur die durchgingige Infusion.

Durchgéngige Infusion : a(t) =ae Vt>0

1.2.1 Durchgingige Infusion

Ist nun as = 0, so reduziert sich (5) zu (2) und es folgt N(t) — © fiir t — o0.Es ist klar, das der
Tumor und die Medikamentenkonzentration nach einer gewissen in Gleichgewicht stehen miissen. Dieses
Gleichgewicht wollen wir nun in Abhéngigkeit von ao, beschreiben.

Sind nun die Ableitungen % = 0 so reduziert sich (5-6) zu :

O:kN(l—%—%A) und 0= as — M —YNA,

Bemerkung 1.1. Dann sind die Lésungen gegeben durch:

N =0und A = %=, und
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Beweis. Die erste Losung ist klar. Wir beweisen hier nur die zweite Losung. Dafiir beseitigen wir zunéchst
den ersten Term und setze dann in den zweiten ein. Es ist:

N upA
1—-——-——)=0
I-g5-%)
k N
—-1-=)=A4
(-3
Setzen wir dies nun in die zweite Gleichung ein, so ergibt sich:
k N k N
0=0Goo —A(—=(1——=)) —yN(-(1— =
1o =M1 = ) =N G- )
Ak AEN Nk N2k
S 0= —— + _ —i—7
B pO Iz po
N
0:%O”@—&jL)‘——N@JrN2
vk v

O

Fiir einen speziellen Tumor und einer bestimmten Medikamentendosis setzen wir die Parameter k, ©, u, A und
fest. Wir werden nur iiber den Parameter a,, Einfluss nehmen .

Nun betrachten wir (7.1) und wenden die PQ-Formel an. Die Gleichung (7.1) hat also genau dann keine
reelen Nullstellen, wenn die Wurzel negativ ist.

Lemma 1.2. Die Wurzel ist genau dann negativ, wenn folgendes gilt:

Ak A (S}
maz — 21 ].—L

2
(oo > a2 _u[+74’79( )\)]

Beweis.

Wir betrachten (7.1) und berechnen die Nullstellen mit der PQ-Formel. Es ergibt sich:

by ¥O\9
T (- N 1 Gt WA C R E
J)l,xg—’y(l )\ ):t\/ 4 ~ ( )\k 1)

Also betrachten wir den Term unter der Wurzel und schauen, wann er negativ wird

EA2(1— 22)?
EA2(1— 22)?
4vOu

Und dies liefert sofort die Behauptung

+ kA < aoo

O

Wenn nun a., > a2 ist, ist die einzige physikalisch, realistische Losung die tumorfreie Losung N = 0.
Fiir 0 < ao < a2*” héngt die Lésung von ? ab. Dazu verweisen wir auf Abbildung 2. Ist nun @ >1
so gibt es fiir 2& < a,, < al®® zwei physikalisch realistische Losungen. Weiter gibt es fiir 0 < a < %k
eine eindeutige, nichttriviale Losung.

Und es gibt fiir ? <1mit0<ax < % eine eindeutige, nichttriviale Lésung.

Aber fiir % < oo < all*™ gibt es keine physikalisch, realistische nichttriviale Losung.
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Abbildung 2: Die beiden Abbildungen zeigen, wie sich das Tumorvolumen &ndert. Als Werte wurden im
ersten Bild 7)\—9 < 1 und im zweiten Bild 779 > 1 gewahlt.

Da in einigen Bereichen mehrere Losungen moglich sind, miissen wir nun untersuchen, wie wir die Qua-
litdt dieser Losungen beschreiben konnen. Einen einfachen Weg liefert die Stabilitdtsuntersuchung. Wir
untersuchen die lokale Stabilitéit in Relation zur Zeit.

Wir wenden dies zunéchst an, um die Stabilitét der trivialen, tumorfreien Losung (N,A) = *= zu be-
schreiben.(Da diese fiir alle Parameter existiert).

Um dies zu machen, linearisiern wir %= durch die Einfiihrung eines kleinen Parameters e << 1 und wir
schreiben:

N(t) = eN(t) und A(t):‘%"wrefi(t) 8)

Wir substituieren nun (8) in die Gleichungen (4) und (5) und fassen die Koeffizienten O(¢) zusammen.
Es ergibt sich beispielsweise fiir N (¢) :

d(eN) _ € Goo
— kNe(1 — —5) — (22 4 cA)eN
o kENe( 6) ( y te )e
2 772 N
kel — k‘e@N B uaO;eN —uAN

Nun fassen wir alle Terme der Ordnung O(e) zusammen, es folgt sofort :

dN Pl | —

— = (k- N

dt ( A )
Vollig analog kann man nun zeigen, dass gilt :

dA - Yoo =

— =2 - N

dt A

Die Losungen dieser Differentialgleichungen sind dann gegeben durch:

N(t) = N(0)el(k=55)0)



und
A A ’YU’DON(O) —(At) ’YCLOON(O) ((k— 1800 yp)
At) = (A(0) 4 QT _ e NU) x
) = (A0 + 5= )e N+ A — o
Wir sehen sofort, dass N(t) , A(t) — 0 fiir t — oo geht, wobei dafiir a, > % gelten muss. Daher heifst
die triviale Losung fiir as > % linear Stabil und fiir a., < % linear Unstabil. Dies bedeutet, da a, die
Medikamentendosis ist, dass fiir a., > % der Tumor ausgerottet wird. Diese Technik kann leicht auf die

Losung (7) von (4) und (5) ausgeweitet werden. Daher betrachten wir nun die nichttriviale Losung (N,A)
= (Noo, Ao ), wobei Ny, Ay die Losungen von (7) seien. Wir suchen Losungen der Form :

N(t) = Noo +eN(t) und A(t) = Ae +€A(t) mite<< 1

Substituieren wir nun diese Testlosungen zu (4) und (5)und fassen Terme der Ordnung O(e) zusammen,
so ergibt sich beispielsweise fiir N(¢) :

d(Ns + €N)
dt

Neo + €N - _

%) — (A + €A) (N + €N)
kN2 keNNy . keNN,,  ke?N?

- - + keN — —

S) ) © S)
Nun fassen wir die Terme der Ordnung O(e) zusammen, es ergibt sich:
ﬂ o 2Noo  pAc

dt

=k(Noo +€eN)(1 —

= kN

— ANy — ,quoe]V — ,uef_lNoo — ,11,62/_1]\7

oo  pihn . o ~of . of . e g . 09
f_of
WObel 67]\/' = 87N(NOO,AOO)

Dieses werden wir aber in diesem Vortrag nicht machen. o o
Die beiden linearen Differentialgleichungen erzeugen Losungen der Form (N, A) = (N, A)e”". Fiir nicht-
triviale Losungen (N, A) # 0 erfiillt o die Verteilungsrelation:

of  Og of dg Of 0Og
_ 2 _ (>~ ~J A R A
0=0"-(GnT24°t GN04 ~ 940N

Wir haben lineare Stabilitéat falls (o) < 0. Es ist einfach zu zeigen, dass dies immer der Fall ist, wenn :

of 99 Of 09 9f 99
oaN Toa "< aNaA  aAaN

Dies wollen wir nun einmal anhand eines einfachen Beispieles testen.

Beispiel 1.3. Sei @ =A=p=k=1,7=0.5und a € (0,1)
Die nichttrivialen Losungen (N, Ao ) erfiillen dann:

A ~vO AO asot
=N2 +2(1-5)No +— -
0 m+7( ) +7(Ak

Wenden wir nun wieder die PQ Formel an,ergibt sich :

2N = —1 £ +v/9 — 8asund
Ay =1— N4

1) = N2 + Ny + 2(aso — 1)



Also existiert eine eindeutige, physikalisch realistische Losung fiir as, € (0,1). Weiter gilt:

oL of 1-2Ny —Ass  —Ny
(%V 3‘5) = ( A - Noo)
0A 2 2

Also ergibt sich folgendes:

0 0 5Nso
of 9y _ 5N

aN Taa~ (Tg tAx) <0
of 09 Of 99,  Na
ONOA AN Vet 5 >0

Also ist die Losung linear Stabil und daher auch physikalisch realistisch.

1.3 Hetereogener Wachstum eines festen Tumors

In den vorherigen Modellen haben wir immer angenommen, dass alle Tumorzellen identisch wéren. Dies
ist allerdings sehr unrealistisch. In der Realitét enthéllt ein fester Tumor sehr viele verschiedene Tumor-
zelltypen. Beispielsweise kann ein Tumor Bultgefdfse besitzen, welche Néhrstoffe in den Tumor geben,
extrazellulare Nahrboden und Imunzellen wie beispielsweise weifte Blutkorperchen. Daher kann ein Tu-
mor vollig verschiedene, unabhéngige Unterpopulationen besitzen. Diese Unterpopulationen entstehen
sehr héufig durch genetische Mutationen. Verschiedene Mutatioenen unterscheiden sich in der Todesrate,
der Teilungsrate und im Umgang mit duferen Einfliissen.

Wenn wir nun bedenken, dass die Teilungszellen immer weiter von dem Blutgeféfs wegwandern, kénnen
wir ein anderes Modell entwickeln. Dieses ist abhéngig von den lokalen N&hrstoffbedingungen. Je mehr
sich die Entfernung vom versorgenden Blutgefaff erhoht, desto geringer wird die Néhrstoffkonzentrati-
on. Dieses Phédnomen verstéarkt sich solange, bis die komplette Nahrstoffkonzentration verbraucht ist.
Irgendwann kommt ein Punkt,andem die Nahrstoffkonzentration so gering ist,sodass sich die Tumorzel-
len nicht mehr teilen kénnen. Trotzdem kann die Néhrstoffkonzentration noch so grof$ sein, damit sich
diese Tumorzellen noch am Leben halten kénnen. Diese Zellen nennen wir die "Ruhenden Tumorzellen".
Wenn die Entfernung noch weiter ansteigt, wird die N&hrstoffkonzentration so klein, das sich selbst diese
ruhenden Tumorzellen nicht mehr am Leben halten kdnnen. Diese Tumorzellen sterben dann und bilden
eine abgestorbene Region. Daher unterteilen wir unsere Tumorzellen nun in (a) Teilende Tumorzellen, (b)
Ruhende Tumorzellen (c) Toten Tumorzellen. Wir entwickeln nun ein Modell, indem alle diese Faktoren
eingehen werden. In der Realitdt kommen auch alle Tumorzelltypen in einem Tumor vor.

Definition 1.4 (Mathematisches Modell). Sei P(t) die Menge der teilenden Tumorzellen zur Zeit t, Q(t)
die Mende der ruhenden Tumorzellen zur Zeit t und D(t) die Menge der toten Tumorzellen zur Zeit t
und es ist N(t) = P(t) + Q(t) + D(t) die Menge der kompletten Tumorzellen. Dann setzen wir:

% = (kpp — kpq — kpp)P + korQ 9)
% = kpoP — (kop + kop)Q (10)
WD — kpoP +konQ —AD (11)
P(0)=PR Q(0)=Qo D(0)=Dy (12)

Dabei bezeichne kpp die Rate mit der die teilenden Tumorzellen neue Tumorzellen entwickeln(Diese
neuen Tumorzellen gehen in die Klasse der teilenden Tumorzellen) , kpg die Rate, mit der die teilenden
Tumorzellen zu ruhenden Tumorzellen werden und so weiter. Es bezeichne weiter A die Zerfallrate der
abgestorbenen Region.

Um unser Modell véllig zu beschreiben miissen wir diese Raten k;y wahlen. In der Realitdt hingen diese
Raten sehr von dem Nahrstoffgehalt ab. Eine Moglichkeit diese Raten zu wihlen ist die Folgende.

Bemerkung 1.5. Mogliche Wahl der Raten k;; sind:

kpp kpoP .
kpp = — y kpg = = , kpp =kpp, kqr= = ;
N + @ + @



Wenn wir diese Terme nun in unsere Gleichungen (13-15) substituieren, erhalten wir ein System gekop-
pelter Differentialgleichungen. Mit dem gleichen Verfahren wie vorher kann man nun zeigen, dass folgende
Losungen existieren:

0=P=Q=D oder:

k‘2
0= (LPQ —1)P? + ( @b )(1— kpg _ kPQ)P—i— (1+ LQD)2 wobei

kop kppkop kor  kpg kop
g2 _ (hraP —kep)P
kar
- k
0=D>+(N+P+Q)D — %(PJFQ)Q

hierbei haben wir k} 7 = k1 geschrieben.
Es gibt also wenigstens zwei nicht triviale Losungen. Also ist es in der Realitét wichtig zu testen, welche

Losungen physikalisch Realistisch sind. Beispielsweise muss fiir Q und P etwa P > ,’;':%g gelten.

Uber die Stabilitiit werden wir hier nichts weiteres sagen, es geht in dhnlicher Weise wie die Stabilitéits-
analyse in Abschnitt (2.2)

Bemerkung 1.6. Die Modelle die wir bisher vorgestellt haben, vernachléssigen sdmtliche raumliche Ei-
genschaften, die sich im Tumor abspielen. Diese Modelle kénnen in viele Weisen erweitert werden, um
mit solchen Eigenschaften umgehen zu kénnen.

Wir stellen nun ein Modell vor, welches sich mit diesen Eigenschaften auseinandersetzt. Dieses Modell
wird sich mit Medikamenten in verschiedenen Zellphasen beschéftigen. Dazu fiihren wir eine zweite Va-
riable a ein, fiir die gilt: 0 < a < T. Dann bezeichne n(t,a) die Zellmenge zur Zeit t, welche in der Position
a ihres Zellzykluses sind. Sei weiter N(t) die gesamte Zellmenge zur Zeit t. N(t) hingt in folgender Form
von n(t,a) ab.

T
N(t):/O n(t,a)da

wobei n(t,a) die folgende partielle Differentialgleichung erfiillt:

a—n—i-a—n—— n — uinN mit
8t aai N’O lul

T
n(0,a) = no(a) und n(t,0) = /0 Bla)n(t,a)da

wobei jio die Rate des natiirlichen Zelltodes, p; die Rate des Zelltotes durch Uberfiillung und B(a)
bezeichne die Zellteilungsrate der Zellen in der Position a ihres Zyklusses. Solche Modelle heiffen Alter-
strukturierte Modelle.

Damit schlieffen wir diesen Abschnitt. Im nichsten Abschnitt werden wir iiber Eindimensionale raumliche
Modelle eines blufgefaftlosen Tumorwachstums.



2 Raumliches Modell eines blutgefafilosen Tumorwachstums

2.1 Das mathematische Modell

Wir starten diesen Abschnitt mit einigen Notationen, diese werden wir fiir das mathematische Modell
bendtigen.

Notationen 2.1. Es bezeichne R(t) die Position des &ufseren Tumorradius eines radidrsymmetrischen
Tumors. Weiter sei ¢(r,t) die Konzentration eines diffusiblen, chemischen Gemisches.(Dies kénnten Wachs-
tumsfaktoren wie etwa Sauerstoff oder Zucker sein, oder ein neues Krebsmedikament, was getestet werden
soll) Sei Ry (t) die Linie, andem die Grenze zwischen den teilenden und den ruhenden Krebszellen liegt
und Ry (t) die Linie, andem die Grenze von den ruhenden und den toten Krebszellen liegt. Man betrachte
Abbildung 3.

Abbildung 3: Skizze eines blutgefiflosen Tumors,im Kreisinneren ist der abgestorbene Kern(schwarz),
der Bereich um den abgestorbenen Kern ist der ruhende Bereich(grau) und der Bereich um den ruhenden
Bereich ist der teilende Bereich(weif)

Da der Tumor sich stédndig ausbreitet, miissen diese Radien auch adaptiv anwachsen.
Eins der einfachsten Modelle fiir unser obiges Problem kann man sich wie folgt vorstellen:
Die chemische Konzentration c(r,t):

Oc D 0, ,0c
5% = 725(7" 5) - I'(c, R, Ry, Ry) (14)
—_———
(Rate der Konzentratiosnaufnahme)
(Rate der Konzentrationsaenderung) (Fluss durch Dif fusion)

hierbei bezeichne D die angenommene Diffusionskonstante und I'(¢, R, Ry, Ry) sei die Rate der Kon-
zentrationsaufnahme. In der Realitdt wird I' nichtlinear sein und von der Tumorgréfe abhingen. Um
aber hier qualitative Aussagen zu machen, nehmen wir die Aufnahmerate fiir die teilenden und ruhenden
Tumorzellen als Konstant an. Daher schreiben wir :

F(C, ]%7 RH, RN) = FH(’I" - RN)

wobei H(.) die Heaviside Funktion sei (H(x) = 1 fiir x > 0, H(x) 0 sonst)
Der dufsere Tumorradius R(t):

1d, 5 ,dR r ) " )
-—(R”) =R'— = S(c,R, Ry, Ry)redr — N(e,R, Ry, Ry)redr (15)
—

Aenderung Tumorvolumen Totale Zellteilungsrate Totale Todesrate

dabei bezeichnen S(c, R, Ry, Ry) die Zellteilungsrate und N(c, R, Ry, Ry) die Todesrate im Tumor.
Zellteilung kann allerdings nur in ndhrstoffreichen Regionen stattfinden.(cy < ¢ oder Ry < r < R).
Weiter fassen wir den kontrollierten Zelltod und den Zelltod zu einer gesamten Todesrate zusammen, wo-
bei wir fiir den kontrollierten Zelltod eine konstante Rate im kompletten Tumor festsetzen. Der normale
Zelltod findet in nihrstoffarmen Regionen statt(c < ¢y oder r < Ry ) Daher schreiben wir nun :

S(¢, R,Ry,Ry) = scH(r — Ry) und N(¢,R, Ry, Ry) = s\a + sANH(Ryx — r) wobei s,Aa,A\n positive

10



Konstanten seien. Substituieren wir nun S und N in (15) so folgt :

Rzﬂ :/ SCH(T—RH)T’Qd’)"—/ (sAa + sANH(Ry — r))r2dr
0 0
R 1 1
:s/ crzdr—sz3)\A—sz}n’V/\N
Ry 3 3
o1 2dR—/Rcr2dr—1(A R® + AnRY) (16)
s At Jr, 34 NN

Die abgestorbenen und sauerstoffarmen Grenzen Ry (t), Ry (t):
Es gelten fiir Ry und Ry folgenden Bedingungen:

Istc(r,t) >cy Yre(0,R)=Ry=Rp=0
Ir € (0,R(t)) so dass ey < ¢(r,t) < cy = Ry =0 < Ry < Rmit ¢(Ry,t) =cy
Ir € (0,R(t)) so dass ¢(r,t) < ey <cyg = 0< Ry < Ry < Rmit ¢(Ry,t) = cy und ¢(Rpy,t) = cy

dabei sind die Terme Ry und Ry implizit definiert und hingen von den Konzentrationen cy und cy
ab. ¢y und cy beschreiben die minimale Konzentration, mitder sich die Zellen noch teilen kénnen und
mitder sich die Zellen noch am Leben halten kénnen. Siehe dazu auch die Skizze.

Zuletzt benétigen wir fiir unser Modell noch Randwertdaten.

% =0wennr =20
€= Coo auf r = R(t)
Jdc
or
e(r,0) =¢o(r), R(t=0)= Ry

¢, — sind durchgéngig und stetig durch r = Ry (¢t) und r = Ry (t)

dabei ist ¢, die Nahrstoffkonzentration am &uferen Rand des Tumors, ¢o(r) die Nahrstoffkonzentration,
die schon im Tumor ist, wenn R = Ry

Da wir hier wieder viele verschiedene Skalen haben, entdimensionalisieren wir das Modell wieder durch
die Einfiihrung folgender Variablen:

r t R Ry
* * t*—* * T G i ko
¢ c’ " X’ T’ R X’ R X’ Ry

Bix
X
hierbei bezeichnen C,X,T typische Nahrstoffkonzentrationen, Léngeskalen und Zeitskalen.
Substituieren wir dies nun in unser Modell (14)-(15) so erhalten wir analog zur vorherigen Vorgehensweise:

oc* (DT) 1 0 ( L2 0c*
=(—)— r
ot* X2/ % Or* or*
2dR>k
R*
dtx

)—TTH(r* — Ry),

.
_ / (sSTCEH(r* — RYy) — sTAu — sTAy H(RYy — 1) br* dr*
0

Bisher haben wir noch keine Wahl fiir C,X,T getroffen. Daher wihlen wir diese Faktoren nun mit Hilfe
von zugrundeliegen experimentelle Daten. Wenn beispielsweise Sauerstoff betrachtet wird, liegt C ~ 10
Prozent und fiir einen geféflosen Tumor ist X ~ lmm. In diesem Modell gibt es verschiedene Zeitskalen,
etwa:

e Die nihrstoffbedingte Diffusions Zeitskala %2

e Die Tumorverdopplungszeitskala %

e Die Aufnahme von Nihrstoffen Zeitskala %

In verschiedensten Experimenten hat sich gezeigt, dass gilt:

11



(Die nahrstoffbedingte Diffusions Zeitskala ~ Minuten oder Stunden) « ( Die Tumorverdopplungszeits-
kala ~ Wochen)

Da wir hier das rdumliche Tumorwachstumsverhalten untersuchen wollen wéhlen wir natiirlich T = %
Weiter setzen wir noch:

O(T') = O(&) » O(T~'). Setzen wir dies oben ein, so ergibt sich fiir die Modelle:

oc* Dr. 1 0 , ,0c

o~ (xz) g g) TTTHOT - By),
dc D 1 9 , ,20c*

o~ Xm0 o o
X?sCoc* 1 0 , »0c
D o o o

) —T—=H(@" - Ry),

1
sC
) —T"H(r" — Ry),

wobei I'* = F—)Dﬂ ~ 0(1)

Wegen O(£5) » O(T~') = O(sC) folgt sofort ngc gg = 0. Wir erhalten also folgendes Modell:

— ii(T*Q 80*
oo O or*

*QdR* r * * * * * * * %2 7 %
R m:/ {c"H(r* — Ry) — Ny = ANH(Ry — r*)}r* dr
0

)~ T*H(* — RY)

wobei nun folgende Bedingungen gelten:

R} = 0 wenn ¢ > ¢ Vr € (0, R) und sonst ¢* (R}, t") = ¢

Ry =0 wenn ¢* > ¢y Vr € (0, R) und sonst ¢*(Ry,t") = cy

gc* =0 fiir r = 0, ¢ =ck aufr* = R", R*(0) = R{ vorgegeben,wobei :
,

% FX2 % )\A % )\* % Coo % CH % CN
FZ*D’ )‘A:?a )\N:évv ‘o =70 “HTm NT o

Wiirden wir nun C = ¢4, wéhlen, so wiirde ¢y, nicht mehr in der Differentialgleichung vorkommen. Da
wir aber das Verhalten unter Anderung von ¢, betrachten wollen, betrachten wir ¢ als einen explizit
vorgegebenen Faktor.

Im néchsten Faktor werden wir das Verhalten von c,, betrachten.

2.2 Vereinfachung des Modelles

In diesem Abschnitt wollen wir analytische Ausdriicke fiir ¢ in den Termen R, Ry, Ry konstruieren. Weiter
wollen wir algebraische Gleichungen, welche die Grenzen Ry und Ry in R beschreiben. Die Entwicklung
von R(t)ist allerdings nichtlinear.

Ist nun 0 < R%(t) < M, so folgt sofort :
Coo —cg > 0. Also ist ¢y > ¢y und daher Rg = Ry = 0. Weiter sieht man sofort ein:

c(ryt) = coo — %(R2 —r?)
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Nun betrachten wir die Differentialgleichung fiir R, es folgt :

5 dR R 2
Rt / {(cH(r — Ry) — Aa — AH(Rx — r)}r2dr
0

Wegen Ry =0ist H(r — Ry) = H(r) = 1Vr und H(Ry —r) = H(—r) = 0 Vr. Daher folgt

d R
R? d]: /0 {e = Aa}r2dr

R
— = / {Coo — E(R2 — 1) — Aalr?dr
QdR / {Coo — = RQ) ( 2y — Aa}r2dr

dR R r r
R?== /0 Cool? — f(RQ)r2 + 6(T4) — Aaridr

dat 6
dR RS R3T rrRS RS
2

e — ek LA |
a3 36(R) 30 " 3™

dR RS I'R? TR?

R = g (co = ==+ 57— M)
dR R I'R?

Fiir diese Wahl von R beinhaltet der Tumor nur teilende Zellen.
Ist nun 6(%7”1 < R%(t) < M so folgt analog zum vorherigen:

e(ryt) = Coo — g(R2 —7?) und :

dR R TR Ry TR® Ry
= 1- ),

P 3[(000— 6 )(1—ﬁ) TO( I3 ] (18)

wobei Ry = 0 und R%, = R? — %(COO —cH)
Bei dieser Wahl von R beinhaltet der Tumor eine zentrale ruhende oder hypoxische Region, mit einer
umliegenden teilenden Region.

Wenn nun M < R?%, so kann man zeigen:
dR R R? R3; I'Rr3 1 R R? R3 R3; R,
ar ~ gy ) m Qe w gl - ) = (- o+ (=)l (19)
. R 2R 6
mit (1~ —5)*(1+ =5%) = 5 (e — ), (20)
Ry 2RnN 6

Bei dieser Wahl haben wir einen vollig ausgebildeten Tumor, mit abgestorbenen Kern, hypoxischen Ring
und einen teilenden Ring. Diese drei Modelle werden wir im néchsten Abschnitt verwenden um bestimmte
Tumorarten zu beschreiben.

2.3 Vorhersagen iiber das Modell

2.3.1 Kleine Tumorgréfie 0 < R « 1

Wenn nun Ry = 0und 0 < R « 1 dann ist ¢ ~ ¢ Vr € (0, R). Wegen R « 1 ist der Term Jf—; sehr klein,
und wir kénnen ihn in (17) vernachléssigen. Dann ist die Losung von (17) gegeben durch:

Coo — )\A)t

R(t) ~ RO)eap((=20)
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Wenn der Tumor also sehr klein ist, so ist die N&hrstoffkonzentration im kompletten Tumor etwa gleich.
Das Tumorvolumen héngt dann nur von der Zellteilung und dem Zelltod ab. Ist nun co < A4, so erhéllt
der Tumor nicht geniigend Néhrstoffe um zu wachsen. Dann erhalten wir die tumorfreie Losung R=0.
Diese ist dann wie im Abschnitt 2 linear Stabil. Ist aber ¢, > A4, so hat der Tumor geniigend Nahrstoffe
um zu wachsen. In diesem Fall ist die triviale Losung R = 0 linear Unstabil.(sieche Abschnitt 2)

2.3.2 Gutentwickelte Tumore, mit einem sehr kleinem teilendem Ring

Wir nehmen nun an, dass Ry zu R in folgender Relation steht:

R— Ry =0RN1 + 0(52)

wobei 0 < § << 1 die Grofe des teilenden Ringes beschreibt. Substituieren wir dies nun in Gleichung
(28) und setzen wir die null Koeffizienten der Ordnung § zusammen, so erhalten wir:

r r
Coo — CN ~ 5(5RN1)2 = §(R — Ry)? und:
dR 1
P *g()\A + An)R+d(eny + An)Rn1 + 0(52)

Losen wir dies nun fiir R(t), so ergibt sich:

35(61\/ + AN)RNl
(Aa+ An)

Nehmen wir nun ¢y, Ry ~ O(1), so erhalten wir weiter: Roo ~ O(6/(Aa + AN)).

Nun haben experimentelle Messungen ergeben, dass fiir den Tumorradius R, ~ O(1) gilt, so ergibt sich
(Aa + An) ~ O(9). Verbinden wir dies nun, so gibt es zwei bendtigte Bedingungen, um einen blutgefaf-
losen Tumor mit sehr kleinem teilenden Ring zu simulieren:

fir t — oo

R(t) — Ry =

Ry ~0O(1) Coo =N + O(9) Aa+An ~0(9)
Dabei ist zu beachten, dass die Bedingungen A4, Ay Tumorspezifisch sind. Allerdings haben wir durch
die Wahl von Néhrstoffkonzentration auf die Bedingung ¢, einen grofen Einfluss.
2.3.3 Das Tumorverhalten in der Nihe des abgestorbenen Kernes

Dies ist der Fall wenn 0 < Ry << R ~ O(1). Dann nehmen wir an:
R~ Ry +eRy +€2Ry und Ry = eRn1 (€ << 1).Substituieren wir dies nun in Gleichung (20) und fassen
wir Terme der Ordnung O(e) zusammen, so erhalten wir:

3R%,
2R,

6(Coo —
Ry = - FCN*)v R =0, Ry=

wobei R = Ry ist, wenn Zelltod eingeleitet ist. Daher sehen wir, wenn der abgestorbene Kern sehr klein
ist, sind zeitliche Anderungen in R(t) kleiner, als zeitliche Anderungen in Ry (t) . Substituieren wir nun
Ry und Ry in Gleichung (26), so erhalten wir eine Differentialgleichung, welche fiir € — 0 singular wird.

Dies regulieren wir durch Einfithrung einer kleineren Zeitskala 7 = 6% Dann erhalten wir :

Lo —en))r

Ry(r) = Ry(r = 0) + Ro * (é(cm ew) -

Aus der obigen Gleichung folgt nun fiir Ro(7), dass der abgestorbene Kern bleibt, wenn co > ey +5(Aa —
¢n)/3, ansonsten verschwindet der abgestorbene Kern zur Zeit 7 = 7%, wobei 7% gegeben ist durch:

ri = Ry(r = 0)/{Rolg (eoe — ex) — 5004 — en)

Ist nun ¢, gegeben, so konnen wir diese Resultate dazu benutzen, um Aussagen iiber die zusammenhénge
einiger Parameter zu machen, beeinflusst durch die Teilungsrate und die Todesrate. Wenn unser Tumor
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beispielsweise einen abgestorbenen Kern besitzt, so folgt:

Coo >N +5(Aa —cn)/3

Weiter gibt das obige einen Einblick, wie sich das Tumorvolumen und die rdumliche Struktur verdndert,
wenn der abgestorbene Kern sehr klein ist. Da zeitliche Verdnderungen in R(t) (O(e)) viel kleiner sind als
zeitliche Veriinderungen in Ry (t) (O(€?)), so folgt, dass der abgestorbene Kern sich sehr stark entwickelt,
obwohl das Volumen des Tumors so gut wie konstant bleibt. Dies stimmt auch mit vielen experimentellen
Daten {iiberein.
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