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Einleitung: Medizinische Bildgebung [RINE-S VY B TEIT

Die bisherigen Themen behandelten groRtenteils die direkte Modellierung biologischer Prozesse,
um darauf basierend Vorhersagen iiber das Verhalten der betrachteten Systeme zu entwickeln.

Medizinisch relevant ist diese Art der Modellierung in erster Linie in der Grundlagenforschung und

Arzneimittelentwicklung u. a., um beispielsweise Aussagen iiber die Wirksamkeit verschiedener
Therapiemdglichkeiten zu treffen.
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Die bisherigen Themen behandelten groRtenteils die direkte Modellierung biologischer Prozesse,
um darauf basierend Vorhersagen iiber das Verhalten der betrachteten Systeme zu entwickeln.

Medizinisch relevant ist diese Art der Modellierung in erster Linie in der Grundlagenforschung und
Arzneimittelentwicklung u. a., um beispielsweise Aussagen iiber die Wirksamkeit verschiedener
Therapiemdglichkeiten zu treffen.

In der klinischen Anwendung taucht oft die Problemstellung auf, Wege zu finden, den Zustand
eines Patienten mdglichst schonend (d.h. minimal invasiv) zu bestimmen. Techniken, die aus
Messdaten geeigneter Apparate “Bilder”, d.h. Medien in denen Informationen morphologisch
motiviert aufbereitet sind, erzeugen, nennt man “Bildgebende Verfahren”.

Die Einteilung Bildgebender Verfahren kann dabei auf verschiedene Arten geschehen:
@ Nach Art der Abbildungsmodalitdt
o Nach Art der erhaltenen Informationen
o Nach Grad der Invasivitat

Diese Klassifizierung ist jedoch zu grob und eher ein Anhangspunkt.

Auf den nachsten slides folgen ein paar Beispiele Bildgebender Verfahren.
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Einleitung: Medizinische Bildgebung [RINE-S VY B TEIT

X-Ray Imaging: Projectional Radiography, Computed tomography (CT)

o Abbildungsmodalitat: Intensitdtsddmpfung bei Transmission von Rdntgenstrahlung
o Informationsart: anatomisch
o Invasivitat: Strahlenexposition erfordert medizinische Indikation, speziell CT

Quelle: Wikimedia Commons Quelle:-www.chestjournal.org
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Einleitung: Medizinische Bildgebung [RINE-S VY B TEIT

Nuclear Imaging: PET, SPECT, Planar Scintigraphy

o Abbildungsmodalitdt: Emission von Gammastrahlung bei radioaktivem Zerfall von Tracern
o Informationsart: funktionell (speziell: metabolisch oder perfusiv)
o Invasivitat: Strahlenexposition erfordert medizinische Indikation

Quelle: Wikimedia Commons
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Einleitung: Medizinische Bildgebung [RINE-S VY B TEIT

Magetic Resonance Imaging: MRI, fMRI, DTI,...

@ Abbildungsmodalitat: Unterschiedliche Kernspin-Resonanz auf externe Magnetfelder

o Informationsart: anatomische sowie funktionell (speziell: Perfusion, Himodynamik, Diffusion,
Konnektivitat)

@ Invasivitat: keine allgemein auftretende Belastung

Felix Lucka ()
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Einleitung: Medizinische Bildgebung [RINE-S VY B TEIT

Bioelectromagnetic Mapping: ECG/MCG, EEG/MEG

@ Abbildungsmodalitat: Elektromagnetische Felder, induziert von kollektiven lonenstrémen
o Informationsart: funktionell (speziell: Neuronale Aktivitit, Aktionspotenzialfronten)
o Invasivitdt: keine

Quelle: IBB, Uniklinikum Miinster Quelle; fz-jiilich.de
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Einleitung: Medizinische Bildgebung [RINE-S VY B TEIT

Eine weitere wichtige Eigenschaft verschiedener Bildgebender Verfahren ist ihre raumliche und
zeitliche Aufldsung.
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Abbildung: Raumzeitliche Auflésung verschiedener brain-imaging Verfahren
Quelle: Gazzaniga, Ivry & Mangun, Cognitive Neuroscience, 2nd ed., W.W.Norton & Company, 2002
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Einleitung: Medizinische Bildgebung [RINE-S VY B TEIT

Um die Nachteile einzelner Verfahren zu auszugleichen, und verschiedene Informationsarten zu
kombinieren, ist ein Trend in der Forschung die Entwicklung kombinierter Verfahren:
Apparativ: Verfahren, dessen Messvorginge dies zulassen, werden vom gleichen Apparat
simultan ausgefiihrt, die Bilder werden direkt aufeinander registriert. Bsp.:
PET/CT, PET/MRI
Postapparativ: Die Daten werden mit verschiedenen Apparaten aufgenommen, und miissen
aufwendig aufeinander registriert werden (sog. Soft-Fusion).

Quelle: www.journalonko.de
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Einleitung: Medizinische Bildgebung [T ETN 1721 T

Bei allen Bildgebenden Verfahren versucht man, eine interessierende, aber nicht direkt
zugangliche GroBe durch indirekte Beobachtungen zu rekonstruieren. Physikalisch gesehen,
handelt es sich hierbei um ein sog. inverses Problem.

Beobachtung
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s (Pt
Bei allen Bildgebenden Verfahren versucht man, eine interessierende, aber nicht direkt
zugangliche GroBe durch indirekte Beobachtungen zu rekonstruieren. Physikalisch gesehen,
handelt es sich hierbei um ein sog. inverses Problem.

Beobachtung

Direktes Problem: Berechne aus einer gegebenen Ursache die zu beobachtende Wirkung.

Inverses Problem: Rekonstruiere die zu einer beobachteten Wirkung gehérende Ursache.
Die Lésung des inversen Problems erfordert das Modellieren und Ldsen des direkten Problems!
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Einleitung: Medizinische Bildgebung [T ETN 1721 T

Die Funktionalanalysis bietet den Rahmen, den wir wihlen werden, um Inverse Probleme
mathematisch zu beschreiben.

Funktionalanalysis untersucht die Eigenschaften von Vektorraumen und Abbildungen (sog.
Operatoren) zwischen diesen mit Hilfe von Konzepten aus der Topologie und der Algebra.
Insbesondere in der Losungstheorie partieller Differenzialgleichungen spielt sie eine wichtige Rolle.
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Die Funktionalanalysis bietet den Rahmen, den wir wihlen werden, um Inverse Probleme
mathematisch zu beschreiben.

Funktionalanalysis untersucht die Eigenschaften von Vektorraumen und Abbildungen (sog.
Operatoren) zwischen diesen mit Hilfe von Konzepten aus der Topologie und der Algebra.
Insbesondere in der Losungstheorie partieller Differenzialgleichungen spielt sie eine wichtige Rolle.

Die wesentlichen Zutaten fiir die Modellierung sind:

o Raum der méglichen Ursachen X, der zugehdrigen Wirkungen Y, und der méglichen
Messungen Z.
Die Gestalt der Raume ist durch die zugrunde liegenden physikalischen Annahmen gegeben.
Oft sind z.B. die Quadrate der betrachteten GrdRen physikalisch zu einer Energie
proportional, daher wird gefordert, dass sie in L2 liegen.

o Ein Vorwartsoperator F : X — Y der jeder Ursache eine Wirkung zuordnet. F ist durch die
zugrunde liegenden physikalischen Gesetze gegeben und ist meist Lésungsoperator einer
PDGL.

@ Ein Messoperator T : Y — Z der jeder Wirkung ein Messergebnis zuordnet. Das beinhaltet
die Spezifikation eines Rauschmodells und die Modellierung der Abbildungsmodalitat. Der
Messoperator ist im Prinzip eine Zufallsvariable, und es gibt verschiedene Wege mit diesem
Problem umzugehen.

o Ein inverses Verfahren ist nun eine Abbildung G : Z — X die T o F in einem
verallgemeinerten Sinne invertiert.

X*F>WYL>Z
G
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Das inverse Problem des Bioelektromagnetismus

© Das inverse Problem des Bioelektromagnetismus
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Inverses Problem
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Das inverse Problem des Bioelektromagnetismus [T

Bioelektromagnetismus

Viele Arten korperlicher Aktivitdt, z.B. Nerv- und Reizleitungsprozesse sind mit dem kollektiven
FlieBen mikroskopischer lonenstréme in den beteilgten Zellen verbunden.

Die Messung dieser Stréme und ihr Verlauf liefert wichtige Informationen iiber die zugrunde
liegenden Prozesse.

Je nach Stirke und Aufldsungsbedarf gibt es verschiedene Moglichkeiten dies zu tun:

Invasiv Die Strome werden direkt gemessen, z.B. Patch-Clamp, Multielectrode arrays,
ECoG, Tiefenelektroden

Nichtinvasiv Die Strome verursachen elektromagnetische Felder im Gewebe und an der
Kdrperoberfliache (sog. Bioelektromagnetismus). Das inverse Problem, aus der
Messung der Felder an der Kérperoberfliche die Stromverteilung im Kérper zu
rekonstruieren, nennt man “Inverses Problem des Bioelektromagnetismus”.

Im Folgenden geht es um die mathematische Beschreibung dieses Problems.
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Das inverse Problem des Bioelektromagnetismus [JsI{Z3 JIFR I Y AR

Das Enstehen von elektrischen und magnetischen Feldern aufgrund von freien Ladungen oder
Stréomen wird durch die sog. Maxwellgleichungen beschrieben:

Maxwellgleichungen

Sei j(7) : R3 — R3 eine Stromdichte und p(F) : R3 — R eine Ladungsdichte.

a(7) : R — R sei eine Leitfihigkeit (isotroph).

Das elektrische Feld E(7) : R® — R3 und das magnetische Feld B(F) : R3 — R3 sind dann durch
folgende PDGL gegeben:

div(E) = p/o rot(E) = —0;B

div(B) =0 rot(B) = uo - (j — 00:E)

Zur Interpretation:

Ein Vektorfeld A ist unter bestimmten Umstinden vollstandig durch sein Quellfeld div(A) und
sein Wirbelfeld rot(A) bestimmt.

Die Maxwellgleichungen machen eine Aussage dariiber, wodurch diese Anteile bei E und B
verursacht werden.
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Das Enstehen von elektrischen und magnetischen Feldern aufgrund von freien Ladungen oder
Stréomen wird durch die sog. Maxwellgleichungen beschrieben:

Maxwellgleichungen

Sei j(7) : R3 — R3 eine Stromdichte und p(F) : R3 — R eine Ladungsdichte.

a(7) : R — R sei eine Leitfihigkeit (isotroph).

Das elektrische Feld E(7) : R® — R3 und das magnetische Feld B(F) : R3 — R3 sind dann durch
folgende PDGL gegeben:

div(E) = p/o rot(E) = —0;B

div(B) =0 rot(B) = uo - (j — 00:E)

Zur Interpretation:

Die Gleichung div(E) = p/o ist eine differenzielle Formulierung des Coulombschen Gesetzes, das
die Kraft zwischen zwei freien Ladungen beschreibt.

Frei formuliert bedeutet die Gleichung:

“Die Quellen des elektrischen Flusses (D = o E) sind die freien (elektrischen) Ladungstriger.”
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Das Enstehen von elektrischen und magnetischen Feldern aufgrund von freien Ladungen oder
Stréomen wird durch die sog. Maxwellgleichungen beschrieben:

Maxwellgleichungen

Sei j(7) : R3 — R3 eine Stromdichte und p(F) : R3 — R eine Ladungsdichte.

a(7) : R — R sei eine Leitfihigkeit (isotroph).

Das elektrische Feld E(7) : R® — R3 und das magnetische Feld B(F) : R3 — R3 sind dann durch
folgende PDGL gegeben:

div(E) = p/o rot(E) = —0;B

div(B) =0 rot(B) = uo - (j — 00:E)

Zur Interpretation:

Die Gleichung rot(E) = —9:B ist eine differenzielle Formulierung des Faradaysches
Induktionsgesetzes.

Frei formuliert bedeutet die Gleichung:

“Die zeitliche Anderung eines magnetischen Feldes induziert ein elektrisches Wirbelfeld, das
seiner Ursache entgegengesetzt orientiert ist (Lenzsche Regel).”
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Das inverse Problem des Bioelektromagnetismus [JsI{Z3 JIFR I Y AR

Das Enstehen von elektrischen und magnetischen Feldern aufgrund von freien Ladungen oder
Stréomen wird durch die sog. Maxwellgleichungen beschrieben:

Maxwellgleichungen

Sei j(7) : R3 — R3 eine Stromdichte und p(F) : R3 — R eine Ladungsdichte.

a(7) : R — R sei eine Leitfihigkeit (isotroph).

Das elektrische Feld E(7) : R® — R3 und das magnetische Feld B(F) : R3 — R3 sind dann durch
folgende PDGL gegeben:

div(E) = p/o rot(E) = —0;B

div(B) =0 rot(B) = uo - (j — 00:E)

Zur Interpretation:
Die Gleichung div(B) = 0 besagt, dass das magnetische Feld stets quellfrei ist.

Das bedeutet:

“Es gibt keine magnetischen Ladungstriager/ Monopole” oder
“Das magnetische Feld ist ein reines Wirbelfeld”
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Das Enstehen von elektrischen und magnetischen Feldern aufgrund von freien Ladungen oder
Stréomen wird durch die sog. Maxwellgleichungen beschrieben:

Maxwellgleichungen

Sei j(7) : R3 — R3 eine Stromdichte und p(F) : R3 — R eine Ladungsdichte.

a(7) : R — R sei eine Leitfihigkeit (isotroph).

Das elektrische Feld E(7) : R® — R3 und das magnetische Feld B(F) : R3 — R3 sind dann durch
folgende PDGL gegeben:

div(E) = p/o rot(E) = —0;B

div(B) =0 rot(B) = uo - (j — 00:E)

Zur Interpretation:

Die Gleichung rot(B) = po ] ist eine differenzielle Formulierung des Ampéresches
Flutungsgesetzes . Frei formuliert bedeutet die Gleichung:

“Ein stromdurchflossener Leiter ist von einem magnetischen Wirbelfeld umgeben”
oder
“Die Bewegung elektrischer Ladungstridger (Strom) erzeugt ein magnetisches Wirbelfeld”

Die Ergdnzung des Maxwellschen Verschiebungstroms (—po - o - 0:E) ist weniger anschaulich.
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Das inverse Problem des Bioelektromagnetismus [JsI{Z3 JIFR I Y AR

Die Maxwellgleichungen in der reinen Form sind zu kompliziert, um mit ihnen direkt Probleme im
Bioelektromagnetismus zu modellieren, speziell, wenn man sie numerisch 16sen méchte.

Man kann eine Reihe von Annahmen und Approximationen machen, um zu einer einfacheren
Form zu gelangen:

Linearitat und Isotropie des Mediums wurde in den Gleichungen, so wie wir sie formuliert
haben bereits angenommen.

Superposition: Zusatzlich zur Linearitdt des Mediums interagieren Elementarquellen nicht
miteinander.

Quasistatische Approximation: Die zeitlichen Anderungen der Felder sind klein gegen die
Ausbreitungsgeschwindigkeit der Felder, und das Gewebe ist passiv, d.h. zeitunabhingig und
besitzt keine Induktivitat.

Ladungsfreiheit: Im Kdrpergewebe kénnen sich keine makroskopischen Ladungsverteilungen
aufbauen.

Primar- und Volumenstromdichte: Ein einfaches Stromdichtemodell, was spater erlautert
wird.

Man kann dann ein elektrisches Potenzial u, E = —Vu einfiihren, und die Lésung des Direkten
Problems beschrankt sich auf die Berechung von u aus einer PDGL.
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Das inverse Problem des Bioelektromagnetismus [JsI{Z3 JIFR I Y AR

Direktes Problem des Bioelektromagnetismus

.

Sei die Leitfihigkeit o(F) und die Primarstromdichte jP(7) in einem beschrinkten, einfach
zusammenhangenden Gebiet Q (hier: menschlicher Kérper) mit glatter Oberflache 02 gegeben.
Das Direkte Problem besteht darin, das elektrische Potenzial u auf OQ zu berechnen, indem man :

V- (oVu) =V .jmp in Q
n-(cVu) =0 auf 9Q (no-slip condlition)

/ u-dS=0 (Nullpotenzial fixieren)
o0

I6st. Das magnetische Feld B findet man dann durch (Biot-Savart):

=
—r

B(F) = ﬂ/ {Fme(F) = o(F") - Vu(P')} x T dP! fir 7€ B3O
47 Jq IF— 7]
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Um das direkte Problem praktisch zu I6sen muss man sich u.a. also iiber drei Dinge Gedanken
machen:

o Ein Quellmodell fiir j™P: Wie modelliert man die auftretenden makroskopischen Stréme?

@ Ein Volumenleitermodell: Wie modelliert man die elektrischen Eigenschaften der
verschiedenen Gewebe?

@ Ein Verfahren um die PDGL zu I6sen, moderne Verfahren sind meist FEM oder BEM
Verfahren.

Felix Lucka () 16 / 41



Cudlueal
In der Formulierung des direkten Problems wurde bereits das Konzept der sog. Primarstromdichte
benutzt. Es beruht darauf, die gesamte Stromdichte zu trennen, in den Primarstrom, der direkt
aus der biologischen Aktivitdt entsteht, und den Volumenstrom, der durch das umliegende
Gewebe flieBt, und den Aufbau von Ladungsverteilungen verhindert.

Ein Ansatz zur Modellierung ist das Konzept der Aquivalente Stromdipole. Viele mikroskopische,
gleichorientierte Stromdichten mit dominatem Diplomoment werden durch einen makroskopischen
Dipol ersetzt:

SOUI’CE+

sink".~

cell body

Equivalent Current Dipole (Primary current) (~50 hAm)

parameters:
position X,
moment M

Size of Macroscopic Neural Activity

~30 mm? = 5.5%x5.5 mm?
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Das inverse Problem des Bioelektromagnetismus [ eI || 1Y

Ein anderer Ansatz sind sog. cable models. Dabei werden die elektrischen Eigenschaften der
Zellmembranen und ihrer Bestandteile durch dquivalente Schaltkreise charakterisiert, z.T. wird
dann ein Grenziibergang durchgefiihrt, um zu einer makroskopischen Beschreibung durch PDGLs
zu kommen.

Bespiele sind das Hodgkin-Huxley Model als Grundmodel fiir die Nervenleitung und das Bidomain
Model fiir die Ausbreitung der Aktivierungsfronten im Herzen:

azu,' 82u,- a(ui - ue)
x—s + 8iy——% = Cnm——— 4+ Gm - (yj — ue
Eixgxz T &V dy? A [ ot (ui —u )]
% ue % ue (uj — ue)
ex e - Cm Gm N i e
Bexpxz T B dy? A [ ot (= u )}

+
"“Bidomain reentry and $
unsuccessful ablation” %% =
Quelle: www.simula.no $ 5 Membrang
Meluar

Neuere Modelle versuchen Reizleitung unter Einbeziehung mechanischer und thermischer Aspekte
als emergentes Phanomen (genauer: Solitonen) zu beschreiben. [Heimburg et al.]

1\ 'l
o
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Das inverse Problem des Bioelektromagnetismus [V T TRYTRYEE IS | P

Ein Volumenleitermodell ist ein Volumen, das die Geometrie eines Objektes approximiert, und in
dem jedem Punkt eine elektrische Leitfahigkeit zugeordnet ist.

Bereiche 3hnlicher Leitfahigkeiten stellen dabei dann die verschiedenen Gewebe dar.

Man unterscheidet:

@ Vereinfache Modelle: Hier approximiert man die natiirliche Geometrie durch einfache
geometische Gebilde, wie Kugeln oder Zylinder. Dies hat oft den Vorteil, dass sich
semi-analytische Formeln fiir die Lsung des direkten Problems finden lassen.

o Realistisch geformte Modelle: Hier versucht man die exakte Geometrie anhand anatomischer
Daten zu rekonstruieren und in einfache geometrische Formen zu diskretisieren.
Die Stirke von FEM oder BEM Verfahren liegt darin, auf solchen Volumenleitern rechnen zu
kdnnen.
Die notwendigen anatomischen Informationen kann man aus Referenzdatensitzen
entnehmen, oder individuell aus MRI oder CT Bildern segmentieren.
Als Leitfdhigkeiten setzt man dann Referenzwerte in die einzelnen Elemente, oder versucht
diese aus Messungen individuell zu schitzen (DTI, EIT).
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veteaTeetle
Fiir die Simulation der elektromagnetischen Felder, die von der Herzaktivitdt erzeugt werden
(MCG/ECG, BSPM), braucht man ein Volumenleitermodell des Torsos mit den verschiedenen
Organen, Knochen, Muskeln und Hautschichten.

Visualisierung: SCIRun; Daten: uthatorso; beides vom SCI Institut, University of Utha
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veteaTeetle
Fiir die Simulation der elektromagnetischen Felder, die von Gehinaktivitdt erzeugt werden
(MEG/EEG), braucht man ein Volumenleitermodell des Gehirns mit den verschiedenen
“compartments”: WeiBe Substanz, Graue Substanz, CSF, Schiadel und Haut.

Visualisierung: SCIRun, SCI Institut, University of Utha

Felix Lucka ()
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Das inverse Problem des Bioelektromagnetismus [EIE NI I

Inverses Problem des Bioelektromagnetismus

Gegeben seien die Messdaten y des elektrischen Potenzials u und/oder der Normalkomponente
des magnetischen Feldes (n, B) in M Punkten auf der Oberfliche 9Q und die Leitfdhigkeit o(F)
in Q (bzw. ein Volumenleitermodell von Q)

[MEG/EEG]: Bestimme die Primarstromdichte fimp in Q.
[ECG/BSPM]: Bestimme das elektische Potenzial auf der Herzoberfliche (epikardiales
Potenzial).

“Das Problem ist sowas von schlecht gestellt, da gibt's doch nix zu holen!
Da wiird ich die Finger von lassen!”

frei nach F. Wiibbeling, Skiseminar 2009
Was meint er damit?

Meist sind inverse Problem schlecht gestellt, d.h. im Sinne von Hadamard ist eine der folgenden
Bedingungen nicht gegeben:

@ Existenz: Das Problem hat eine Losung.

@ Eindeutigkeit: Diese Losung ist eindeutig bestimmt.

© Stabilitat: Diese Lésung hangt stetig von den Eingangsdaten ab.
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Inverses Problem

Einfaches Beispiel

Sei © = (0,1) x (0, 1), die Leitfahigkeit c =1in Q, und 0 =0
ausserhalb von Q. Die Seiten von 2 seien a, b, c, d wie in der
Abbildung.

Auf a sei ein Potenzial in Form einer Funktion g gegeben. Das
direkte Problem, das Potenzial v in Q zu bestimmen wird dann

(1) Au=0 in Q
(2) Vu-n=0 auf b, c,d
3) u=g auf a

Falls g hinreichend schén ist, existiert eine eindeutige Losung u = u(g), die stetig von g anhingt,
das direkte Problem ist also gut gestellt.
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Einfaches Beispiel

Sei © = (0,1) x (0, 1), die Leitfahigkeit c =1in Q, und 0 =0
ausserhalb von Q. Die Seiten von 2 seien a, b, c, d wie in der
Abbildung.

Auf a sei ein Potenzial in Form einer Funktion g gegeben. Das
direkte Problem, das Potenzial v in Q zu bestimmen wird dann
Zu:

(1) Au=0 in Q
(2) Vu-n=0 auf b, c,d
3) u=g auf a

Falls g hinreichend schén ist, existiert eine eindeutige Losung u = u(g), die stetig von g anhingt,
das direkte Problem ist also gut gestellt.

Nun sei f = u(g)|c eine messtechnisch zugangliche GroRe, und g die GroRe, an der wir eigentlich
interessiert sind. In Anlehnung an die Nomenklatur aus der Einleitung definieren wir also:

X : Raum der Ursachen, also g € X.
Y : Raum der Wirkungen, also f € Y.
F : Vorwirtsoperator: F: X — Y, F(g) = u(g)|c

Denn Messvorgang betrachten wir erst spater.

Felix Lucka () 23 /41



Das inverse Problem des Bioelektromagnetismus [EIE NI I

Zunéchst 16sen wir das direkte Problem analytisch (Separationsansatz & Fourierentwicklung):

Ansatz:
N (x,y) :=cos(kmx) - cosh(kmy);
Einsetzen:

ANg(x,y) =— kzrerk(x,y) + kzﬂ'sz(x,y) =0 = N (x,y) erfillt (1)

V() = (gt o)

= (np - VNi(x,y))|p = km - sin(kw0) - cosh(kmy)) = 0; ¢, d analog = Ni(x, y) erfiillt (2)
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Zunéchst 16sen wir das direkte Problem analytisch (Separationsansatz & Fourierentwicklung):

Ansatz:
N (x,y) :=cos(kmx) - cosh(kmy);
Einsetzen:

ANg(x,y) =— kzrerk(x,y) + kzﬂ'sz(x,y) =0 = N (x,y) erfillt (1)

V() = (gt o)

= (np - VNi(x,y))|p = km - sin(kw0) - cosh(kmy)) = 0; ¢, d analog = Ni(x, y) erfiillt (2)

Aufgrund der Linearitdt von A, V und - folgt aus dem Superpositionprinzip:

u(x,y) = Z ci - cos(kmx) - cosh(kmy) erfiillt (1) und (2)
k=0
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Das inverse Problem des Bioelektromagnetismus [EIE NI I

Durch Auswerten von u auf den Randern a und c erhalt man, dass fir:

g(x) =u(x,1) = Z ¢y - cos(kmx) - cosh(km)
k=0

das direkte Problem durch
f(x) = u(x,0) = ch cos(kmx)

geldst wird. Falls also ein beliebiges g als eine Kosinusreihe darstellbar ist,

= Z aklg] - cos(kmx)

k=0

so kann die L3sung des direkten Problems explizit angegeben werden:

o~ _ axlel
[g](x,y) = E k - cos(kmx) - cosh(kmy)
ulg y 2 cosh(k) cos cos y

_ _ _ v alel
f(x) = Flg](x) = ulg](x,0) = ,;0 cosh(kn) - cos(kmx)
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Das inverse Problem des Bioelekt: EPUGLUIC Inverses Problem

Die Wirkung des Vorwértsoperators F lasst sich also ganz einfach an der Darstellung einer
Funktion durch seine Kosinusreihe beschreiben:
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Die Wirkung des Vorwértsoperators F lasst sich also ganz einfach an der Darstellung einer
Funktion durch seine Kosinusreihe beschreiben:

Die Koeffizienten ay[g] der einzelnen Moden (cos(kmx)) werden mit dem Faktor 1/ cosh(km)

multipliziert, d.h. héhere Moden werden exponentiell stark gedampft!
(1/ cosh(km) < 1, cosh(km) ~ exp(km))

Felix Lucka () 26 / 41



Das inverse Problem des Bioelektromagnetismus [EIE NI I

Die Wirkung des Vorwértsoperators F lasst sich also ganz einfach an der Darstellung einer
Funktion durch seine Kosinusreihe beschreiben:

Die Koeffizienten ay[g] der einzelnen Moden (cos(kmx)) werden mit dem Faktor 1/ cosh(km)
multipliziert, d.h. héhere Moden werden exponentiell stark gedampft!
(1/ cosh(km) < 1, cosh(km) ~ exp(km))

Im Rahmen der Funktionalanalysis wiirde man sagen, dass die Funktionen cos(kmx)
Eigenvektoren des Vorwartsoperators zu den Eigenwerten 1/ cosh(k=) sind, d.h.

Flcos(kmx)](x) = Ak cos(kmx); Ak = 1/ cosh(kr), und dass das Eigenwertspektrum
{1/ cosh(km)|k € N} eine exponentiell fallende Folge bildet (Operator ist kompakt).
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Die Wirkung des Vorwértsoperators F lasst sich also ganz einfach an der Darstellung einer
Funktion durch seine Kosinusreihe beschreiben:

Die Koeffizienten ay[g] der einzelnen Moden (cos(kmx)) werden mit dem Faktor 1/ cosh(km)
multipliziert, d.h. héhere Moden werden exponentiell stark gedampft!
(1/ cosh(km) < 1, cosh(km) ~ exp(km))

Im Rahmen der Funktionalanalysis wiirde man sagen, dass die Funktionen cos(kmx)
Eigenvektoren des Vorwartsoperators zu den Eigenwerten 1/ cosh(k=) sind, d.h.

Flcos(kmx)](x) = Ak cos(kmx); Ak = 1/ cosh(kr), und dass das Eigenwertspektrum
{1/ cosh(km)|k € N} eine exponentiell fallende Folge bildet (Operator ist kompakt).

Was bedeutet diese Dadmpfung der hdheren Moden (k groR) anschaulich?

Bei einer Fourierreihe sind die verschiedenen Moden fiir die Approximation der rdumlich
verschieden groRen Strukturen zustandig (sog Raumfrequenzspektrum):

@ Die ersten Moden approximieren das Grundniveau, und die groben rdumlichen Trends der
Funktion.

@ Die hdheren Moden approximieren die feinen rdumlichen Strukturen.
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Das inverse Problem des Bioelektromagnetismus [EIE NI I

Anschaulich ist damit auch klar, warum das direkte Problem so gut konditioniert ist,
und stetig von den Eingangsdaten abhangt:

Kleine raumliche Anderungen machen sich nur in den hdheren Moden der Kosinusreihe
bemerkbar, werden daher exponentiell stark geddmpft und bewirken nur minimalste
Verdnderungen an der Ldsung!

Wir werden sehen, dass gerade diese “netten” Eigenschaften des Vorwirtsoperators das
inverse Problem extrem schwierig und schlecht gestellt machen.
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Das inverse Problem des Bioelektromagnetismus [EIE NI I

Das inverse Problem in diesem Beispiel ist einfach:
“Finde fiir gegebenes f € Y eing € X s.d. F(g) =f"

Die Frage ist also, ob F invertierbar ist.
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Das inverse Problem in diesem Beispiel ist einfach:
“Finde fiir gegebenes f € Y eing € X s.d. F(g) =f"

Die Frage ist also, ob F invertierbar ist.

Aus der expliziten Darstellung des Vorwartsoperators,

Fx) = Flele) = S —2L coghemn)

= cosh (k)

kann man den inversen Operator direkt ablesen:

g(x) = FH[fl(x) = _ aklf] - cosh(kr) - cos(kmx)
k=0

Der inverse Operator hat also die Eigenwerte cosh(k), die exponentiell steigen mit k!
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Das inverse Problem in diesem Beispiel ist einfach:
“Finde fiir gegebenes f € Y eing € X s.d. F(g) =f"

Die Frage ist also, ob F invertierbar ist.

Aus der expliziten Darstellung des Vorwartsoperators,

Fx) = Flele) = S —2L coghemn)

= cosh (k)
kann man den inversen Operator direkt ablesen:

g(x) = FH[fl(x) = _ aklf] - cosh(kr) - cos(kmx)
k=0

Der inverse Operator hat also die Eigenwerte cosh(k), die exponentiell steigen mit k!
Man kann leicht zeigen, dass F~1 nicht stetig ist:
Sei g beliebig, so ist g5(x) = g(x) + d cos(kmx) in der || - || 2-Norm zwar beliebig nah an g, da

llg — gslli2 = 6, aber ||F~1[g] — FY[gs]|l;2 = ||0 cosh(km) cos(kmx)||,2 = & cosh(km) kann
unabhingig von einen festen § beliebig groR gewahlt werden.

Das inverse Problem ist im Sinne von Hadamard also schlecht gestellt, da die Ldsung nicht stetig
von den Eingangsdaten abhingt.
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Das inverse Problem des Bioelektromagnetismus [EIE NI I

Kleine raumliche Anderungen/Oszillationen in den Eingangsdaten werden
exponentiell verstarkt!

Fiir die praktische Behandlung des inversen Problems ist dies ein kritischer Punkt, denn f muss
gemessen werden und ist daher immer mit Unsicherheiten behaftet:

@ Abtastfehler: Das Signal f wird nur an endlich vielen Messpunkten y1,--- , yp erfasst; ist es
nicht bandbegrenzt, ist Informationsverlust unvermeidbar (Nyquist-Shannon-Abtasttheorem).
Die Unsicherheit ist dabei in den hdheren Moden groBer, da diese fiir die Auflésung der
raumlich kleineren Strukturen sorgen, die eher durch zu grobes sampling “libersehen” werden.

@ Diskretisierungsfehler: Die Messwerte werden digital aufgenommen, und verarbeitet, dabei
schleichen sich Rundungsfehler ein.

o Rauschen: Das eigentliche Signal wird durch Rauschen iiberlagert. Je nach Rauschmodell
(“colors of noise’) kommt zu dem Spektrum des Signals (Koeffizienten der Kosinusreihe) das
Spektrum des Rauschens hinzu. Ein haufig benutztes Modell ist das des "“weien Rauschens”
(i.i.d. normalverteilt), dessen Spektrum in jeder Mode gleich stark ist.
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Kleine raumliche Anderungen/Oszillationen in den Eingangsdaten werden
exponentiell verstarkt!

Fiir die praktische Behandlung des inversen Problems ist dies ein kritischer Punkt, denn f muss
gemessen werden und ist daher immer mit Unsicherheiten behaftet:

@ Abtastfehler: Das Signal f wird nur an endlich vielen Messpunkten y1,--- , yp erfasst; ist es
nicht bandbegrenzt, ist Informationsverlust unvermeidbar (Nyquist-Shannon-Abtasttheorem).
Die Unsicherheit ist dabei in den hdheren Moden groBer, da diese fiir die Auflésung der
raumlich kleineren Strukturen sorgen, die eher durch zu grobes sampling “libersehen” werden.

@ Diskretisierungsfehler: Die Messwerte werden digital aufgenommen, und verarbeitet, dabei
schleichen sich Rundungsfehler ein.

o Rauschen: Das eigentliche Signal wird durch Rauschen iiberlagert. Je nach Rauschmodell
(“colors of noise’) kommt zu dem Spektrum des Signals (Koeffizienten der Kosinusreihe) das
Spektrum des Rauschens hinzu. Ein haufig benutztes Modell ist das des "“weien Rauschens”
(i.i.d. normalverteilt), dessen Spektrum in jeder Mode gleich stark ist.

Diese Fehler fiihren zu kleinen rdumlichen Anderungen/Oszillationen, die eigentlich nicht mehr im
Signal sein sollten, machen sich also besonders in den (eigentlich abgeddmpften) héheren Moden
bemerkbar, und fiihren ungefiltert zuriickprojeziert zu starken Oszillationen in der Lésung.
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Die in den einfachen Beispiel auftretenden Probleme sind charakteristisch fiir das inverse Problem
des Bioelektromagnetismus:

Allgemein ist das Singuldrwertspektrum des Vorwartsoperators exponentiell fallend.
Weiterhin ist das Problem oft nicht klassisch |6sbar, da der Definitionsbereich des inversen
Operators (= Bildbereich des Vorwartsoperators) sehr “klein” ist, und die Stdrungen die

Eingangsdaten aus diesem Bereich heraustreiben.

Die Eindeutigkeit der Ldsung ist oft auch nicht mehr gegeben, speziell wenn die Eingangsdaten
diskret abgetastet werden.

Hinzu kommen spezielle Probleme einzelner Modalitidten, wie z.B. eine besonders geringe
Sensitivitdt auf ganz bestimmte Quellstrome.

Praktische Probleme erschweren die Rekonstruktion zusatzlich, z.B. ein sehr geringes
Signal-zu-Rausch-Verhiltnis (SNR), und die Anfilligkeit fiir Artefakte in den Daten.
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Wege aus der Krise

Wie kann man das Problem also I6sen?

o Erh&hter Aufwand zur Rauschvermeidung bei der Datenaufnahme.
e Aufwendige Datenvorverarbeitung, u.a. PCA, ICA, artifact removal.

@ Man schrankt die Zahl der méglichen Quellkonfigurationen drastisch ein:

o Parametrische Modelle:
Man reduziert die Freiheitsgrade der Quellkonfiguration drastisch, und
passt diese so an, dass man die Daten bestmdglich erkldren kann. Zum
Beispiel kann man versuchen die Daten durch einen einzigen Stromdipol zu
erklaren, das erfodert die Bestimmung von 7 Parametern.

o Stromdichteverfahren:
Die Stromdichte wird als aus N, in einer Quellregion liegenden, einzelnen
Dipolen zusammengesetzt.

Felix Lucka () 33 /41



Das inverse Problem des Bioelektromagnetismus [EIE NI I

Wege aus der Krise

Wie kann man das Problem also I6sen?

o Erh&hter Aufwand zur Rauschvermeidung bei der Datenaufnahme.
e Aufwendige Datenvorverarbeitung, u.a. PCA, ICA, artifact removal.

@ Man schrankt die Zahl der méglichen Quellkonfigurationen drastisch ein:

o Parametrische Modelle:
Man reduziert die Freiheitsgrade der Quellkonfiguration drastisch, und
passt diese so an, dass man die Daten bestmdglich erkldren kann. Zum
Beispiel kann man versuchen die Daten durch einen einzigen Stromdipol zu
erklaren, das erfodert die Bestimmung von 7 Parametern.

o Stromdichteverfahren:
Die Stromdichte wird als aus N, in einer Quellregion liegenden, einzelnen
Dipolen zusammengesetzt.
Bei den letzeren Verfahren gibt es zwei grobe Ansitze:

o Klassische Regularisierung: Das Problem wird durch ein besser gestelltes approximiert, dessen
Lésung nicht zu weit von dem urspriinglichen abweicht.

@ Bayesianische Ansiatze: Die Quellkonfigurationen wird stochastisch modelliert, und das
Problem wird als statistisches Problem umformuliert.
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© Regularisierung

Felix Lucka () 34 /41



Regularisierung

Man kann in unserem Beispiel das Problem, f = F[g] nach g aufzul3sen, umformulierten zu
einem Minimierungsproblem:

g = argmin D(g);  D(g) = IIf — Flell?

Dadurch hat man natiirlich noch nichts gewonnen.
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Regularisierung

Man kann in unserem Beispiel das Problem, f = F[g] nach g aufzul3sen, umformulierten zu
einem Minimierungsproblem:

g = argmin D(g);  D(g) = IIf — Flell?

Dadurch hat man natiirlich noch nichts gewonnen.

Die Idee klassischer Regularisierung ist es nun, das Funktional D(g), das die Abweichung von den
Messdaten bewertet, zu ersetzen durch die gewichtete Summe von D(g) und ein weiteren
Funktional P(g), sodass das Minimierungsproblem gut gestellt ist (regularisiert):

& = argmin {D(g) +¢- P(g)}

Je groRer der Regularisierungsparameter € gewahlt wird, desto groRer ist der regularisierende
Effekt, d.h. das Problem ist besser konditioniert. Gleichzeitig ist natiirlich die Abweichung von
den Daten groRer.
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Regularisierung

Doch wie ist P(g) zu wihlen?

Neben der Eigenschaft, das Problem zu regularisieren, will man P oft so wahlen, dass
unerwiinschte Eigenschaften der Losung “bestraft” werden.

Mégliche Ansatze fiir das Straffunktional P(g) sind:

° ||g||i2 =Y"1gi|? : sog. Minimumnormldsung. Bestrafft groRe 2-Norm, fiihrt zum
“Verschmieren” der L3sung. Lineares Verfahren.

o ||[W - g||3: gewichtete Minimumnormldsung, z.B. W als diskreter Laplace Operator. Lineares
Verfahren.

o |lgllfs = > lgilP; 0 < p < oo: Fiir kleine p férdert dieses Funktional die “sparsity” der

Lésung, d.h. Lésungen mit moglichst wenigen Eintragen ungleich null werden bevorzugt.
Nichtlineares Verfahren.
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Regularisierung

Doch wie wirkt sich die Regularisierung, konkret die Minimumnormregularisierung, auf die
Eigenschaften des inversen Problems aus?

Am einfachsten sieht man die Wirkung an unserem Beispielproblem:

Sei dazu der Operator F ! definiert durch

FZ[f] == argmin {||f — Flg]||* +ellgll7=}
g

Der inverse Operator F~1[f] hatte die Eigenwerte p = cosh(kn) zu den Eigenfunktionen
cos(kmx). Man kann iiber die Optimalitatsbedingung erster Ordnung zeigen, dass die Eigenwerte
des regularisierten Operators F. 1[f] zu den Eigenfunktionen cos(kmx) gegeben sind durch:

_ Lk _ cosh (k) 1
T l4e-p2 14ecosh?(km) e

e,k

Da e klein ist, wirkt sich die Approximation auf die ersten Moden kaum aus, wahrend die héheren
Moden effektiv geddmpft werden, nach oben beschridnkt bleiben, und gegen null fallen.
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Regularisierung
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Regularisierung

Beispiel fiir eine unregularisierte Riickprojektion

Rauschniveau von 10%:
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Regularisierung

Beispiel fiir eine regularisierte Riickprojektion

Rauschniveau von 10%, ¢ = 8 - 10~8 (l-curve-method):
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..und Schluf!

Vielen Dank
fur
die Aufmerksamkeit!
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