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Notation

o Wir benutzen, wie in bei der klassischen Warmeleitungsgleichung die folgenden
B Bezeichnungen.

e 0 =0QxR4

e Qr:=Qx(0,7)

e QT :=Qx(1,)

o Qx:=0F:=Qx(7,7T)
e Y :=d0x]o,T)

Y =00 x[0,00)
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Homogenes Dirichlet Problem

b Im heutigen Vortrag geht es um das homogene Dirichlet-Problem (HDP) zur
S allgemeinen Porésen Medium Gleichung (GPME).

; u=Ad(u)+f, Y(x,t) € Or (1)
u(x,0) = uy(x), Vx € Q @)
u(x,t) =0, V(x,t) € Xt ©)

Die Zeit T > 0 kann sowohl endlich als auch unendlich sein.
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S Unter den folgenden Annahmen
; o [=0Q¢c c?®
e ®:Q xR — Rin C?streng monoton steigend in zweiter Variable
B e ®(x,0)=0VxeQ

o uy, f € CY%, beschrankt

Existiert klassische Losung u € C*'(Q), sodass
||UHL°°(Q7—) < HUOHL""(Q)+ T||fHL°°(QT)

Sind ®, ug und f in C* so auch u.
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L' Stabilitat der klassischen Lésung

Satz

Seien v und U klassische Lésungen von (HDP) mit méglicherweise
wechselndem Vorzeichen, Anfangsdaten wg, Uy und Kraft f , 1.

Fir jedes t > T > 0 gilt:

/Q (u(x, ) — G(x, ) . < /Q (u(x, 7) — 8(x, 7)) s o+ / t /Q (r—7) s ot

Und somit eine L' Kontraktion:

[lu(t) =811 < |]uo = Tol +/Ot||f(8)—?(3)l1ds
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Zeige die Existenz einer schwachen Lésung fir (HDP) unter folgender

Allgemeinheit:
e wel'(Q)
e f€L'()
® Annahmen an die Nicht-Linearitat
e ®: R — IR stetig, streng monoton steigend
o ®(doo) = +Foo

e d(0)=0
e Spater: u hat konstante Randwerte auf 3
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schwache Losungen

Schwache Lésungen

Wir beginnen zunachst mit der Definition einer schwachen Lésung ohne
Rucksicht auf Startwert und Randbedingung

Definition

Eine schwache Lésung der (GPME) in Q7 ist eine lokal integrierbare Funktion

u € L.(Qr), sodass
o O(u) € Ly(0, T Wyl (Q));

loc

® Die Gleichung

//o (Vd)(“)'vv_“"r)dxdtZ//Q FVaxat

fur alle Testfunktionen v € Cy(Qr) erfllt ist
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Randbedingung)

schwache Losungen

Definition

Eine meBbare Funktion u, definiert auf Qr, ist eine schwache Lésung der
(GPME) mit Nullrandbedingung, wenn

o uc'(Qx(1,T—1)),firalle T > 0und

®(u) € Lpe(0,7: W5 (Q));

e die Gleichung

//o (Vd)(“)'v"_“"r)dxdtZ//o FVdxdt

fir alle Testfunktionen v € C' ((57), die auf ZT verschwinden, gilt sowie
firo <t < 7Tund T— 7T < t < T firgewisse T > 0.
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Schwache Lésung des HDP mit

Randbedingung und Startwert
~ Definition
Eine meBbare Funktion u, definiert auf Qr, ist eine schwache L&sung von
(HDP) wenn
e uc'(Qr)und ®(u) € L'(0,T: Wy (R))

e ydie folgende Gleichung erfillt

/ {VO(u)- VvV —uv,}dxat

—/ uo x 0 dx+// fVdxdt (4)
Qr

fir alle Funktionen v € C'(Qr) die auf X und fir t = T verschwinden.
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Eine nicht-triviale Lésung im Falle f = 0 ist die explicit source-type solution
u(x, t) = U(x7 t C).

schwache Losungen

Figure: source type solution for PME

Dies ist keine schwache Lésung in unserem Sinne, denn
® Die Anfangswerte sind nicht stetig
® Die Randwerte sind nicht notwendigerweise 0
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Beispiel einer schwachen Lésung (2)

Jedoch kénnen wir auf folgende Weise schwache Lésungen erhalten:
Nehme xg € Q, sei T > 0 und sei C konstant in U und hinreichend klein. Dann
ist die Funktion

W(X,t): U(x—xo,t—i-’L'; C) (5)
schwache Losung von (HDP) in jedem Zeitintervall (0, T) in dem der freie Rand

in Q liegt. D.h. wenn

T+ 1 < cdist(x, 09Q)%(")+2
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schwache Losungen

Eindeutigkeit einer schwachen Lésung

Satz
Unter der zusatzlichen Annahme ®(u) € L?(0, T : Hy(2)) und v € L?(Qr)
hat (HDP) maximal eine Lésung

Beweis Angenommen wir haben zwei schwache Lésungen u; und u,. Mit der
Definition der schwachen Lésung folgt:

/Q /(V(¢(u1) —O(w)) - VV — (v — u) Vi)t = 0

Fir alle Testfunktionen V.
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schwache Losungen

Beweis: Eindeutigkeit einer schwachen
Lésung

Nun wollen wir als Testfunktion die Oleinik-Testfunktion benutzen
T
v(x,t) = / S (us(x,8)) — P(ua(x,s))ds, wenn0 < t < T (6)
t

Selbst wenn V nicht die erforderliche Glatte (C') mitbringt, kénnen wir V durch
glatte Funktionen V¢ approximieren, sodass die schwache Formulierung erflllt

ist. Da
t vi = —(O(n)—d(w)) € 3(ar)
Vv = [[(VO(u) - VP(u))ds € L2(Qr)

und weiter V(t) € HS (Q) und V(T) = 0, kénnen wir zum Limes € — 0
Ubergehen und die schwache Formulierung ist erfullt far V.
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schwache Losungen

Beweis: Eindeutigkeit einer schwachen
Lésung (2)

Nun,

//QT((D(L“) = ®(u)) (1 — up) dxat

+/AT(V(¢(U1) - (D(Uz))) : (/tT(V(D(Lh) — V¢(u2))ds)dxdt =0

Nach Integration des letzten Terms folgt:

/QT/(q)(W)_q)(Uz))(w — Up)dxat

i /Q{/OT(V¢(U1) VO(uy))ds )2 = 0

Da beide Terme nicht negativ sind, folgern wir, dass u; = u, fast Uberall ein
muss.
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schwache Losungen

Nicht-Existenz einer klassischen Lésung

Korollar
Es existieren Anfangsdaten fir die (HDP) keine klassische Lésung annimmt,

selbst wenn ug nicht-negativ und f = 0 ist.

Beweis Zuerst sei bemerkt, dass eine klassische Lésung von (HDP) auch eine
schwache Ldsung in unserem Sinne ist.

Zweitens sei bemerkt, dass das vorherige Beispiel einer schwachen Lésung
w(x, t) die im Eindeutigkeitssatz geforderte Regularitat hat, aber keine
klassische Losung ist.

Mit dem Eindeutigkeitssatz folgt nun schon, dass keine weitere schwache
Losung von (HDP) existieren kann.

Somit kann fir diese Daten auch keine klassische Lésung existieren.
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Schwache Energielosungen

Motivation
Wir haben die Eindeutigkeit in einer Unterklasse der schwachen Lésungen
(namlich u € L?(Qr) und ®(u) € L2(0, T : H}(R2)) gezeigt.
Um physikalisch sinnvolle schwache Lésungen zu erhalten méchten wir die
Klasse der Funktionen nun weiter einschranken.
Energiegleichung

Sei P glatt und v klassische Lésung von (HPD). Dann gilt

/ ]V@(u)\zdxdt—l—/ \U(ur)dx:/ (w0 dx—l—// O (u)dxat
Qr Q oT

N~

DE(u) E,(T) w(f T)

Wobei W (u) Stammfunktion zu ®(u)
Dabei ist:

e DE(u) die abgefiihrte Energie

e E,(T) die natrliche Energie

o W(f, T) die Arbeit der externen Kraft



Porous Medium
Equation

Lars Ruthotto

Schwache Energielosungen

Schwache Energielésungen

Mit Hilfe der vorherigen Definitionen kénnen wir den Funktionenraum, in dem wir
nach schwachen Lésungen suchen, weiter einschrénken.
Die Eindeutigkeit haben wir unter folgenden Annahmen gezeigt:

o ue (ar)
o ®(u) € (0, 7: H(Q2))

Wir wollen die Existenz jedoch unter noch stérkeren Annahmen an u zeigen.
e DE(u) < oo
o £, <

Die Klasse dieser Funktionen wollen wir mit WES bezeichnen.
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Existenz fir nicht-negative
Daten

Erster Existenzsatz

Zunéchst méchten wir zu nicht-negativen Daten uy und f die Existenz einer
nicht-negativen Lésung u € WES von (HDP) zeigen.
Dies ist ein typisches Problem fir die Porése Medien Gleichung.
Die Technik, die wir benutzen, erlaubt die folgende Allgemeinheit:
e ®: R, — Ry stetig, streng monoton steigend in u mit $(0+) =0
o ®(u) glatt mit &’ (u) > ofiiru>0

Unsere Losungen sollen die angenehmen Energieeigenschaften haben.
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Existenz fir nicht-negative
Daten

Vergleichsprinzip

Satz
Seien u, U schwache Lésungen mit Anfangsdaten ug, Uy, sodass uy < U fast
berall in Q und f < 7 fast dberall in Q
Dann gilt:
u < 4, fast Gberall in Q

Insbesondere wenn ug, f > 0in 2
u>0inQ

Bemerkung

Ein solches Vergleichsprinzip ist fir parabolische Gleichungen zu erwartende
Eigenschaft. (Ob linear, nicht-linear, entartet oder nicht)
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Existenz fir nicht-negative
Daten

1. Existenzsatz

Satz
Sei P wie oben.

e Dann existiert eine schwache Lésung von (HPD) mit uy € L' (£2),
V(u) € L'(R2), up > 0 und forcing term f > 0, beschrankt.

® Die Ldsung ist nicht-negativ und das Zeitintervall nicht beschrankt.

 Wirhaben W(u) € (0, 7: L'(R2)),YT > 0und
( )E L2(0 T: H1 Q)) Es gilt eine Energieungleichung

/ / [VO(u)faorat+ / W(u(r))ax < /Q‘U(UO(X))dx+ / /Q 19(u)aer

e Damit ist u auch schwache Energielésung.

® Ausserdem gilt ein Vergleichsprinzip.
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Beweisstrategie

Existenz fir nicht-negative
Daten

B Der erste Existenzbeweis ist in 3 Schritte unterteilt

e Angenommen I = dQ € ¢**%, yy, > 0 ,in C3(£2) und mit kompaktem
Trager. Sei f > 0 stetig und beschrankt in €.

® Angenommen ujy ist beschrankt und verschwindet in der Nahe des
Randes. Sei f beschrankt und nicht-negativ

® Zeige die Existenz im allgemeinen Fall
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Annahme: g beschrénkt, verschwindet nahe der Grenze. f > 0 beschrankt.

® Approximiere f: f, — f fast Gberall

— ® Erhalte u, wie im 1. Schritt
e Grenziibergang: Benutze L'- Stabilitat anstatt Monotonie
e Konvergenz des Gradienten: unverandert

® \Vergleichsprinzip: unverandert
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Existenz fir nicht-negative
Daten

Approximiere €2 durch aufsteigende Folge Q4 mit 9 = I, € ¢>T¢
Betrachte: uox(x) = min{uy(x)&Ex(x),k}

Benutze Schritt 1+2 und erhalte uy

Setze uy auf 2\ € mit 0 fort

® Approximation liefert: u := lim uy ist schwache Losung
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Existenz fir nicht-negative
Daten

Verbesserung der Annahmen an f

Durch Ubergang zum Grenzwert in der L"-Norm erhalten wir auch einen
Grenzwert
u=Ilim un(x, t)

Selbst wenn f nicht in L2 ist, solange f € L'(Qr)
Wollen wir jedoch eine schwache Energielésung erhalten, muss

Vo(u) € LZ(OT)

gelten. In Hinsicht auf die Energieabschétzung und dem Sobolevschen
Einbettungssatz muss f € L”(Q) fir p geeignet liegen.
All dies fUhrt zur Verbesserung der Annahmen an f.
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Verbesserung der Annahmen an f

Schwache Energielosungen

Existenz fir nicht-negative
Daten

Korollar
Die Existenz einer schwachen Energiel6sung gilt auch unter den schwécheren

Annahmen an f
e f>0
2d/d+2, d>3
o feP(Q), mtp= -
( ) P { >1, d=1,2
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Solwache Energabetingan

Existenz fir nicht-negative
Daten

nicht-positive Lésungen

Bemerkung

Die (GPME) ist invariant unter der Symmetrie

Es gilt dann:

Satz

Ist u schwache Lésung von (HDP) zu g, f, .

Dann st U(x, t) := —u(x, ) schwache Lésung zu

do(x) = —uo(x),’f(x, t) = —f(x,t),® = —P(—s)

Daraus folgt die Existenz einer schwachen Energieldsung fir nicht-positive
Daten.
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Existenzsatz flir weak signed solutions

Satz

Sei uy € LW(Q) und f € L(Q) mit p wie zuvor.

Dann existiert eine schwache Lésung definiert auf einem unendlichen
Zeitintervall, T = oo. Die L&sung erfllt:

ue L7(0,t: Ly(Q))

®(u) € L2(0, T: H)(2))

u erflllt die Energieungleichung

das Vergleichsprinzip ist erfullt
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Im Gegensatz zum 1.Existenzsatz kénnen wir nicht einfach die Anfangswerte
abandern und ein Problem mit klassischer Losung erhalten.

Solche Approximationen wére namlich von wechselndem Vorzeichen, sodass
u = 0 nicht vermeidbar ist.

Damit wére die Gleichung mdglicherweise entartet. (Da nicht mehr gleichm.

parabolisch)
Wir gehen also zu einer nicht-entarteten parabolischen PDGL tber indem wir zu

® eine Folge ®,, wie folgt wahlen.
e &, €c”(R)und P/ (v) >ofiraleu € R
o ®, — ® gleichmaBig auf kompakten Mengen.
e ®,(0) =ofirallex € Q
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Wir bendtigen die folgenden drei Lemmata
Lemma

B Das Ergebnis bleibt bestehen wenn

® U, fund f; beschrankt sind

o [ =00 cc?t¢

o O lokal Lipschitz-stetig in u

Lemma
Auf die vorherige Annahme an P kann verzichtet werden.

Lemma
Die Anfangsdaten ug,f und f; missen nicht beschrankt sein.
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s et Beweis des ersten Lemmas
s Annahmen: up, f und f, beschrankt,dQ) € C2T% ® lokal Lipschitz-stetig in u
e ® Fixiere T > 0 und betrachte das approximierte Problem mit

e f,glatt: f, — finLP

® Uy € CZ(Q): upy — Uy in Ly

e Energieabschatzung: VP, beschrankt in L?(Qr) (unabh. von n)

Zeige ®(u,); € L? (Benutze P Lipschitz)
Somit: {®,(u,)} beschranktin H'(Q*)

Grenzilbergang: Ahnlich wie im 1. Existenzsatz

® Maximumprinzip und Vergleichsprinzip wie bisher.
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Beweis Lemma 2+3

Annahmen: ug, f und f, beschrankt,dQ) € c2T¢
e Problem: Zeige (P,); beschrankt

Nun Lemma 3:
® Benutze Approximationen wie im ersten Lemma
e Benutze L' Stabilitét
® yu, erfullt schwache Formulierung = u schwache Lésung

Letzter Schritt: Ubergang zu allgemeinem €2 wie im ersten Existenzbeweis
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Bemerkung
o ® Jede so als Grenzwert erhaltene Ldsung mit wechselndem Vorzeichen ist
A —— nach oben beschrankt durch eine nicht-negative Lésung mit

Anfangsdaten
° u;'(x) = sup{uo(x),o}
o fi(x,t) =sup{f(x,t),0}
® und nach unten durch die nicht-positive Ldsung mit Anfangsdaten
° Uy (x) = inf{uo(x)70}
o f_ (x, t) = min{f(x7 t),O}
® Erinnerung: Die Konvergenz der u, gegen u in der Approximation findet in
L'(Q) statt. Wir haben keinen time delay eingefihrt.
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Existenz schwacher Lésungen fir

konstante Randwerte

o Korollar
o o Unter den selben Annahmen an g und f wie oben kdnnen wir (HDP) eindeutig
|6sen fur konstante Randwerte.

u= Cauf =

Fur C > 0 ist die Losung gréBer als im Standard HDP und fir C < 0 kleiner.

® Das Vergleichsprinzip ist erfillt
e Im stetigen Fall erfolgt der Beweis durch Ubergang von
®(x) = —P(—x)

® |m allgemeinen Fall wird der Beweis durch eine Approximation angepasst.
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L' Stabiltat

Energieeigenschatter

Stabilitat der schwachen Lésungen

Satz
Fiir zwei schwache Energielésungen u und & mit Anfangsdaten ug und (y sowie
Kraftthermen f und 7 gilt fur alle t > T > 0

() = 8(8)) 4 1s < [1(u(z) — () +|r1+/\| 35)) 1t

und somit auch:

[lu(t) =211 < ]uo — Gl +/Ot||f(5)—?(3)l1ds

Proof.
Die L' Stabilitat fiir klassische Losungen vorausgesetzt, ergibt sich der Satz
mittels Approximation d
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L' Stabiltat

Energieeigenschatte

L' Stabilitat = Vergleichsprinzip

Bemerkung

Die Kontraktionseigenschaft erlaubt es uns auch die Eindeutigkeit der Lésung
von (HDP) mit der L' Theorie zu beweisen. Der Beweis ist total unterschiedlich
zu dem hier gezeigten.

Die Abschatzung zeigt nicht nur die L' Abhangigkeit von den Daten sondern
auch das Vergleichsprinzip.

Proof.

Sei up < U fast tberall und f <  fast dberall in Q.

Dann folgt (up — Up)+ = 0 fast tberall

Die Kontraktion liefert nun: (u(t) — ﬁ(t))+ = 0 fast Gberall

Somit folgt wie gefordert : u(t) < @(t) fast tberall O
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L' Stabilitat: Verallgemeinerung von ®

Der Beweis des L' Kontraktionsprinzips ist unabhangig von besonderen

Eigenschaftern der Nicht-Linearitat .
Der Beweis funktioniert auch fiir jedes monotone ¢



Porous Medium
Equation

Lars Ruthotto

L' Stabiltat

Energieeigenschatte

L' Stabilitat: Erweiterung des
Lésungsbegriffs

Die gezeigte Kontraktionseigentschaft kann auch genutzt werden um
sogenannte limit solutions einzuflhren.

Die Klasse der Grenzldsungen LS besteht aus L integrablen Funktionen.
Eine Grenzlésung fur (HDP) ergibt sich somit als Grenzwert von schwachen
Energieldsungen fir ein entsprechend abgeandertes Problem.

Die Grenzlésungen sind eine echte Erweiterung der schwachen

Energieldsungen.
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Unsere Schwache Energielésung u erfiillt eine der folgenden

Energieabschatzungen

/ OT‘VCD(U)Fdxdt—l—/Q\U(u(x, T))de/Q\U(uo(x))dx—i—//OT & (u)dx

Konsequenzen
o ®(u) € L3(0, T : H)(2)) (Poincare)
® Schranke von CD(u) nur abh. von

® Norm von Uy in LW(Q)
e Norm von fin LP(€27)

o u(t)kannin L*(0, T : Ly(£2)) genauso abgeschatzt werden.

Energieeigenschatten
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Monotonie in der LP-Norm

Satz

Zusatzlich zu den Annahmen des 2. Existenzsatzes sei ug € Lp(Q), p=>1
und f = 0.

Dannist u(-,t) € LP(R2), V¢t > 0und

[lu(>Ollo < [leoll,

Proof.
Der Beweis erfolgt durch Approximation
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