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Letzte Woche

o Beweis der Existenz und Eindeutigkeit einer Gleichgewichtslosung fiir die
nichtlineare Fokker-Planck-Gleichung

@ Abschitzung des Abfalls der Entropie fiir die lineare
Fokker-Planck-Gleichung

o Abschitzung des Abfalls der Entropie fiir einige Beispiele
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o Abschitzung des Abfalls der Entropie fiir Lésungen der
Fokker-Planck-Gleichung

@ Herstellung eines Zusammenhangs zwischen der relativen Entropie und des
L*-Abstandes der Funktionen
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Programm

© Berechnung des Abfalls der Entropie
@ Beschranktes Q
o Verallgemeinerte Sobolev-Ungleichungen, Q = R
o Existenz einer Lésung und exponentieller Abfall der Entropie, Q = R¢

© Eine Csiszar-Kullback-artige Ungleichung
e Einige Eigenschaften der relativen Entropie E(.|.)
e Eine Csiszar-Kullback Ungleichung fiir E(.|us)
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Beschranktes Q

Berechnung des Abfalls der Entropie Vet o Gl e e, @ =

d

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Wir betrachten die nichtlineare Fokker-Planck-Gleichung

% — V(uVV(x) + VW), (x € Q, > 0) (1)
mit Startbedingung
u(x,t =0) = uo(x) 2 0,(x € Q) (2)
und Randbedingung
oV(x)  of(u) _
U= + on =0,(x € 0Q,t > 0) (3)
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Beschranktes Q

Berechnung des Abfalls der Entropie Veral|gEmeinartalSahalay: linglsichungen

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropi

Weitere Voraussetzungen:
(HD1) Q C R ist entweder glattes, beschranktes Gebiet oder Q = RY.
(HD2) o € L*(2),uo >0 und [, uo(x)dx =: M € (0, 00).
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Beschranktes Q

Berechnung des Abfalls der Entropie Vet o Gl e e, @ =

d

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Weitere Voraussetzungen:
(HD1) Q C R ist entweder glattes, beschranktes Gebiet oder Q = RY.
(HD2) o € L*(2),uo >0 und [, uo(x)dx =: M € (0, 00).

(HV1) Falls Q = RY, sei V € WL (R?) und falls Q beschrinkt, sei
Ve wh(Q).

(HV2) Falls Q = R9, sei VA € R : {x|V(x) < A} beschrinkt.
(HV3) infq V = 0.
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Beschranktes Q

Berechnung des Abfalls der Entropie Ver Mt et mm, @ = e

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Weitere Voraussetzungen:
(HD1) Q C R ist entweder glattes, beschranktes Gebiet oder Q = RY.
(HD2) o € L*(2),uo >0 und [, uo(x)dx =: M € (0, 00).
(HV1) Falls Q = RY, sei V € WL (R?) und falls Q beschrinkt, sei
Ve wh(Q).
(HV2) Falls Q = R9, sei VA € R : {x|V(x) < A} beschrinkt.
(HV3) infq V = 0.
(HF1) f:R{ — R ist stetig, streng monoton wachsend und f(0) = 0.
(HF2) flg+ € C3(RY).
(HF3)

h(u) := /lu fu) ds,u € (0, 00)

S

ist aus L}, ([0, 00)). Dann ist
®:[0,00) = R, ®(u) = / h(s)ds
0
wohldefiniert mit ®'(u) = h(u) fiir alle v € RT,
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Beschranktes Q
Verc e irio Gl iy, @ =
Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropi

Berechnung des Abfalls der Entropie

Nutzung der "entropy dissipation (production) method” um exponentiellen
Abfall der Liapunov relativen Entropie

RE(u(t)|uso,m) = E(u(t)) — E(uso,m), fir t — oo

zu beweisen.
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Beschranktes Q
Verallgemeinerte Sobolev-Ungklchun?en Q=
Enararsle e L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Berechnung des Abfalls der Entropie

Strategie

@ Zunichst nimmt man glatte Lésungen fiir eine angemessen verdnderte
Ausgangslage (uo und f miissen geglattet werden) an.
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Beschranktes Q
Verallgemeinerte Sobolev-Ungklchun?en Q=
Enararsle e L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Berechnung des Abfalls der Entropie

Strategie

@ Zunichst nimmt man glatte Lésungen fiir eine angemessen verdnderte
Ausgangslage (uo und f miissen geglattet werden) an.

e Dann ist die relative Entropie RE(u(t)|uso,m) (zweimal) nach der Zeit
differenzierbar.
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Beschranktes Q
Verallgemeinerte Sobolev-Ungklchun?en Q=
Enararsle e L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Berechnung des Abfalls der Entropie

Strategie

@ Zunichst nimmt man glatte Lésungen fiir eine angemessen verdnderte
Ausgangslage (uo und f miissen geglattet werden) an.

e Dann ist die relative Entropie RE(u(t)|uso,m) (zweimal) nach der Zeit
differenzierbar.

@ Der entscheidende Schritt ist, den exponentiellen Abfall der
Entropie-Produktion

(1)) = — & (RE(u(t) oe.1))

zu beweisen, woraus der exponentielle Abfall der relativen Entropie einfach
gefolgert werden kann.
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Beschranktes Q
Verallgemeinerte Sobolev-Ungklchun?en Q=
Enararsle e L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Berechnung des Abfalls der Entropie

Strategie

@ Zunichst nimmt man glatte Lésungen fiir eine angemessen verdnderte
Ausgangslage (uo und f miissen geglattet werden) an.

e Dann ist die relative Entropie RE(u(t)|uso,m) (zweimal) nach der Zeit
differenzierbar.

@ Der entscheidende Schritt ist, den exponentiellen Abfall der
Entropie-Produktion

(1)) = — & (RE(u(t) oe.1))

zu beweisen, woraus der exponentielle Abfall der relativen Entropie einfach
gefolgert werden kann.

@ Nun wird die Lésung u des urspriinglichen Systems durch Lésungen ue von
angemessen definierten geglatteten Systemen approximiert.
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Beschranktes Q
Verallgemeinerte Sobolev-Ungklchun?en Q=
Enararsle e L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Berechnung des Abfalls der Entropie

Strategie

@ Zunichst nimmt man glatte Lésungen fiir eine angemessen verdnderte
Ausgangslage (uo und f miissen geglattet werden) an.

e Dann ist die relative Entropie RE(u(t)|uso,m) (zweimal) nach der Zeit
differenzierbar.

@ Der entscheidende Schritt ist, den exponentiellen Abfall der
Entropie-Produktion

(1)) = — & (RE(u(t) oe.1))

zu beweisen, woraus der exponentielle Abfall der relativen Entropie einfach
gefolgert werden kann.

@ Nun wird die Lésung u des urspriinglichen Systems durch Lésungen ue von
angemessen definierten geglatteten Systemen approximiert.

@ Problematisch ist, dass man im Limes € = 0 die Differenzierbarkeit der
relativen Entropie verlieren kdnnte.
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Beschranktes Q

Berechnung des Abfalls der Entropie Veral|germeinartalSabal=y:Ung|sichungant

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropi

Zunichst einige weitere Voraussetzungen:
(HV7) Q ist konvex.
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Beschranktes Q

Berechnung des Abfalls der Entropie Verc e irio Gl iy, @ =
all der Entrop

Existenz einer L8sung und exponentieller Abf

Zunichst einige weitere Voraussetzungen:

(HV7) Q ist konvex.
(HV8) V = W|q, wobei W € C?(R?,R) gleichmiRig konvex sei, d.h.,
es gibt a; > 0, so dass

€ Hess(W(x)) - €7 > auléf? (4)

fir alle x, & € RY.
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Beschranktes Q

Berechnung des Abfalls der Entropie Vet o Gl e e, @ =

d

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Zunichst einige weitere Voraussetzungen:
(HV7) Q ist konvex.
(HV8) V = W|q, wobei W € C?(R?,R) gleichmiRig konvex sei, d.h.,
es gibt a; > 0, so dass
€+ Hess(W(x)) €7 > aaléf? (4)

fir alle x, & € RY.
(HF4) f(u) < 25 uf'(u), fiir alle u > 0.
Zudem fiihren wir den "verallgemeinerten Bruch” frac ein
w/z,z #0
frac : [0,00) x [0,00) — R U {oo}, frac{w : z} = O,w=z=0
oo,w#0,z=0
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Beschranktes Q d

Berechnung des Abfalls der Entropie Vet o Gl e e, @ =

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Fiir die spitere Verwendung definieren wir

Definition

Vorausgesetzt (HD1), (HV1). Sei f : Rj — R messbar. Dann sei

Ks : L1+(Q) — R U {o0},
Ke(u) = /erac{|(uVV+Vf(u))(s)| cu(x)} dx,u € Df
00, sonst

wobei

Dr = {u € L}(Q) : f(u) € Le(R), VF(u) € Lioe(Q : RY)}
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Beschranktes Q

Berechnung des Abfalls der Entropie Veral|gEmeinartalSahalay: linglsichungen

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropi

Vorausgesetzt (HD1), (HV1). Sei h: R — R messbar. Dann sei
Jn L1(Q) —» RU {+o0},
/ (VY + Vh(u))[?) (x)dx, u € D
Jh(u) = u>0

0, sonst
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Beschranktes Q d
Verallgemeinerte Sobolev-Ungleichungen, Q = F
Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Berechnung des Abfalls der Entropie

Definition

Vorausgesetzt (HD1), (HV1). Sei h: R — R messbar. Dann sei

Jn L1(Q) —» RU {+o0},

Jn(u) = />0 (ulVV + Vh(u))|2) (x)dx, u € Dy,

0, sonst

Definition

Vorausgesetzt (HD1), (HF1)-(HF3). Sei V : Q@ — R messbar und nicht-negativ.
Wir definieren

| N

E:L1(Q) — RU {co}
E(u) = /Q(Vu-i—cb (u))(x)dx — / &~ (u(x))dx; &~ (u) € L*(Q)

Q

00, sonst

A\
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Beschranktes Q
Verallgemeinerte Sobolew-Ungleichungen, & —
Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Berechnung des Abfalls der Entropie

Theorem

Seien (HD1), (HD2), (HV3)-(HV8), (HF1)-(HF4) mit beschrinktem 2
vorausgesetzt und sei weiter u eine schwache Ldsung der nichtlinearen
Fokker-Planck-Gleichung mit Rand- und Startbedingung. Sei weiter
vorausgesetzt

(AO) Fiir alle t € Rg gelte ||U(t)||L1(Q) = HUOHLl(Q) =M.
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Beschranktes Q

Berechnung des Abfalls der Entropie Ver Mt et mm, @ = e

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Theorem

Seien (HD1), (HD2), (HV3)-(HV8), (HF1)-(HF4) mit beschrinktem 2
vorausgesetzt und sei weiter u eine schwache Ldsung der nichtlinearen
Fokker-Planck-Gleichung mit Rand- und Startbedingung. Sei weiter
vorausgesetzt

(AO) Fiir alle t € Rg gelte ||U(t)||L1(Q) = HUOHLl(Q) =M.
(A1) u € CY*(Qr) fiir alle T > 0, wobei Q7 := (0, T) x Q.
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Beschranktes Q

Berechnung des Abfalls der Entropie Ver Mt et mm, @ = e

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Theorem

Seien (HD1), (HD2), (HV3)-(HV8), (HF1)-(HF4) mit beschrinktem 2
vorausgesetzt und sei weiter u eine schwache Ldsung der nichtlinearen
Fokker-Planck-Gleichung mit Rand- und Startbedingung. Sei weiter
vorausgesetzt

(AO) Fiir alle t € Rg gelte ||U(t)||L1(Q) = HUOHLl(Q) =M.
(A1) u € CY*(Qr) fiir alle T > 0, wobei Q7 := (0, T) x Q.
(A2) Es gibt po € R mit up > po.
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Beschranktes Q

Berechnung des Abfalls der Entropie Vet o Gl e e, @ =

od

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Theorem

Seien (HD1), (HD2), (HV3)-(HV8), (HF1)-(HF4) mit beschrinktem 2
vorausgesetzt und sei weiter u eine schwache Ldsung der nichtlinearen
Fokker-Planck-Gleichung mit Rand- und Startbedingung. Sei weiter
vorausgesetzt

A0) Fiir alle t € R§ gelte [[u(t)]| 1) = ||toll 1) = M.
1) u€ CY*(Qr) fiir alle T > 0, wobei Qr := (0, T) x Q.
2) Es gibt po € RT mit uo > po.
A3) Es gibt K € R", so dass ||u(t)||eo @) < K fiir alle t € Ry .

(
(A
(A
(
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Beschranktes Q

Berechnung des Abfalls der Entropie Vet o Gl e e, @ =

od

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Theorem

Seien (HD1), (HD2), (HV3)-(HV8), (HF1)-(HF4) mit beschrinktem 2
vorausgesetzt und sei weiter u eine schwache Ldsung der nichtlinearen
Fokker-Planck-Gleichung mit Rand- und Startbedingung. Sei weiter
vorausgesetzt

A0) Fiir alle t € R§ gelte [[u(t)]| 1) = ||toll 1) = M.

1) ue CY(Q7) fiir alle T > 0, wobei Q := (0, T) x Q.

2) Es gibt po € RT mit uo > po.

A3) Es gibt K € R", so dass ||u(t)||eo @) < K fiir alle t € Ry .
A4) h(0+) = —oc0

(
(A
(A
(
(
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Beschranktes Q d
Verallgemeinerte Sobolev-Ungleichungen, Q = F
Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Berechnung des Abfalls der Entropie

Theorem

Seien (HD1), (HD2), (HV3)-(HV8), (HF1)-(HF4) mit beschrinktem 2
vorausgesetzt und sei weiter u eine schwache Ldsung der nichtlinearen
Fokker-Planck-Gleichung mit Rand- und Startbedingung. Sei weiter
vorausgesetzt

(A0) Fiir alle t € R§ gelte [Ju(t)]| 1) = ||tollL2(0) = M.

(A1) u € CY*(Qr) fiir alle T > 0, wobei Q7 := (0, T) x Q.
(A2) Es gibt po € R mit up > po.
(
(
(

A3) Es gibt K € R", so dass ||u(t)||eo @) < K fiir alle t € Ry .
A4) h(0+) = —
A5) Jede Folge (uk)keN in C*2(Qt) von Lésungen von(1), (3) die

gleichmaBig beschrankt in L>°(Qt) ist, besitzt eine Teilfolge
(U () )ken, so dass {u, (k) : k € N} gleichgradig stetig ist.
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Beschranktes Q

Berechnung des Abfalls der Entropie Vieral|gEmeinartalSahalay: ing|sichum

od

en, Q =
Existenz einer L8sung und exponentieﬁer Abfall der Entrop

Dann gilt:

a) Die Funktionen t — RE(u(t)|uco,m) und t — E(u(t)) sind in
C%(RY) und es gilt

RE(u(t)|too,m) < RE(u(to)|tso,m)e 2°27%0) t > 5 >0
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Beschranktes Q

Berechnung des Abfalls der Entropie Vet o Gl e e, @ =

rd

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Dann gilt:

a) Die Funktionen t — RE(u(t)|uco,m) und t — E(u(t)) sind in
C%(RY) und es gilt

RE(u(t)|too,m) < RE(u(to)|tso,m)e 2°27%0) t > 5 >0

b) Die Entropie-Produktion

() = & E(u()) = ~ 5 RE(u(t)|u0,)

erfiillt
1(u(t)) < 1(u(to))e 201t~
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Beschranktes Q

Berechnung des Abfalls der Entropie Vet o Gl e e, @ =

rd

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Dann gilt:

a) Die Funktionen t — RE(u(t)|uco,m) und t — E(u(t)) sind in
C%(RY) und es gilt

RE(u(t)|too,m) < RE(u(to)|tso,m)e 2°27%0) t > 5 >0

b) Die Entropie-Produktion

() = & E(u()) = ~ 5 RE(u(t)|u0,)

erfiillt
1(u(t)) < 1(u(to))e 201t~

c) RE(u(t)|uso,m und I(u(t)) sind verkniipft durch

0 < RE(u(t)|tuoo,m) < %I(u(t)), t>0

Johannes Vorwerk Langzeitverhalten 2



Beschranktes Q d
Verallgemeinerte Sobolev-Ungleichungen, Q = F
Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Berechnung des Abfalls der Entropie

Einschub - schwache Lésung

Seien (HD1), (HD2), (HV1)-(HV3), (HF1)-(HF3) vorausgesetzt.
u:[0,00) x Q — R ist eine schwache Lsung genau dann, wenn

O ue L(Qx (0,T)) fiir alle T > 0.

O Falls Q = R?, so gelte VF(u) € Li,.(RY x R, : RY) und falls Q
beschrankt, so gelte (V£ (u))|ax(,5 € L*(2 x (0,t) : RY) fiir alle T € R™.

O Fiir alle Testfunktionen ¢ € C2°(RY x R;), fiir die gilt
supp(¢) N (09 x {0}) = 0, gilt

[ et~ [ (42) s i
* /QX]R'(”VV + VI(u))(x, 7)Vé(x, T)dxdT = 0

Anmerkung:
Fiir beschranktes Q erfiillen die Testfunktionen die Randbedingung

n(x) - (uVV + Vf(u))(x,t) =0,(x € 9Q,t > 0)



Beschranktes Q

Berechnung des Abfalls der Entropie Veral|gEmeinartalSahalay: linglsichungen

Existenz einer L8sung und exponentieller Al

Der Beweis ist in mehrere Schritte unterteilt.
Schritt 0: u(t) > poo, poo € RT, fiir alle t € RT
Nach Voraussetzung gilt uo > po fiir ein pg € R*.

Johannes Vorwerk
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Beschranktes Q

Berechnung des Abfalls der Entropie Vet o Gl e e, @ =

d

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropi

Der Beweis ist in mehrere Schritte unterteilt.

Schritt 0: u(t) > poo, poo € RT, fiir alle t € RT

Nach Voraussetzung gilt uo > po fiir ein pg € R*.

Da h(0+) = —oo gilt fiir jedes C € R :

U(x, C) :Z_I(C —V(x)) = h*(C — V(x)), so dass V + h(u(.,C)) = C.
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Beschranktes Q

Berechnung des Abfalls der Entropie Vet o Gl e e, @ =

d

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Der Beweis ist in mehrere Schritte unterteilt.

Schritt 0: u(t) > poo, poo € RT, fiir alle t € RT

Nach Voraussetzung gilt uo > po fiir ein pg € R*.

Da h(0+) = —oo gilt fiir jedes C € R :

U(x, C) :Z_I(C —V(x)) = h*(C — V(x)), so dass V + h(u(.,C)) = C.
Man erhilt, dass U(., C) eine schwache Lsung von (1) ist (mit
u(t=0)=U(, Q).
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Beschranktes Q

Berechnung des Abfalls der Entropie Vet o Gl e e, @ =

d

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Der Beweis ist in mehrere Schritte unterteilt.

Schritt 0: u(t) > poo, poo € RT, fiir alle t € RT

Nach Voraussetzung gilt uo > po fiir ein pg € R*.

Da h(0+) = —oo gilt fiir jedes C € R :

U(x, C) :Z_I(C —V(x))=h"Y(C — V(x)), so dass V + h(u(., C)) = C.
Man erhilt, dass U(., C) eine schwache Lsung von (1) ist (mit

u(t =0)=U(, C)).

Weiterhin gilt U(., C) < h™*(C). Da lim¢c—_oo h™1(C) = 0 kdnnen wir ein
Coo € R wihlen, so dass up > po > h™(Cx) > C(., Coo).
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Beschranktes Q d

Berechnung des Abfalls der Entropie Vet o Gl e e, @ =

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Der Beweis ist in mehrere Schritte unterteilt.

Schritt 0: u(t) > poo, poo € RT, fiir alle t € RT

Nach Voraussetzung gilt uo > po fiir ein pg € R*.

Da h(0+) = —oo gilt fiir jedes C € R :

U(x, C) :Z_I(C —V(x))=h"Y(C — V(x)), so dass V + h(u(., C)) = C.
Man erhilt, dass U(., C) eine schwache Lsung von (1) ist (mit

u(t =0) = U(., C)).

Weiterhin gilt U(., C) < h™*(C). Da lim¢c—_oo h™1(C) = 0 kdnnen wir ein
Coo € R wihlen, so dass up > po > h™(Cx) > C(., Cso). Somit erhilt man
aus dem Vergleichsprinzip fiir strikt positive schwache Losungen

u(t) > U(., Cx) > |2€2 U(x, Cso) =: poo

und aus der Beschrinktheit von V auf Q folgt poo € R™.
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Beschranktes Q

Berechnung des Abfalls der Entropie Vet o Gl e e, @ =

d

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Schritt 1: RE(u(t)|uco,m) ist fallend mit lim¢—oc RE(u(t)|too,m) = 0.
Da u(t) > peo unabhingig von t und da fiir alle T >0, u € C**(Q7), kann
man Ableitungen und Integral vertauschen und erhilt:

RE(u(t)|too,m) € C*(RY)
mit

~ (0 = §REWum) = [(v+hw) (52 (e (9
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Beschranktes Q

Berechnung des Abfalls der Entropie Vet o Gl e e, @ =

d

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Schritt 1: RE(u(t)|uco,m) ist fallend mit lim¢—oc RE(u(t)|too,m) = 0.
Da u(t) > peo unabhingig von t und da fiir alle T >0, u € C**(Q7), kann
man Ableitungen und Integral vertauschen und erhilt:

RE(u(t)|too,m) € C*(RY)
mit

~ (0 = §REWum) = [(v+hw) (52 (e (9

Da u eine starke Losung ist, kann man du/dt durch div(uVV(x) 4+ V£ (u))
ersetzen und erhdlt nach partieller Integration unter Ausnutzung der
Randbedingung

I(u(t)) = /Q u(x, t)|y\2(x7 t)dx, wobei y(x, t) = (VV + Vh(u))(x,t)
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Beschranktes Q

Berechnung des Abfalls der Entropie Vet o Gl e e, @ =

d

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Schritt 1: RE(u(t)|uco,m) ist fallend mit lim¢—oc RE(u(t)|too,m) = 0.
Da u(t) > peo unabhingig von t und da fiir alle T >0, u € C**(Q7), kann
man Ableitungen und Integral vertauschen und erhilt:

RE(u(t)|too,m) € C*(RY)
mit

~ (0 = §REWum) = [(v+hw) (52 (e (9

Da u eine starke Losung ist, kann man du/dt durch div(uVV(x) 4+ V£ (u))
ersetzen und erhdlt nach partieller Integration unter Ausnutzung der
Randbedingung

I(u(t)) = /Q u(x, t)|y\2(x7 t)dx, wobei y(x, t) = (VV + Vh(u))(x,t)
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Beschranktes Q

Berechnung des Abfalls der Entropie Veral|germeinartalSabal=y:Ung|sichungant

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropi

Somit ist die Funktion t — RE(u(t)|uco,m), t € R§ fallend. Zudem ist
RE (u(t)|uoo,m) > 0.
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Beschranktes Q

Berechnung des Abfalls der Entropie Veral|gEmeinartalSahalay: linglsichungen

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropi

Somit ist die Funktion t — RE(u(t)|uco,m), t € R§ fallend. Zudem ist
RE (u(t)|uoo,m) > 0. Wir erhalten: lime—oo RE(u(t)|uoo,m) =: H™ existiert.
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Beschranktes Q

Berechnung des Abfalls der Entropie Vet o Gl e e, @ =

d

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Somit ist die Funktion t — RE(u(t)|uso,m), t € R§ fallend. Zudem ist
RE(u(t)|uoo,m) > 0. Wir erhalten: lime—oo RE(u(t)|uoo,m) =: H™ existiert.
Weiterhin gilt fiir alle t € R die Abschitzung

00 > RE(ug|uco,m) > RE(ug|uco,m) — RE(u(t)|uco,m) = /t I(u(s))ds.
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Beschranktes Q

Berechnung des Abfalls der Entropie Vet o Gl e e, @ =

d

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Somit ist die Funktion t — RE(u(t)|uso,m), t € R§ fallend. Zudem ist
RE(u(t)|uoo,m) > 0. Wir erhalten: lime—oo RE(u(t)|uoo,m) =: H™ existiert.
Weiterhin gilt fiir alle t € R die Abschitzung

t
00 > RE(ug|uco,m) > RE(ug|uco,m) — RE(u(t)|uco,m) = / I(u(s))ds.
0
Aus der Nicht-Negativitit von /(u(.)) erhalten wir /(u(.)) € L*(R) und
0< / I(u(s))ds < RE(uo|uso,m)-
0

Des Weiteren kann man zeigen, dass H* = 0 gilt.
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Beschranktes Q

Berechnung des Abfalls der Entropie Vet o Gl e e, @ =

d

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropi

Schritt 2: Berechnung von 4 /(u(t))
Zum Berechnen der Abfallgeschwindigkeit betrachtet man die zeitliche
Entwicklung von I(u(t)):

i = [ (Gew?) g2 [ (w-2) oo
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Beschranktes Q

Berechnung des Abfalls der Entropie Ver Mt et mm, @ = e

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Schritt 2: Berechnung von 4 /(u(t))
Zum Berechnen der Abfallgeschwindigkeit betrachtet man die zeitliche
Entwicklung von I(u(t)):

i = [ (Gew?) g2 [ (w-2) oo

Dies kann man unter Ausnutzung der Randbedingungen, der Glattheit der
genutzten Funktionen und einiger Theoreme umformen zu:

d
S w(e))

_ _z/Q (uty - Hess(v) -yT)) (x,t)dx—Q/Q ((F (u)u — F(0))(Ty)?) (x, t)dx

72/9 f(u) i

ij=1

(gﬁ,) (x,t)dx+2/aQ f(u)(y - Jacob(y) - nT)dS

< —2a1l(u(t)) — R(t) (6)

Im letzten Schritt wurde die gleichmaRige Konvexitdt von V ausgenutzt und es
wurde die Abkiirzung R(t) eingefiihrt.

Johannes Vorwerk Langzeitverhalten 2



Beschranktes Q

Berechnung des Abfalls der Entropie Veral|germeinartalSabal=y:Ung|sichungant

Existenz einer L8sung und exponentieller Ab

Schritt 3: Exponentieller Abfall von /(u(t)).
Hier geniigt es zu zeigen, dass R(t) > 0.
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. Beschranktes Q
Berechnung des Abfalls der Entropie Vel o Gl

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropi

Schritt 3: Exponentieller Abfall von /(u(t)).
Hier geniigt es zu zeigen, dass R(t) > 0.

Zun3chst zeigt man hierfiir mit Hilfe von Differentialgeometrie, dass das
Integral Giber O negativ ist.
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Beschranktes Q d

Berechnung des Abfalls der Entropie Vet o Gl e e, @ =

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Schritt 3: Exponentieller Abfall von /(u(t)).

Hier geniigt es zu zeigen, dass R(t) > 0.

Zun3chst zeigt man hierfiir mit Hilfe von Differentialgeometrie, dass das
Integral Giber O negativ ist.

AnschlieRend zeigt man, dass die beiden iibrigen Integrale nicht-negativ sind,
falls

f(u) < uf'(u) fiir jedes u > 0.

d
d-—1
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Beschranktes Q

Berechnung des Abfalls der Entropie Vet o Gl e e, @ =

d

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropi

Schritt 3: Exponentieller Abfall von /(u(t)).

Hier geniigt es zu zeigen, dass R(t) > 0.

Zun3chst zeigt man hierfiir mit Hilfe von Differentialgeometrie, dass das
Integral Giber O negativ ist.

AnschlieRend zeigt man, dass die beiden iibrigen Integrale nicht-negativ sind,
falls

f(u) < uf'(u) fiir jedes u > 0.

d
d—1
Da dies jedoch vorausgesetzt war, erhilt man insgesamt R(t) > 0 und somit

I(u(t)) < I(u(to))e 22t~ %)
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Beschranktes Q

Berechnung des Abfalls der Entropie Vet o Gl e e, @ =

d

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Schritt 4: Exponentieller Abfall von RE(u(t)|us,nm). Stellt man die
Ungleichung (6) aus Schritt 2 nach /(u(t)) um und setzt dies in die
Definitionsgleichung fiir /(u(t)) (5), so erhdlt man

d d
201 2 RE(u(t)|use ) = - 1(u(t)) + R(2)
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Beschranktes Q

Berechnung des Abfalls der Entropie Ver Mt et mm, @ = e

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Schritt 4: Exponentieller Abfall von RE(u(t)|us,nm). Stellt man die
Ungleichung (6) aus Schritt 2 nach /(u(t)) um und setzt dies in die
Definitionsgleichung fiir /(u(t)) (5), so erhdlt man

d d
2a1ERE(u(t)|uoo,M) > El(u(t)) + R(t)

Unter Ausnutzung von lim_. RE(u(t)|uso,m) = 0 (Schritt 1) integriert man
nun zwischen t > 0 und +oo und erhilt

0 < RE(u(t)|umo.n) < %l(u(t)), £>0

Somit kann man unter erneuter Ausnutzung von (5) schlieBen

RE (u(t)|uso.m) < RE(u(to)|uso.m)e 222t~ 10)
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Beschranktes Q

Berechnung des Abfalls der Entropie Vet o Gl e e, @ =

od

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Ziel ist nun, die Voraussetzungen (A0)-(A5) loszuwerden. Zunichst nutzt man
hierfir

Theorem
Seien (HD1)-(HD2), (HV3)-(HV8), (HF1)-(HF4), sowie beschrinktes Q

vorausgesetzt, sowie
(HD3) wp € L(Q)
(HF5) Falls h(0+) > —c0, so gibt es sp € R mit f'’(u) < 0 fiir alle
u € (0, s)

Dann gilt:

a) (1), (2), (3) besitzen eine nicht-negative, massenerhaltende
Ldsung u, d.h. Hu(t)HU(Q) = ||U0HL1(Q) = M, t>0.

b) ue C(R" x ).
c) Falls up € C(Q), so gilt u € C(R{ x Q).
d) u(t) = voo,m in C(Q) fiir t — oo.
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Beschranktes Q

Berechnung des Abfalls der Entropie Vet o Gl e e, @ =

rd

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Nun mdchte man unter den Voraussetzungen dieses Theorems exponentiellen
Abfall der Entropie (und der Entropieproduktion) beweisen. Hierzu nutzt man
eine "parabolische Approximation der Nichtlinearitat f”, falls h(04+) = h > —oc:

Proposition

Vorausgesetzt f : Ry — R erfiillt (HF1)-(HF5). Dann gibt es fiir jedes € > 0
eine Funktion f. : Ry — R, welche (HF1)-(HF5) erfiillt (wobei
he(u) == [} f!/(s)s *ds,u > 0) und
Q 0< c(e) < F(u) (somit he(0+) = —oo und h(c0) = 00) und
f'(u) < f!(u) fir alle u > 0.
Q f. — f gleichmiRig auf kompakten Teilmengen von R und ! — f'
gleichmiRig auf kompakten Teilmengen von R fiir ¢ — 0.

© he — h fiir e — 0 auf kompakten Teilmengen von R,

O h. ' — h! gleichmiRig auf jedem halb-endlichen Interfall (—o0, ],
¢ < h().

Q@ ®. — ® gleichmiRig auf kompakten Teilmengen von RY, wobei
bRy — R, u— d(u) = [ he(s)ds, d.h. & (uv) = uhc(u) — f(u) fiir
u >0 und ¢.(0) =0.
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Beschranktes Q

Berechnung des Abfalls der Entropie Veral|germeinartalSabal=y:Ung|sichungant

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropi

Man kann nun zeigen, dass es fiir jedes e € RT eine Funktion u§ € C2(Q) gibt,
welche in L2(Q) gegen ug konvergiert.
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Beschranktes Q d

Berechnung des Abfalls der Entropie Vet o Gl e e, @ =

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Man kann nun zeigen, dass es fiir jedes e € RT eine Funktion u§ € C2(Q) gibt,
welche in L2(Q) gegen ug konvergiert.
Weiterhin zeigt man, dass nun das geglittete System von PDGL (mit
Nichtlinearitit ) eine Lésung u® besitzt, welche (A0)-(A3) und (A5) erfiillt
und zudem

1) u*>c(e) >0

2) u® — u gleichmiRig auf allen kompakten Intervallen [r, T] x Q

mt0<7<T
3) uf — ustark in L*(Q7) und f.ii..

Man fiihrt nun den Grenziibergang ¢ — 0 durch und erhilt:
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Berechnung des Abfalls der Entropie Beschrénktes Q

Verallgemeinerte Sobolev-Ungleichungen, 0 = RY
Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Theorem

Seien (HD1)-(HD3), (HV3)-(HV8), (HF1)-(HF5) sowie beschranktes Q
vorausgesetzt. Sei u die eindeutige, nicht-negative massenerhaltende Lésung
von (1), (2), (3). Dann gilt

a) RE(u(t)|tso,m) < RE(u(to)|too,m)e 222 (7%0) t >t >0
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Berechnung des Abfalls der Entropie Beschrénktes Q

Verallgemeinerte Sobolev-Ungleichungen, 0 = RY
Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Theorem

Seien (HD1)-(HD3), (HV3)-(HV8), (HF1)-(HF5) sowie beschranktes Q
vorausgesetzt. Sei u die eindeutige, nicht-negative massenerhaltende Lésung
von (1), (2), (3). Dann gilt
a) RE(u(t)|tso,m) < RE(u(to)|too,m)e 222 (7%0) t >t >0
b) Fiir allet >0

Ke(u(t)) < Jn(uo)e 2"
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Berechnung des Abfalls der Entropie Beschrénktes Q

Verallgemeinerte Sobolev-Ungleichungen, 0 = RY
Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Theorem

Seien (HD1)-(HD3), (HV3)-(HV8), (HF1)-(HF5) sowie beschranktes Q
vorausgesetzt. Sei u die eindeutige, nicht-negative massenerhaltende Lésung
von (1), (2), (3). Dann gilt
a) RE(u(t)|tso,m) < RE(u(to)|too,m)e 222 (7%0) t >t >0
b) Fiir allet >0

Ke(u(t)) < Jn(uo)e 2"

c) Fiir allet >0
—2agt

RE - <
() e ) < S5

Jn(wo)
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Berechnung des Abfalls der Entropie Beschrénktes Q

Verallgemeinerte Sobolev-Ungleichungen, 0 = RY
Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Theorem

Seien (HD1)-(HD3), (HV3)-(HV8), (HF1)-(HF5) sowie beschranktes Q
vorausgesetzt. Sei u die eindeutige, nicht-negative massenerhaltende Lésung
von (1), (2), (3). Dann gilt
a) RE(u(t)|tso,m) < RE(u(to)|too,m)e 222 (7%0) t >t >0
b) Fiir allet >0

Ke(u(t)) < Jn(uo)e 2"

c) Fiir allet >0
—2agt

2041

RE (u(t)|too,m) < I (o)

d) Falls Jy(uo) < oo, so erfiillt die distributionale Ableitung

d

= ,75( ()= 7ERE(U(.)|U00,M

die Gleichung | < K¢(u(.)) im distributionalen Sinn.
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Beschranktes O

Berechnung des Abfalls der Entropie Verallgemeinerte Sobolev-Ungleichungen, 2 = R

d

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Aus dem vorherigen Theorem kann man als Nebenprodukt folgern

Vorausgesetzt (HD1)-(HD3), (HV3)-(HV8), (HF1)-(HF5), insbesondere:
uo(x) < 0 gehért zu L°°(Q2) mit Masse M. Dann gilt

1
RE (up|tuso,m) < EJ;,(UQ)
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Beschranktes O

Berechnung des Abfalls der Entropie Verallgemeinerte Sobolev-Ungleichungen, © —

rd

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Aus dem vorherigen Theorem kann man als Nebenprodukt folgern

Vorausgesetzt (HD1)-(HD3), (HV3)-(HV8), (HF1)-(HF5), insbesondere:
uo(x) < 0 gehért zu L°°(Q2) mit Masse M. Dann gilt

1
RE (up|tuso,m) < EJ;,(UQ)

Ziel dieses Abschnitts ist es nun, eine solche Ungleichung fiir den RY zu
beweisen.

Hierzu wihlt man eine positive Funktion up € L*(R?) mit Masse M, so dass die
Entropieproduktion Jj(uo) auf R? endlich ist. Diese approximiert man durch
Funktionen auf Ballen B, mit Radius n um den Ursprung. Nun kann man (1)
anwenden und der Grenziibergang n — oo beendet den Beweis.
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Berechnung des Abfalls der Entropie Beschrénktes Q

Verallgemeinerte Sobolev-Ungleichungen, 0 —

rd

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Theorem

Sei vorausgesetzt Q = R? und dass uo erfiillt up € L*(RY), up < 0 und
Jga to(x)dx = M. Des Weiteren seien (HF1)-(HF5), (HV3)-(HV8)
vorausgesetzt. Fiir n € N sei B, der Ball mit Radius n um den Ursprung.
Nimmt man an

(U1) Es gibt g € L*(R?) und ns € N, so dass

n|VV\2ind{xeB":uO(x)>,,} < g,Vn> ng.
(U2) [foa ® (o) (x)dx < oo.
so gilt

1
RE(U0|UOO’M) S TMJ},(U{])
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Beschranktes

Berechnung des Abfalls der Entropie Verallgemeinerte Sobolev-Ungleichun,

d

en, QO = R
Existenz einer L8sung und expcnentieﬁer Abfall der Entrop

Beweis: Fiir J,(up) = oo ist man fertig. Deshalb sei im Folgenden Jx(uo) < oco.
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Beschranktes O

Berechnung des Abfalls der Entropie Verallgemeinerte Sobolev-Ungleichun,

d

en, O =R
Existenz einer L8sung und expcnentieﬁer Abfall der Entrop

Beweis: Fiir J,(up) = oo ist man fertig. Deshalb sei im Folgenden Jx(uo) < oco.
Fir n € N fiihren wir die Funktion

ug := min{n, uo}|s,

ein. Man erkennt ug € L*°(B,) firr alle n € N.
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Beschranktes O

Berechnung des Abfalls der Entropie Verallgemeinerte Sobolev-Ungleichungen, © — R
ﬁer Abfall der Entrop

Existenz einer L3sung und exponentiel

Beweis: Fiir J,(up) = oo ist man fertig. Deshalb sei im Folgenden Jx(uo) < oco.
Fir n € N fiihren wir die Funktion

ug := min{n, uo}|s,

ein. Man erkennt ug € L°°(B,) fiir alle n € N. Weiter definieren wir

M :=/ ug (x)dx

M, = sup{/B h™(C — V)dx: h"}(C — V)|g, € LI(B,,)} .

Johannes Vorwerk



Berechnung des Abfalls der Entropie Beschrénktes Q

Verallgemeinerte Sobolev-Ungleichungen, @ = k9
Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Beweis: Fiir Jy(uo) = oo ist man fertig. Deshalb sei im Folgenden Ju(uo) < oo
Fiir n € N fiihren wir die Funktion

ug := min{n, uo}|s,

ein. Man erkennt ug € L°°(B,) fiir alle n € N. Weiter definieren wir
M, ::/ ug (x)dx

M, = sup{/B h™(C — V)dx: h"}(C — V)|g, € LI(B,,)} .

Man erkennt, dass M, < M fir alle n € N, M, — M und aus der
Beschranktheit von B, folgt,
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Beschranktes O d

Berechnung des Abfalls der Entropie Verallgemeinerte Sobolev-Ungleichungen, 0 —

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Beweis: Fiir J,(up) = oo ist man fertig. Deshalb sei im Folgenden Jx(uo) < oco.
Fir n € N fiihren wir die Funktion

ug := min{n, uo}|s,

ein. Man erkennt ug € L°°(B,) fiir alle n € N. Weiter definieren wir
M, ::/ ug (x)dx
M, = sup {/ h™(C — V)dx: h"}(C — V)|g, € LI(B,,)} :
Bn

Man erkennt, dass M, < M fir alle n € N, M, — M und aus der
Beschranktheit von B, folgt,

Da limp—oo an Y(C = V)dx = [ h™*(C — V)dx fiir alle C < h(co), erhilt
man M < lim infa—oo M.
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Beschranktes

Berechnung des Abfalls der Entropie Verallgemeinerte Sobolev-Ungleichungen,

d

Existenz einer L8sung und exponentieller Al er Entrop

Nun gibt es no € N, so dass 0 < M, < min{M,M,},no < n,n € N.
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Beschranktes O

Berechnung des Abfalls der Entropie Verallgemeinerte Sobolev-Ungleichun,

d

en, O =R
Existenz einer L8sung und expcnentieﬁer Abfall der Entrop

Nun gibt es no € N, so dass 0 < M, < min{M,M,},no < n,n € N.
Dies erlaubt uns die Funktion

U, = h (G — V")

zu definieren mit C, € R so, dass [, h=Y(Cp — V"(x))dx = M,.
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. Beschranktes O
Berechnung des Abfalls der Entropie Verallgemeinerte Sobolev-Ungleichungen, @ — RY

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Nun gibt es no € N, so dass 0 < M, < min{M,M,},no < n,n € N.
Dies erlaubt uns die Funktion

U, = h (G — V")

zu definieren mit C, € R so, dass [ h h=Y(Co — V"(x))dx = M,.
Weiter definieren wir die Funktionale

E":Ch— RU{co}
/ (V(x)u(x) + d(u(x)))dx, Vu, (u) € L1(By)

ur n
00, sonst

mit Cp = {u € L*(Bn) s u>0, [y u(x)dx = M}

Johannes Vorwerk Langzeitverhalten 2



Beschranktes O

Berechnung des Abfalls der Entropie Verallgemeinerte Sobolev-Ungleichungen, 2 = R

d

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Ly L}(Ba) = RU {00}
L3(v) = /u>0 (u|VV + Vh(u))[?) (x)dx, u € D

0, sonst

mit Df = {u € L} (By) : H(u) € Lyo(Ba), Vh(u) € Lh(Bs : BY)}
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Beschranktes O

Berechnung des Abfalls der Entropie Verallgemeinerte Sobolev-Ungleichun,

d

en, O =R
Existenz einer L8sung und expcnentieﬁer Abfall der Entrop

Schritt 1: E"(ul, p,) < oo, fiir alle no < n € N Das ist aber offensichtlich, Da
Uso M, beschrankt ist auf B,. Somit kann man fiir jedes no < n definieren

RE"(ug|use . m,) == E"(up) — E"(uso,m,)

Johannes Vorwerk



Beschranktes O

Berechnung des Abfalls der Entropie Verallgemeinerte Sobolev-Ungleichungen, 2 = R

d

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Schritt 1: E"(ul, p,) < oo, fiir alle no < n € N Das ist aber offensichtlich, Da
Uso M, beschrankt ist auf B,. Somit kann man fiir jedes no < n definieren

RE"(ug|use . m,) == E"(up) — E"(uso,m,)

Schritt 2: Es gibt n; € N mit ng < n; und

RE"(ug|ulo m,) <

1 n/ n
=~ EJ},(UQ),I’I]_ S neN

Hier mochten wir (1) benutzen, miissen also die dort gestellten
Voraussetzungen fiir Q = B, ug, M, und v", n € N ausreichend groR
tiberpriifen. Diese sind alle erfiillt.
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Beschranktes O

Berechnung des Abfalls der Entropie Verallgemeinerte Sobolev-Ungleichun,

d

en, O =R
Existenz einer L8sung und expcnentieﬁer Abfall der Entrop

Schritt 3: lim,—oc Jj(ug) = Ju(uo). Man definiert fiir ny < n

an:RY SR,
uo(x)|VV + Vh(uo)[(x), x € By, 0 < ug(x) < n
an(x) = |V V*(x),x € By, to(x) > n

0, sonst

wobei wir stillschweigend ausnutzen, dass sowohl h(uo) als auch Vh(uo) lokal
integrierbar sind.

Johannes Vorwerk



Beschranktes O

Berechnung des Abfalls der Entropie Verallgemeinerte Sobolev-Ungleichungen, 2 = R

d

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Schritt 3: lim,—oc Jj(ug) = Ju(uo). Man definiert fiir ny < n

2R SR,
uo(x)|VV + Vh(uo)[(x), x € By, 0 < ug(x) < n
an(x) = |V V*(x),x € By, to(x) > n

0, sonst

wobei wir stillschweigend ausnutzen, dass sowohl h(uo) als auch Vh(uo) lokal
integrierbar sind. Es ist nun

Jan(ug) = /Rd an(x)dx

und fiir n groR genug ( (U1) )
0 <ap < u|VV 4 Vh(w)]> + g € L*(RY).
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Beschranktes O

Berechnung des Abfalls der Entropie Verallgemeinerte Sobolev-Ungleichungen, 2 = R

d

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Schritt 3: lim,—oc Jj(ug) = Ju(uo). Man definiert fiir ny < n

an:RY SR,
uo(x)|VV + Vh(uo)[(x), x € By, 0 < ug(x) < n
an(x) = |V V*(x),x € By, to(x) > n

0, sonst

wobei wir stillschweigend ausnutzen, dass sowohl h(uo) als auch Vh(uo) lokal
integrierbar sind. Es ist nun

Jan(ug) :/ an(x)dx
rd
und fiir n groR genug ( (U1) )
0 <ap < u|VV 4 Vh(w)]> + g € L*(RY).

Klar ist zudem limp_.oc @n(x) = (uo|VV + Vh(uo)|?)ind{ue>0}(x) fiir fast alle
x € R? und somit folgt mit majorisierter Konvergenz limn_.oc Jf(ug) = Jn(uo).
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Beschranktes O

Berechnung des Abfalls der Entropie Verallgemeinerte Sobolev-Ungleichun,

d

en, O =R
Existenz einer L8sung und expcnentieﬁer Abfall der Entrop

Schritt 4: limn—oo E"(U2 p,) = E(Uso,m)

Aus M, — M folgert man limy—.oc Cn = C. Des weiteren schlieBt man, dass
U M, — Uso,m gleichmaRig auf R?. Nun folgert man mit einem Lemma
(welches majorisierte Konvergenz nutzt) lim, oo E"(ug, m,) = E(Uoo,m)-

Johannes Vorwerk



Beschranktes O

Berechnung des Abfalls der Entropie Verallgemeinerte Sobolev-Ungleichun,

d

en, O =R
Existenz einer L8sung und expcnentieﬁer Abfall der Entrop

Schritt 4: limn—oo E"(U2 p,) = E(Uso,m)

Aus M, — M folgert man limy—.oc Cn = C. Des weiteren schlieBt man, dass
U M, — Uso,m gleichmaRig auf R?. Nun folgert man mit einem Lemma
(welches majorisierte Konvergenz nutzt) lim, oo E"(ug, m,) = E(Uoo,m)-

Schritt 5: limp—oc E"(ug) = E(uo)-

Bezeichnet man die triviale Fortsetzung von uf auf RY mit [u§]®, so erhilt
man [u§]®* < [u§™™]* < ug. Nun folgt aus einem Lemma (welches monotone
Konvergenz nutzt) lim,_.oc E"(ug) = E(uwo).

Johannes Vorwerk



Beschranktes O

Berechnung des Abfalls der Entropie Verallgemeinerte Sobolev-Ungleichungen, 2 = R

d

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Schritt 4: limn—oo E"(U2 p,) = E(Uso,m)

Aus M, — M folgert man limy—.oc Cn = C. Des weiteren schlieBt man, dass
U M, — Uso,m gleichmaRig auf R?. Nun folgert man mit einem Lemma
(welches majorisierte Konvergenz nutzt) lim, oo E"(ug, m,) = E(Uoo,m)-

Schritt 5: limp—oc E"(ug) = E(uo)-

Bezeichnet man die triviale Fortsetzung von uf auf RY mit [u§]®, so erhilt
man [u§]®* < [u§™™]* < ug. Nun folgt aus einem Lemma (welches monotone
Konvergenz nutzt) lim,_.oc E"(ug) = E(uwo).

Schritt 6: Beweisende

Aus Schritt 4 und 5 folgt limp_.oc RE"(ug|Uso,m,) = RE(uo|Uso,m), aus Schritt
3 wei man, dass limp—o Ji(ug) = Jn(uo). Somit kann man in Schritt 2 den
Grenziibergang n — oo durchfithren und ist fertig.
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Beschranktes Q

Berechnung des Abfalls der Entropie Vet o Gl e e, @=

rd

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Hauptproblem, beim Versuch das Langzeitverhalten im R? anzugehen, ist das
Fehlen von Existenz und Eindeutigkeitsbeweisen Fiir dieses System von PDGLs.
Gezeigt wird die Existenz einer schwachen Lésung sowie die exponentielle
Konvergenz von Entropie und Entropieproduktion.

Bezeichne F(u) eine Stammfunktion der Nichtlinearitdt F(u) mit F(0) = 0 und
G(u) = uf (u) — F(u) so, dass G’ (u) = uf'(u).

Seien (HD1)-(HD2), (HV3)-(HV8), (HF1)-(HF5) und zudem (U1),(U2)
vorausgesetzt. Weiter sei gefordert

(HE1) F(uo) € L*(RY).
(HE2) Es gibt A >0, so dass G(u) < AF(u) fiir u > 0.
(HE3) AV € L°°(RY).
(HE4) uo € L=(RY).
(HF6) Entweder ist f konvex auf [0, 00) oder f ! ist Hélder stetig.
(HF7) Falls h(04) = —o0, so existiere 0 < s1 < 1, so dass
C))

b::sup{m,0< u<51} < 400
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Beschranktes Q

Berechnung des Abfalls der Entropie Vet o Gl e e, @=

od

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Dann existiert eine schwache Lésung mit
a) Falls h(0+) = —oo, dann gilt fiir alle t > 0

RE (u(t)|too.m) < RE(uo|too,m)e™ 22t
Falls h(0+) > —oo, dann gilt fiir alle t > 0

RE (u(t)|uco,m) = E(u(t)) — E(too,m) < RE(uo|too,m)e 2"
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Beschranktes Q d
Vel o Gl @ =
Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Berechnung des Abfalls der Entropie

Theorem

Dann existiert eine schwache Lésung mit
a) Falls h(0+) = —oo, dann gilt fiir alle t > 0

RE (u(t)|too.m) < RE(uo|too,m)e™ 22t
Falls h(0+) > —oo, dann gilt fiir alle t > 0

RE (u(t)|uco,m) = E(u(t)) — E(too,m) < RE(uo|too,m)e 2"

b) Fiir alle t > 0 gilt
Ke(u(t)) < Jp(uo)e ™22

c) Fiir alle t > 0 gilt

lu(®)ll,gay = M

Erinnerung: Falls h(0+) > —oo, so setzt man ®(u) = d(u) — h(0+)u. Es ist
®(u) > 0 und man definiert

E:L1(Q) - RU{co}, E(u) = /Q(Vu + ®(u))(x)dx



Beschranktes Q d
Veraligemeinerte Sobalew-Ungleichung

Berechnung des Abfalls der Entropie o _
er Abfall der Entrop

Existenz einer L3sung und exponentiel

Schritt 1: Folge von Approximationsproblemen
Man betrachte die Folge von Teilmengen Q,, welche definiert ist durch

Q, = {xeR?: V(x) < n}
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Beschranktes Q

Berechnung des Abfalls der Entropie Vieral|gemeinertalSahal=yslng|sichungeny Ol

d

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Schritt 1: Folge von Approximationsproblemen
Man betrachte die Folge von Teilmengen Q,, welche definiert ist durch

Q, = {xeR?: V(x) < n}

Aus (HV3)-(HV8) folgt, dass Q, eine wachsende Folge von konvexen,
beschrankten, glatten Teilmengen ist, die fiir n — oo den R? iiberdeckt. Nun
definiert man

n
Up = U0|Qn

Es ist ug € L°°(2,) fiir alle n € N.

Johannes Vorwerk Langzeitverhalten 2



Beschranktes Q d

Berechnung des Abfalls der Entropie Vieral|gemeinertalSahal=yslng|sichungeny Ol

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Schritt 1: Folge von Approximationsproblemen
Man betrachte die Folge von Teilmengen Q,, welche definiert ist durch

Q, = {xeR?: V(x) < n}

Aus (HV3)-(HV8) folgt, dass Q, eine wachsende Folge von konvexen,
beschrankten, glatten Teilmengen ist, die fiir n — oo den R? iiberdeckt. Nun
definiert man

U = Uolq,

Es ist ug € L°°(£2,) fiir alle n € N. Man folgt nun der Notation aus dem
vorherigen Theorem, wo man B, durch €, ersetzt. Mit den gleichen
Argumenten wie dort, erhilt man

O M, <M, M, - M, 0< M, < min{M(2,9, M}
Q E"(ug) — E(wo)

Q Ji(ug) — Jn(uo)

QO E"(ul m,) — E(uoo.m)

Q o, F(ug)dx — [ R¥F(uo)dx
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Beschranktes Q d
Veraligemeinerte Sobalew-Ungleichung

Berechnung des Abfalls der Entropie o _
er Abfall der Entrop

Existenz einer L3sung und exponentiel

W3hlt man nun ug als Startwert fiir das System von PDGLs im beschrankten
Gebiet Q,, so erhdlt man, dass die eindeutige Lésung u" erfiillt

K (u"(t)) < Jn(uf)e 22t
RE"(u"|u2 m,) < RE™(uoln|ul, py,)e 2"
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Beschranktes Q

Berechnung des Abfalls der Entropie Vieral|gemeinertalSahal=yslng|sichungeny Ol

d

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Schritt 2: Energie Abschdtzungen Jede Lésung u” erhilt man entsprechend wie
fiir beschranktes € als Grenzfall eines geglatteten Problems. Mit Hilfe der
Losung fiir diese Problem u™€ und dem Grenziibergang ¢ — 0 zeigt man

/ F(u™)dx < exp{al|AV|| oo (rd t}/ (uoln)dx

/ / |VF(u")|Pdxdt < C(T, V)/ F(ug)dx
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Beschranktes Q d

Berechnung des Abfalls der Entropie Vieral|gemeinertalSahal=yslng|sichungeny Ol

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Schritt 2: Energie Abschdtzungen Jede Lésung u” erhilt man entsprechend wie
fiir beschranktes € als Grenzfall eines geglatteten Problems. Mit Hilfe der
Losung fiir diese Problem u™€ und dem Grenziibergang ¢ — 0 zeigt man

/ F(u™)dx < exp{al|AV|| oo (rd t}/ (uoln)dx

/ / |VF(u")|Pdxdt < C(T, V)/ F(ug)dx

Schritt 3: L}, Abschatzung Hier zeigt man, erneut unter Hilfe der Losung des
geglatteten Problems, dass u” beschrinkt ist in L(R? x (0, T)).
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Beschranktes Q

Berechnung des Abfalls der Entropie Vieral|gemeinertalSahal=yslng|sichungeny Ol
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Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Schritt 2: Energie Abschdtzungen Jede Lésung u” erhilt man entsprechend wie
fiir beschranktes € als Grenzfall eines geglatteten Problems. Mit Hilfe der
Losung fiir diese Problem u™€ und dem Grenziibergang ¢ — 0 zeigt man

/ F(u™)dx < exp{al|AV|| oo (rd t}/ (uoln)dx

/ / |VF(u")|Pdxdt < C(T, V)/ F(ug)dx

Schritt 3: L}, Abschatzung Hier zeigt man, erneut unter Hilfe der Losung des
geglatteten Problems, dass u” beschrinkt ist in L(R? x (0, T)).

Schritt 4: Kompaktheit Fiir  beschrénkt Teilmenge von R? sind [u"]**VV

und [Vf(u ")]e’“ beschrankt in L},.(Q x R.) und [24]%* beschrankt in
Ioc(R HI (Q))
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Beschranktes Q

Berechnung des Abfalls der Entropie Vieral|gemeinertalSahal=yslng|sichungeny Ol

d

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Schritt 2: Energie Abschdtzungen Jede Lésung u” erhilt man entsprechend wie
fiir beschranktes € als Grenzfall eines geglatteten Problems. Mit Hilfe der
Losung fiir diese Problem u™€ und dem Grenziibergang ¢ — 0 zeigt man

/ F(u™)dx < exp{al|AV|| oo (rd t}/ (uoln)dx

/ / |VF(u")|Pdxdt < C(T, V)/ F(ug)dx

Schritt 3: L}, Abschatzung Hier zeigt man, erneut unter Hilfe der Losung des
geglatteten Problems, dass u” beschrinkt ist in L(R? x (0, T)).

Schritt 4: Kompaktheit Fiir Q beschrankt Teilmenge von R? sind [u"]**VV

und [Vf(u ")]e’“ beschrankt in L},.(Q x R.) und [24]%* beschrankt in
Ioc(R HI (Q))

Mit Hilfe von anderen Papern folgt aus f konvex oder f ! Holder-stetig die

Kompaktheit der Folge [u"]®* in L2 .(Q x R.) fiir jedes beschrankte Q.
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Beschranktes Q

Berechnung des Abfalls der Entropie Vet o Gl e e, @=

d

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Schritt 2: Energie Abschdtzungen Jede Lésung u” erhilt man entsprechend wie
fiir beschranktes € als Grenzfall eines geglatteten Problems. Mit Hilfe der
Losung fiir diese Problem u™€ und dem Grenziibergang ¢ — 0 zeigt man

/ F(u™)dx < exp{al|AV|| oo (rd t}/ (uoln)dx

/ / |VF(u")|Pdxdt < C(T, V)/ F(ug)dx

Schritt 3: L}, Abschatzung Hier zeigt man, erneut unter Hilfe der Losung des
geglatteten Problems, dass u” beschrinkt ist in L(R? x (0, T)).

Schritt 4: Kompaktheit Fiir Q beschrankt Teilmenge von R? sind [u"]**VV

und [Vf(u ")]e’“ beschrankt in L},.(Q x R.) und [24]%* beschrankt in
Ioc(R HI (Q))

Mit Hilfe von anderen Papern folgt aus f konvex oder f ! Holder-stetig die

Kompaktheit der Folge [u"]®* in L2 .(Q x R.) fiir jedes beschrankte Q.

Somit folgt die Konvergenz einer Teilfolge in L2 _(RY x R¢) und f.ii. in RY

gegen eine positive Funktion u. Man priift nach, dass v eine schwache Lésung

des Systems von PDGL ist.

Johannes Vorwerk Langzeitverhalten 2



Beschranktes Q d
Veraligemeinerte Sobalew-Ungleichung

Berechnung des Abfalls der Entropie o _
er Abfall der Entrop

Existenz einer L3sung und exponentiel

Schritt 5: Beweis von a) Hier miissen wir den Grenziibergang n — oo in der
unter Schritt 1 aufgestellten Ungleichung durchfithren. Die Konvergenz der
rechten Seite ist aus bereits gezeigten Eigenschaften von ug klar.

Johannes Vorwerk



Beschranktes Q

Berechnung des Abfalls der Entropie Vieral|gemeinertalSahal=yslng|sichungeny Ol
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Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Schritt 5: Beweis von a) Hier miissen wir den Grenziibergang n — oo in der
unter Schritt 1 aufgestellten Ungleichung durchfithren. Die Konvergenz der
rechten Seite ist aus bereits gezeigten Eigenschaften von ug klar.

Aus Schritt 4 folgt, das fiir f.a. t > 0 [u”]**(t) in Lh(RY) und f.ii. in RY
gegen u(t) konvergiert. Wir wahlen ein t > 0 fiir das dies gilt. Betrachte nun
die linke Seite der Ungleichung.
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Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Schritt 5: Beweis von a) Hier miissen wir den Grenziibergang n — oo in der
unter Schritt 1 aufgestellten Ungleichung durchfithren. Die Konvergenz der
rechten Seite ist aus bereits gezeigten Eigenschaften von ug klar.

Aus Schritt 4 folgt, das fiir f.a. t > 0 [u”]**(t) in Lh(RY) und f.ii. in RY
gegen u(t) konvergiert. Wir wahlen ein t > 0 fiir das dies gilt. Betrachte nun
die linke Seite der Ungleichung.

Falls h(0+) = —o0, so wissen wir, dass

RE (u(t)[uoo,m) = E(u(t)|uoo,m)
RE™(u"(t)|uce.m,) = E" (" (t)|u5e,m, )

mit

E"(u"()luse.m,) = / (@(u") = D(ule,m,) — ' (ule,m, ) (" = 5o m,)) (X, t)dx

v 3ln
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Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Schritt 5: Beweis von a) Hier miissen wir den Grenziibergang n — oo in der
unter Schritt 1 aufgestellten Ungleichung durchfithren. Die Konvergenz der
rechten Seite ist aus bereits gezeigten Eigenschaften von ug klar.

Aus Schritt 4 folgt, das fiir f.a. t > 0 [u”]**(t) in Lh(RY) und f.ii. in RY
gegen u(t) konvergiert. Wir wahlen ein t > 0 fiir das dies gilt. Betrachte nun
die linke Seite der Ungleichung.

Falls h(0+) = —o0, so wissen wir, dass

RE (u(t)[uoo,m) = E(u(t)|uoo,m)
RE™(u"(t)|uce.m,) = E" (" (t)|u5e,m, )

mit

E"(u"()luse.m,) = / (@(u") = D(ule,m,) — ' (ule,m, ) (" = 5o m,)) (X, t)dx

v 3ln
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Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Da u"(t) f.ii. gegen u(t) konvergiert, konvergiert ul, y f.ii. gegen oo m und da
® eine konvexe Funktion ist, ist

[(®(u") — O(ule,m,) — &' (ule,m,)(u" — e m,)) (x, )]
eine Folge von positiven Funktionen, die f.ii. in RY gegen
[(®(u) = P(uoo,m) = &' (Use,M)(u = too,m))(x, )]

konvergiert.
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Beschranktes Q d

Berechnung des Abfalls der Entropie Vet o Gl e e, @=

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Da u"(t) f.ii. gegen u(t) konvergiert, konvergiert ul, y f.ii. gegen oo m und da
® eine konvexe Funktion ist, ist

[(®(u") — O(ule,m,) — &' (ule,m,)(u" — e m,)) (x, )]
eine Folge von positiven Funktionen, die f.ii. in RY gegen
[(®(u) = P(uoo,m) = &' (Use,M)(u = too,m))(x, )]

konvergiert.
Fatous Lemma impliziert, dass gilt

RE(u(t)|uoo,m) < liminf RE"(u"(t)|use.m,)
Mit einer analogen Argumentation folgert man fiir den h(0+) > —oo-Fall, dass

R~E(u(t)|uoo7M) <liminf RE"(u"(t)|use,m,)
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Berechnung des Abfalls der Entropie VerallgemeinertelSobalay-Ungleichungany Q= R4

Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Schritt 6: Beweis von b): Mit einem Lemma und den in Schritt 1 und 4
hergeleiteten Konvergenzen, ergibt sich

K (u(t)) < liminf K (uln(t)) < liminf Kf (u"(t))
Unter erneuter Ausnutzung der Betrachtungen von Schritt 1 ergibt sich
K (u(t)) < Jn(uo)e 22"

fiir jede beschrinkte Teilmenge Q von R?, was b) beweist.
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Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Schritt 6: Beweis von b): Mit einem Lemma und den in Schritt 1 und 4
hergeleiteten Konvergenzen, ergibt sich

K (u(t)) < liminf K (uln(t)) < liminf Kf (u"(t))
Unter erneuter Ausnutzung der Betrachtungen von Schritt 1 ergibt sich
K (u(t)) < Jn(uo)e 22"

fiir jede beschrinkte Teilmenge Q von R?, was b) beweist.

Schritt 7: Beweis von c¢): Nach langerer Rechnung erhilt man fiir R groR genug
/ u(x,t)dx > M —e¢
Br

Man beweist die Massenerhaltung nun, indem man de Grenziibergang ¢ — 0
durchfiihrt und benutzt, dass

[u(®)l] 2 gy < M
da u"(t) — u(t) schwach in L*(RY).
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Existenz einer L8sung und exponentieller Abfall der Entropie, Q =

Man kann nun etwa den Fall F(u) = u™ und V(x) = I® betrachten, fiir den

bekannt ist, dass die schwache Lésung eindeutig, masseerhaltend und in
C([0, T], L*(R?)) fiir jedes T > 0 ist.

Sei wo(x) € L1 N L>°(RY) mit Masse M und m > 45* und m > d%z. Dann
erfullt die schwache Losung des Systems von PDGL mit F(u) = u™ und

2
V(x) =k

a) Fiir fa. t > 0, RE(u(t)|too,m) < RE(uo|too,m)e™
b) Fiir f.a. t > 0, K, (u(t)) < Ju(u —0)e™**
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nschaften der relativen Entropie E(.|.)

Eine Csiszar-Kullback-artige Ungleichung ar-Kullback Ungleichung fiir E(.|uso)

Ziel dieses Abschnitts ist die Herleitung einer verallgemeinerten
Csiszar-Kullback-Ungleichung fiir die relative Entropie E(.|uso,m), welche im
vorherigen Teil eingefiihrt wurde. D.h. wir suchen eine reellwertige Funktion U,
so dass die Abschétzung

llu = too,m)lL2(@) < U(E(uluco,m))

fiir eine moglichst groRe Menge von Funtionen u gilt.

Fir einen groReren Anwendungsbereich wird dies vor einem
maBtheoretischerem Hintergrund und fiir eine groBere Klasse von konvexen
Funktionen @ als zuvor durchgefiihrt.
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Eine Csiszar-Kullback-artige Ungleichung i i -Kullback Ungleichung fiir E(.|uso)

Im folgenden werden einige Notationen und Annahmen genutzt.
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Einige Eigenschaften der relativen Entropie E(.|.)

Eine Csiszar-Kullback-artige Ungleichung Eine Csiszar-Kullback Ungleichung fiir E(.|us)

Weiter sei

C:={velY(S):v(z)elfirp—fa zcS}
C'i={vel'(s):v(z)e!l firu—fa zeS}

Man erkennt direkt, dass C' C C C L%(S) gilt.
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Weiter sei
C:={velY(S):v(z)elfirp—fa zcS}
C'i={vel'(s):v(z)e!l firu—fa zeS}

Man erkennt direkt, dass C' C C C L%(S) gilt.

Da wir uns mit relativen Entropien in Bezug zu einer festen Referenzfunktion
Uso beschidftigen werden, setzen wir voraus

A4 us €C' mit fs Usodp =1 M € R,
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Einige Eigenschaften der relativen Entropie E(.|.)

Eine Csiszar-Kullback-artige Ungleichung Eine Csiszar-Kullback Ungleichung fiir E(.|us)

Weiter sei
C:={velY(S):v(z)elfirp—fa zcS}
C'i={vel'(s):v(z)e!l firu—fa zeS}

Man erkennt direkt, dass C' C C C L%(S) gilt.
Da wir uns mit relativen Entropien in Bezug zu einer festen Referenzfunktion
Uso beschidftigen werden, setzen wir voraus

A4 us €C' mit fs Usodp =1 M € R,

Als (relatives) Entropiefunktional fiihren wir wie zuvor ein
E(.]):CxC — Ry U{co},
E(rlv) = [(8(0) = 0(v") = #/(v)(v = v*))dn
s

wobei wir feststellen, dass E(v|v*) auf Grund der Konvexitit von ® einen Wert
im Intervall [0, co] annimmt.
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Einige Eigenschaften der relativen Entropie E(.|.)

Eine Csiszar-Kullback-artige Ungleichung Eine Csiszar-Kullback Ungleichung fiir E(.|us)

Zudem stellen wir fest, dass die Ableitung h von ® streng wachsend ist.
Betrachten wir fiir ¢ € R die Funktion h=*(c + ¢’ (uw0)).

Man erkennt sofort, dass fiir ¢ < 0 gilt h~*(c + ' (o)) < oo und somit
h=Y (e + @' (ux)) € L3(S).
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Man erkennt sofort, dass fiir ¢ < 0 gilt h~*(c + ' (o)) < oo und somit
h=Y (e + @' (ux)) € L3(S).

Also Folge dessen erkennt man, dass

Ji={ceR:h " (c+d(ux)) € LL(S)}

ein Intervall ist, welches die negative reelle Achse enthilt. Fiir ¢ < sup J
defniert man

M(c) = /s 1 (c + ' (ue))dps € RS
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Zudem stellen wir fest, dass die Ableitung h von ® streng wachsend ist.
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Zudem stellen wir fest, dass die Ableitung h von ® streng wachsend ist.
Betrachten wir fiir ¢ € R die Funktion h=*(c + ¢’ (uw0)).

Man erkennt sofort, dass fiir ¢ < 0 gilt h~*(c + ' (o)) < oo und somit
h=Y (e + @' (ux)) € L3(S).

Also Folge dessen erkennt man, dass

Ji={ceR:h " (c+d(ux)) € LL(S)}

ein Intervall ist, welches die negative reelle Achse enthilt. Fiir ¢ < sup J
defniert man

M(c) = /s 1 (c + ' (ue))dps € RS

SchlieBlich setzt man
M := sup M(c)
ced
Wie bereits zuvor erkennt man, dass fiir jedes N € (0, M) genau ein c(N) € J
existiert, so dass [ h™*(c(N) + ®'(uso))dp = N gilt und wir kénnen deshalb
definieren
uy = h" Y (c(N) + ' (us)), N € (u, M).
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Somit ergeben sich einige Eigenschaften der Entropie:
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Einige Eigenschaften der relativen Entropie E(.|.)

Eine Csiszar-Kullback-artige Ungleichung Eine Csiszar-Kullback Ungleichung fiir E(.|us)

Somit ergeben sich einige Eigenschaften der Entropie:

Proposition

Seien A.1 — A.4 vorausgesetzt. Sei v € C und sei v* € C'. Sei weiter
vorausgesetzt

A (9 (uso) = @' (v))(v" = V)]~ € L(S)
Dann gilt

E(v|v®) + E(v"|ue) + /s(q"(uoo) — &' (v))(v" = v)du = E(v|uc).
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Eine Csiszar-Kullback-artige Ungleichung Eine Csiszar-Kullback Ungleichung fiir E(.|us)

Somit ergeben sich einige Eigenschaften der Entropie:

Proposition

Seien A.1 — A.4 vorausgesetzt. Sei v € C und sei v* € C'. Sei weiter
vorausgesetzt

A (9 (uso) = @' (v))(v" = V)]~ € L(S)
Dann gilt

E(v|v®) + E(v"|ue) + /S(q”(uoo) — &' (v))(v" = v)du = E(v|uc).

Daraus ergibt sich

Seien A.1 — A.4 vorausgesetzt. Sei N € (0, M). Dann gilt fiir alle v € C mit
fs vdpu =N

E(v]un) + E(un|us) < E(v|uss)

und insbesondere
E(upn|us) < E(v|uso)
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Des weiteren zeigt man

Proposition

Seien A.1 — A.4 vorausgesetzt. Seien vy, vo € C.
Falls vi < vo < e p-f.i0., so gilt E(va|use) > E(v2|uso)-

Nun noch einige Definitionen.
Fiir p € R™ fiihren wir ein

C,,::{vGC:/vdu:p}
s

Roo :=sup{E(uluss) : u € Cm}
Cv ={u€Cm: E(ulux) < R}

Soo 1= sup{||u — tso|L1(gp) : U € Chy
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Des weiteren zeigt man

Proposition

Seien A.1 — A.4 vorausgesetzt. Seien vy, vo € C.
Falls vi < vo < e p-f.i0., so gilt E(va|use) > E(v2|uso)-

Nun noch einige Definitionen.
Fiir p € R™ fiihren wir ein

C,,::{vGC:/vdu:p}
s

Roo :=sup{E(uluss) : u € Cm}
Cv ={u€Cm: E(ulux) < R}

Soo 1= sup{||u — tso|L1(gp) : U € Chy

Um Trivialitaten zu vermeinden fordern wir weiterhin
(A.5) Rss # 0 und Cy; enthilt ein Element auBer uo.
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SchlieRlich bleibt noch festzustellen, dass die Abbildung
E(.|uss) :C = RU{oo},ur— E(u|us)
die Eigenschaften
Vu e C: E(uluss) > 0 und [E(u|us) =0 & u = uso]

erfiillt.
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Theorem

Vorausgesetzt A.1-A.5. Dann gibt es eine Funktion
U:R§ — [0,2M)

so dass
QO U(0)=0
@ U ist stetig in 0, d.h. limy—_o+ U(p) = 0.
© U ist wachsend.

Q Fiir alle u € Cy mit E(u|us) < 0o, gibt es eine Csiszar-Kullback-artige
Ungleichung

[l = voo 2 (apy < U(E(uuso))-

Der Beweis erfolgt nach mehreren vorbereitenden Schritten.
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Einige Eigenschaften der relativen Entropie E(.|.)

Eine Csiszar-Kullback-artige Ungleichung Eine Csiszar-Kullback Ungleichung fiir E(.|uco)

Schritt 1: Die Ungleichung wird aus einer Abschidtzung mit einer Funktion H
folgen, deren verallgemeinertes Inverses U ist.

Definition

Sei H : (0,S.) — R* wachsend. Dann ist das verallgemeinerte Inverse H™*
von H definiert durch
H™ " :R§ — [0,2M],
0,0 <o < H(0)
H (o) = { sup{s € (0, Sc) : H(s) < o},H(0) < 0 < H(S)
Soo, H(Sx) < @

wobei

H(0) := lim H(s) = infH € R¢,

H(Sx) := lim H(s) =supH € R" U {co}.

s—Sco
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Eigenschaften der relativen Entropie E(.|.)

Eine Csiszar-Kullback-artige Ungleichung Elne Csiszar-Kullback Ungleichung fiir E(.|uso)

Sei H : (0,Ss) — R wachsend. Dann gilt:
© H™" ist wachsend und H=*(0) = 0.
Q Fiir alle 0 € R{ und alle s € (0, Sx): Wenn H(s) < o, dann s < H *(0o).
© H™" ist stetig in 0, d.h. limy,_or H""(c) = 0.
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Schritt 2: Mit Hilfe des verallgemeinerten Inversen kann man die Aussage des
Theorems wie folgt umformulieren.

Vorausgesetzt A.1-A.5. Sei H : (0, S) — R so, dass
© H ist wachsend.
@ Fiir alle u € Cyy gilt:

Falls ||u — teo || 114y € (0, Seo),
dann H(||u — vco||L1(dp)) < E(u|uso)
Dann gilt:
Q@ H™"(0) =0.
@ H™" ist stetig in 0, d-h. lim,_or H""(c) = 0.
@ H™" ist wachsend.

Q Fiir alle u € Cpm mit E(u|uss) < oo gilt eine Csiszar-Kullback-artige
Ungleichung

||U - UOO”LI(CUL) < H_*(E(U‘UDO))
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Eine Csiszar-Kullback-artige Ungleichung

Eine Csiszar-Kullback Ungleichung fiir E(.|uco)

Schritt 3: Es genligt nun, eine Funktion zu finden, welche den Anforderungen

des vorherigen Lemmas geniigt. Dies erfolgt im folgenden Lemma durch Losen
eines Minimierungsproblems.

Vorausgesetzt A.1-A.5. Sei

A, :(0,1) » R
so, dass

Q A, ist fallend.
@ Fiir alle 6 € (0,1) gilt:

Ao(0) < inf{E(v|uss) : v € Com, v(2) < uso(2) fiir u f. a. z € S}.
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Dann besitzt die Funktion

o1 (0,50) — R, Ho() := Ao(l—ﬁ>

die folgenden Eigenschaften:
© H, ist wachsend.
@ Fiir alle u € Cy, gilt:

Falls ||U — uoo|L1(dp,) € (0,500)7
dann Ho(||lu — tso |11 (dp)) < E(u]uso)-
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nschaften der relativen Entropie E(.

Eine Csiszar-Kullback-artige Ungleichung i -Kullback Ungleichung fiir E(.|uco

Beweis: a. ist klar.
b. Sei u € C* mit 0 < ||u — ool 1(gp) < Soo-
Wir setzen 0 := 3 [o[u — uco] dp.
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Eine Csiszar-Kullback-artige Ungleichung Elne Csiszar-Kullback Ungleichung fiir E(.|uso)

Beweis: a. ist klar.

b. Sei u € C* mit 0 < ||u — ool 1(gp) < Soo-
Wir setzen 0 := 1 [o[u — uco] dp.

Aus [sudp = [, usdp = M folgt

0=/Su—uood,u,:/;[u—uoo]+d,u—/;[u—uoo]fdu

= /S[u— Uso]Tdp = /S[u— Uso]Tdu
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Beweis: a. ist klar.

b. Sei u € C* mit 0 < ||u — ool 1(gp) < Soo-
Wir setzen 0 := 1 [o[u — uco] dp.

Aus [sudp = [, usdp = M folgt

02/u—uood,u,:/[u—uoord,u—/[u—uoo]fdu
s s s
= /[u— Uso]Tdp = /[u— Uso]Tdu
s s
Somit erhdlt man
o=t lesay = [l vl o [ 1o wec] o = 210
s s

Somit gilt 6 €]0, 1].
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Eigenschaften der relativen Entropie E(.|.)

Eine Csiszar-Kullback-artige Ungleichung Eine Csiszar-Kullback Ungleichung fiir E(.|uco)

Beweis: a. ist klar.

b. Sei u € C* mit 0 < ||u — ool 1(gp) < Soo-
Wir setzen 0 := 1 [o[u — uco] dp.

Aus [sudp = [, usdp = M folgt

02/u—uood,u,:/[u—uoord,u—/[u—uoo]fdu
s s s
= /[u— Uso]Tdp = /[u— Uso]Tdu
s s
Somit erhdlt man
o=t lesay = [l vl o [ 1o wec] o = 210
s s

Somit gilt 6 €]0, 1].
Sei weiter ST :={z € S: u(z) > uss(z)}. Wir setzen a := f5\5+ udp.
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Eine Csiszar-Kullback-artige Ungleichung ar-Kullback Ungleichung fiir E(.|uco)

Nun zeigt man [g, = (1 —0)M — «, denn
1-6M= M—/[u— Uso] du
s

:Mf/s[uoofuﬁdp

=M - (too — u)dp
S\s+
=M- Usodp +/ udp
S\S+ S\s+
:/ Usodp +
s+

Johannes Vorwerk Langzeitverhalten 2



Einige Eigenschaften der relativen Entropie E(.|.)

Eine Csiszar-Kullback-artige Ungleichung Eine Csiszar-Kullback Ungleichung fiir E(.|uco)

Nun zeigt man [g, = (1 —0)M — «, denn
1-6M= M—/[u— Uso] du
s

:Mf/s[uoofuﬁdp

=M - (too — u)dp
s\s+

=M- Usodp +/ udp
s\s+ s\s+

:/ Usodp +

s+
und
E(u|uoo):/¢(u|uoo)du:/ Cb(u\uoo)d,u—&—/ d(u|uso)dp
s s\s+ s+

> / d(u|uso)dp
S\s+

Johannes Vorwerk Langzeitverhalten 2



Einige Eigenschaften der relativen Entropie E(.|.)
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> inf{ O(u|uso)dp s v € C, V(2) < uso(2) fiir p-fa. z € S\S™,
s\s+
und vdp = a}
s\s+
= inf{ D(u|uss)dp s v € C, V(2) < uso(2) fiir p-fa. z € S\S™,
s\s+

und v(z) = us(2) fir p-fa. z € 5+,/ vdp =a+ /+ Usodp}
=inf{E(vijus): v eC,V(z) < Uoo(;) fir p-fa. z ; S\SH,
und v(z) = uso(z) fiir p-fa. z € 5+,/ vdp = (1-60)M}

> inf {E(V]uco) : v € Ci—pym, v(z) < u:(z) fir y-fa. z € S}

llu — tool|2ap)
= An(t =) = Ao (1 PG ) = (o s
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nschaften der relativen Entropie E(.|.)

Eine Csiszar-Kullback-artige Ungleichung r-Kullback Ungleichung fiir E(.|uco

Schritt 4: Nun geniigt es eine Funktion A zu finden, die die geforderten
Eigenschaften besitzt.
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Eigenschaften der relativen Entropie E(.|.)
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Schritt 4: Nun geniigt es eine Funktion A zu finden, die die geforderten
Eigenschaften besitzt.

Vorausgesetzt A.1-A.5. Dann ist die Funktion

Ao (0,1) — R U {oo}, Ao(8) = CigL E(.|uso)

fallend.
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Eigenschaften der relativen Entropie E(.|.)

Eine Csiszar-Kullback-artige Ungleichung Eine Csiszar-Kullback Ungleichung fiir E(.|uco)

Schritt 4: Nun geniigt es eine Funktion A zu finden, die die geforderten
Eigenschaften besitzt.

Vorausgesetzt A.1-A.5. Dann ist die Funktion

Ao (0,1) — R U {oo}, Ao(8) = CigL E(.|uso)

fallend.

Man kann nun etwa fiir ®(t) = t(log(t) — 1), use = 1 und p(S) =1 zeigen,
dass

o= U aap < 1/ / ulog(u)dy
S
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Eine Csiszar-Kullback-artige Ungleichung i -Kullback Ungleichung fiir E(.|uco

Danke fiir die Aufmerksamkeit!
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