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stationäre Lösung
Gleichgewichtslösung
Existenz und Eindeutigkeit der Gleichgewichtslösung
zeitabhängige Skalierung

lineare Fokker-Planck Gleichung
Entropie
Energie
Entropie- und Energieabschätzungen
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Problemstellung

nichtlineare Fokker-Planck Gleichung

du
dt = div(u∇V (x) +∇f (u)) mit x ∈ Ω, t > 0

mit Angangsbedingung u0(x) ≥ 0
Ω = Rd : Zerfallsbedingung bei |x | =∞
Ω begrenzt: kein-Ausfluss-Bedingung auf ∂Ω
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Problemstellung - Voraussetzung an Ω

nichtlineare Fokker-Planck Gleichung

du
dt = div(u∇V (x) +∇f (u)) mit x ∈ Ω, t > 0

mit Angangsbedingung u0(x) ≥ 0
Ω = Rd : Zerfallsbedingung bei |x | =∞
Ω begrenzt: kein-Ausfluss-Bedingung auf ∂Ω

(HD1) Ω ⊆ Rd glattes, beschränktes Gebiet oder Ω = Rd

(HD2) u0 ∈ L1(Ω), u0 ≥ 0 und
∫

Ω
u0(x)dx =: M ∈ (0,∞)
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du
dt = div(u∇V (x) +∇f (u)) mit x ∈ Ω, t > 0

mit Angangsbedingung u0(x) ≥ 0
Ω = Rd : Zerfallsbedingung bei |x | =∞
Ω begrenzt: kein-Ausfluss-Bedingung auf ∂Ω

(HV1) Ω = Rd : V ∈W 1,1
loc (Rd) und Ω begrenzt: V ∈W 1,1(Ω)

(HV2) Ω = Rd : ∀A ∈ R : {x |V (x) ≤ A} ist begrenzt
(HV3) infΩV = 0
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du
dt = div(u∇V (x) +∇f (u)) mit x ∈ Ω, t > 0

mit Angangsbedingung u0(x) ≥ 0
Ω = Rd : Zerfallsbedingung bei |x | =∞
Ω begrenzt: kein-Ausfluss-Bedingung auf ∂Ω

(HF1) f : R+
0 → R ist kontinuierlich, strikt steigend und f (0) = 0

(HF2) f |R+ ∈ C 3(R+)

(HF3) h ∈ L1
loc([0,∞)) mit h(u) :=

∫ u

1
f ′(s)

s ds, u ∈ (0,∞)
Φ : [0,∞)→ R, Φ(u) =

∫ u

0
h(s)ds ist wohldefiniert mit

Φ′(u) = h(u)∀u ∈ R+
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stationäre Lösung

veränderte Ausgangsgleichung für stationäre Lösungen

u∇V (x) +∇f (u) = 0 mit
∫

Ω
udx = M

V (x) + h(u(x)) = C ∀x ∈ Ω für manche C ∈ R

∇f (u) = u∇h(u)
⇔ f ′(u)∇u = uh′∇u

⇔ h′(u) = f ′(u)
u

(HF3) h ∈ L1
loc([0,∞)) mit h(u) :=

∫ u

1
f ′(s)

s ds, u ∈ (0,∞)
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veränderte Ausgangsgleichung für stationäre Lösungen

u∇V (x) +∇f (u) = 0 mit
∫

Ω
udx = M

V (x) + h(u(x)) = C ∀x ∈ Ω für manche C ∈ R

(HF1) f : R+
0 → R ist kontinuierlich, strikt steigend und f (0) = 0

⇒ h strikt wachsend und h : (0,∞)→ (h(0+), h(∞))
mit −∞ ≤ h(0+) < 0 < h(∞) ≤ ∞

⇒ C − V ∈ (h(0+), h(∞)): u(x) = h−1(C − V (x))
mit h−1 : (h(0+), (h(∞)))→ (0,∞)
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Energie

Definition der Energie

(HD1),(HF1)-(HF3),
sei V : Ω→ R messbar und nicht-negativ,
E : L1

+(Ω)→ R ∪ {∞}

E (u) =

{∫
Ω

(Vu + Φ+(u))(x)dx −
∫

Ω
Φ−(u(x))dx , Φ−(u) ∈ L1(Ω)

∞, sonst

mit L1
+(Ω) =

{
u ∈ L1(Ω) : u ≥ 0

}

E (u) <∞⇔ Vu ∈ L1(Ω) und Φ(u) ∈ L1(Ω)
⇒ E (u) =

∫
Ω

(Vu + Φ(u))dx
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Existenz und Eindeutigkeit der Gleichgewichtslösung
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Gleichgewichtslösung

Definition der Gleichgewichtslösung

(HD1), (HV1)-(HV3),(HF1)-(HF3).
Eine Funktion u∞,M ∈ L1(Ω) ist eine Gleichgewichtslösung

⇔

u∞,M ist ein Minimierer von E in C̃ :=
{
u ∈ L1

+(Ω) :
∫

Ω
u(x)dx = M

}
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HV4

HV4

Ω = Rd , h(0+) = −∞: ∃C ∈ R mit U(x ,C ) ∈ L1(Rd)

Begründung:

U(x ,C ) := h̄−1(C − V (x)) mit h̄−1 : R→ [0,∞],

h̄−1(σ) =


0 , σ ≤ h(0+)

h−1(σ) , h(0+) < σ < h(∞)

∞ , h(∞) ≤ σ

0 ≤ U(x ,C ) ≤ ∞
M(C ) :=

∫
Ω

U(x ,C )dx ∈ [0,∞]
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stationäre Lösung
Gleichgewichtslösung
Existenz und Eindeutigkeit der Gleichgewichtslösung
zeitabhängige Skalierung

HV5 Teil 1

M : C → M(C ), C∗ := sup
{
C ∈ R : U(x ,C ) ∈ L1(Ω)

}
Ω begrenzt oder h(0+) > −∞: C∗ ∈ (h(0+), h(∞)] und C∗ = h(∞)

M ist wachsend

limC→−∞M(C ) = 0, limC→∞M(C ) =∞
M(C ) = 0 ∀C ∈ (−∞, h(0+)]

M(C ) =∞ ∀C ∈ (C∗,∞)

M ist kontinuierlich und strikt wachsend auf (h(0+),C∗)

h(0+) ∈ R: M kontinuierlich bei h(0+) mit M(h(0+)) = 0

M̄ = limC→C∗M(C )
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HV5 Teil 2

Fallunterscheidung:

h(0+) = −∞ und h(∞) =∞:
h̄−1 = h−1, M̄ =∞, ∃C̄ ∈ (h(0+),C∗)

−∞ < h(0+) und h(∞) =∞:
M̄ =∞, ∃C̄ ∈ (h(0+), h(∞))

h(0+) = −∞ und h(∞) <∞:
wenn M̄ > M ∃C̄ ∈ (−∞,C∗)
−∞ < h(0+) und h(∞) <∞:
wenn 0 < M < M̄

mit M(C̄ ) = M, u∞,M := U(x , C̄ )

HV5

M < M̄(Ω) = limC→C∗M(C )
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stationäre Lösung
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Existenz und Eindeutigkeit der Gleichgewichtslösung
zeitabhängige Skalierung

Relative Entropie

Definition der relativen Entropie

E (.|u∞,M) : L1
+(Ω)→ [0,∞]

E (u|u∞,M) =
∫

Ω
(Φ(u)− Φ(u∞,M)− Φ′(u∞,M)(u − u∞,M))(x)dx

Satz

(HD1), (HV1)-(HV5), (HF1)-(HF3), E (u∞,M) <∞.
Dann gilt: ∀u ∈ C : E (u)− E (u∞,M) ≥ E (u|u∞,M)
Gleichheit: ∀u ∈ C ⇔ V (x) + h(u∞,M(x)) = C für fast alle x ∈ Ω
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stationäre Lösung
Gleichgewichtslösung
Existenz und Eindeutigkeit der Gleichgewichtslösung
zeitabhängige Skalierung

Beweis des Satzes Teil 1

setze ũ := u∞,M
E (u) <∞,E (ũ) <∞ und E (u|ũ) <∞

Euler-Lagrange Gleichungen

V + h(ũ) = C für ũ > 0
V + h(0+) ≥ C für ũ = 0

E (u)− E (ũ)− E (u|ũ)

=

∫
Ω

Vu + Φ(u)− V ũ − Φ(ũ)− (Φ(u) + Φ(ũ) + Φ
′
(ũ)(u − ũ))dx

=

∫
Ω

(V + h(ũ))(u − ũ)dx
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Euler-Lagrange Gleichungen
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E (u)− E (ũ)− E (u|ũ)
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stationäre Lösung
Gleichgewichtslösung
Existenz und Eindeutigkeit der Gleichgewichtslösung
zeitabhängige Skalierung

Beweis des Satzes Teil 2

=

∫
Ω

(V + h(ũ))(u − ũ)dx

=

∫
ũ>0

(V + h(ũ))(u − ũ)dx +

∫
ũ=0

(V + h(ũ))(u − ũ)dx

=

∫
ũ>0

C (u − ũ)dx +

∫
ũ=0

(V + h(ũ))(u)dx

≥ C

∫
ũ>0

(u − ũ)dx + C

∫
ũ=0

(u)dx

= C

∫
ũ>0

(u − ũ)dx + C

∫
ũ=0

(u − ũ)dx

= C

∫
Ω

(u − ũ)dx

= 0
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= 0

16 / 52



nichtlineare Fokker-Planck-Gleichung
lineare Fokker-Planck Gleichung
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=

∫
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stationäre Lösung
Gleichgewichtslösung
Existenz und Eindeutigkeit der Gleichgewichtslösung
zeitabhängige Skalierung

Beweis des Satzes Teil 2

=

∫
Ω
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ũ>0
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ũ>0
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= C

∫
Ω

(u − ũ)dx
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Poröse Medien-/schnelle Diffusionsgleichung
nichtlineare Diffusionsgleichung 4.Ordnung
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= 0

16 / 52



nichtlineare Fokker-Planck-Gleichung
lineare Fokker-Planck Gleichung
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HV6

HV6

Ω = Rd : E (u∞,µ) <∞ für µ ∈ (0, M̄)
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stationäre Lösung
Gleichgewichtslösung
Existenz und Eindeutigkeit der Gleichgewichtslösung
zeitabhängige Skalierung

Eindeutigkeit

Satz

(HD1), (HV1)-(HV6), (HF1)-(HF3).
u∞,M ist der einzige Minimierer von E auf C und per Definition die
Gleichgewichtslösung.

(HV4) Ω = Rd und h(0+) = −∞: ∃C ∈ R mit U(x ,C ) ∈ L1(Rd)
(HV5) M < M̄(Ω) = limC→C∗M(C )
(HV6) Ω = Rd : E (u∞,µ) <∞ für µ ∈ (0, M̄)
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u∞,M ist der einzige Minimierer von E auf C und per Definition die
Gleichgewichtslösung.

Beweis:

E ist strikt konvex ⇒ ∃ Minimierer von E auf C

zu zeigen: E (u∞,M) ≤ E (u) ∀u ∈ C̃

E (u) <∞
E (u) ≥ E (u|u∞,M) + E (u∞,M)
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stationäre Lösung
Gleichgewichtslösung
Existenz und Eindeutigkeit der Gleichgewichtslösung
zeitabhängige Skalierung

Eindeutigkeit

Satz

(HD1), (HV1)-(HV6), (HF1)-(HF3).
u∞,M ist der einzige Minimierer von E auf C und per Definition die
Gleichgewichtslösung.

Beweis:

E ist strikt konvex ⇒ ∃ Minimierer von E auf C

zu zeigen: E (u∞,M) ≤ E (u) ∀u ∈ C̃

E (u) <∞

E (u) ≥ E (u|u∞,M) + E (u∞,M)

19 / 52



nichtlineare Fokker-Planck-Gleichung
lineare Fokker-Planck Gleichung
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zeitabhängige Skalierung

zeitabhängige Skalierung auf Ω = Rd

f ′ homogen vom Grad r mit dr + 2 > 0, dann ∃

v(x , t) = α(t)Nu(α(t)x , β(t))

mit α(0) = 1, β(0) = 0 und β(t)→∞ für t →∞
∂v
∂t = ∆f (v) mit (x in Rd und t > 0)

z.B. α(t) = (2t + 1)−1/2, β(t) = −log(α(t)) und V (x) = |x|2
2

transponiert du
dt = div(u∇V (x) + f (u)) mit (x ∈ Ω, t > 0)

⇒ ∂v
∂t = α(t)d−2β

′
(t)∆f (α(t)−dv) mit (x ∈ Rd , t > 0)

mit w = α(t)−dv
⇒ ∂w

∂t = d
2t+1w + ∆f (w) mit (x ∈ Rd , t > 0)
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nichtlineare Fokker-Planck-Gleichung
stationäre Lösung
Gleichgewichtslösung
Existenz und Eindeutigkeit der Gleichgewichtslösung
zeitabhängige Skalierung

lineare Fokker-Planck Gleichung
Entropie
Energie
Entropie- und Energieabschätzungen

Poröse Medien-/schnelle Diffusionsgleichung
Entropie
Entropieabschätzungen

nichtlineare Diffusionsgleichung 4.Ordnung
Entropieabschätzungen
Fazit
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Entropie
Energie
Entropie- und Energieabschätzungen

Problemstellung

lineare Fokker-Planck Gleichung:

∂u
∂t = ∆u +∇(xu), t ≥ 0, x ∈ Rn

mit Anfgangsbedingung u0 z.B. ∈ C 2(Rn) ∩ L1
+(Rn)

H1
+(S1) := nicht-negative, 1-periodische Funktionen im Raum der

messbaren Funktionen auf R mit Ableitung in L2
loc(R)

S1 = [0, 1)
Lebesque’s Maß

∫
S1 dx = 1

v = u
u∞

Durchschnitte

µp[v ] := (
∫
S1 v1/pdx)p und v̄ :=

∫
S1 vdx

mit v̄ = µ1[v ]
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Entropie

Definition der Entropie{
v ∈ H1

+(S1) : v 6= 0a.e.
}

, p ∈ (0,+∞) und q ∈ R∑
p,q

[v ] :=
1

pq(pq − 1)
[

∫
S1

vqdx − (µp[v ])q] für pq 6= 1undq 6= 0

∑
1/q,q

[v ] :=

∫
S1

vq log(
vq∫

S1 vqdx
)dx für pq = 1undq 6= 0

∑
p,0

[v ] := −1

p

∫
S1

log(
v

µp[v ]
)dx für q = 0

Eigenschaften der Entropie

nicht negativ ∀p ∈ (0,+∞) und q ∈ R
strikte Konvexität: Entropie = 0 ⇔ v = µp[v ]
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Energie

Definition der Energie

Energie-Funktional für Gleichungen zweiter Ordnung:

J1[v ] :=
∫
S1

∣∣∣v ′ ∣∣∣2 dx ∀v ∈ H1(S1)

Energie-Funktional für Gleichungen vierter Ordnung:

J2[v ] :=
∫
S1

∣∣∣v ′′∣∣∣2 dx ∀v ∈ H2(S1)
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Poröse Medien-/schnelle Diffusionsgleichung
nichtlineare Diffusionsgleichung 4.Ordnung

Entropie
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Entropie- und Energieabschätzungen

1.Abschätzung

Satz

∀p ∈ (0,+∞) und q ∈ (0, 2) ∃ eine Konstante κp,q, so dass
∀v ∈ H1

+(S1) gilt: ∑
p,q[v ]2/q ≤ 1

κp,q
J1[v ]

in anderen Worten: κp,q := infv∈H1
+(S1),v 6=µp [v ]a.e.

J1[v ]∑
p,q [v ]2/q > 0

Beweis mit Methoden aus der Analysis (Folgen, Grenzwerte)
wichtigste Abschätzung: ‖v‖L∞(S1) ≤ 1 + 1√

2
J1[v ]1/2
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2.Abschätzung

Satz

∀p ∈ (0,+∞) und q ∈ (0, 2) und pq 6= 1 gilt:∑
p,q[v ]2/q ≤ 1

4π2κp,q
J2[v ] ∀v ∈ H2

+(S1)

Beweis:
folgt aus der 1.Abschätzung mit der Poincare Gleichung
(2π)2 ‖v − v̄‖2

L2(S1) ≤ J1[v ] mit v̄ ′ = 0

(⇒ J1[v ] ≤ (2π)−2J2[v ])
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Lineare Abschätzungen

Einschränkung: χp,q
ε :=

{
v ∈ H1

+(S1) :
∑

p,q[v ] ≤ ε und µp[v ] = 1
}

Satz

∀p > 0, q ∈ R und ε0 > 0 ∃ eine positive Konstante C, so dass
∀ε ∈ (0, ε0] gilt: ∑

p,q[v ] ≤ 1+C
√
ε

8p2π2 J1[v ] ∀v ∈ χp,q
ε

Υp,q
ε :=

{
v ∈ H1

+(S1) :
∑

p,q[v ] = ε und µp[v ] = 1
}

Satz

∀ε ∈ (0, ε0) gilt:

κ1
p,q(ε) = infv∈Υp,q

ε

J1[v ]∑
p,q [v ] ≥ max

{
8p2π2

1+C
√
ε
, ε(2−q)/qκp,q

}
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Beweis der 1.Linearen Abschätzung (Teil 1)

heuristischer Beweis:
1. Fall: J1[v ] > 8p2π2ε: klar

2. Fall: J1[v ] ≤ (κ∞p )2ε mit κ∞p :=
√

8p2π2

Definiere w := v−1
κ∞p
√
ε
→ J1[w ] ≤ 1

Entropie:∑
p,q[v ] = 1

pq(pq−1) [

∫
S1

(1 + κ∞p
√
εw)qdx︸ ︷︷ ︸

I1

− (

∫
S1

(1 + κ∞p
√
εw)1/pdx)pq︸ ︷︷ ︸

I2

]
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Poröse Medien-/schnelle Diffusionsgleichung
nichtlineare Diffusionsgleichung 4.Ordnung

Entropie
Energie
Entropie- und Energieabschätzungen
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I1 =

∫
S1

(1 + κ∞p
√
εw)qdx

= 1 + qκ∞p
√
ε

∫
S1

wdx +
q(q − 1)(κ∞p )2ε

2

∫
S1

w2dx + O(ε3/2)

I2 = (

∫
S1

(1 + κ∞p
√
εw)1/pdx)pq

= (1 +
1

p
κ∞p
√
ε

∫
S1

wdx −
(p − 1)(κ∞p )2ε

2p2

∫
S1

w2dx + O(ε3/2))pq

= 1 + qκ∞p
√
ε

∫
S1

wdx −
q(p − 1)(κ∞p )2ε

2p

∫
S1

w2dx

+
q(pq − 1)(κ∞p )2ε

2p
(

∫
S1

wdx)2 + O(ε3/2)
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Poröse Medien-/schnelle Diffusionsgleichung
nichtlineare Diffusionsgleichung 4.Ordnung

Entropie
Energie
Entropie- und Energieabschätzungen

Beweis der 1.Linearen Abschätzung (Teil 3)

∑
p,q

[v ] =
ε(κ∞p )2

2p2
[

∫
S1

w2dx − (

∫
S1

wdx)2] + O(ε3/2)

=
ε(κ∞p )2

2p2

∫
S1

(w − w̄)2dx + O(ε3/2)

≤
ε(κ∞p )2

2p2

J1[w ]

(2π)2
+ O(ε3/2)

=
J1[v ]

8p2π2
+ O(ε3/2)

folgt mit J1[v ] = (κ∞p )2εJ1[w ] und Poincare (2π)2 ‖v − v̄‖2
L2(S1) ≤ J1[v ]
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Sonderfall für Beweis im Beispiel

Lemma

v ∈ H1
+(S1) und

∑
p,q[v ] ≤ ε(µp[v ])q

∑
p,q[v ] ≤ 1+C

√
ε

8p2π2 (µp[v ])q−2J1[v ]

∀ε ∈ (0, ε0]
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Lineare Abschätzungen 2

Satz

∀p > 0, q ∈ (0, 2) und ε0 > 0 ∃ eine positive Konstante C, so dass
∀ε ∈ (0, ε0] gilt:∑

p,q[v ] ≤ 1+C
√
ε

32p2π4 J2[v ] ∀v ∈ χp,q
ε ∩ H2(S1)
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Poröse Medien-/schnelle Diffusionsgleichung
nichtlineare Diffusionsgleichung 4.Ordnung

Entropie
Energie
Entropie- und Energieabschätzungen

optimale Abschätzung

gesucht:

Φ(
∑

p,q[v ]) ≤ J1[v ]

∀v ∈ H1
+(S1) und µp[v ] = 1 ∀ε0 > 0 definiere:

Φε0 (x) := {
8p2π2x

(1+C
√

x)
für x ∈ [0, ε0]

0 für x > ε0

mit Φ0(x) := κp,qx
2/q,

betrachte Φ(x) := supε0≥0 {Φε(x)}
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nichtlineare Fokker-Planck-Gleichung
stationäre Lösung
Gleichgewichtslösung
Existenz und Eindeutigkeit der Gleichgewichtslösung
zeitabhängige Skalierung

lineare Fokker-Planck Gleichung
Entropie
Energie
Entropie- und Energieabschätzungen

Poröse Medien-/schnelle Diffusionsgleichung
Entropie
Entropieabschätzungen

nichtlineare Diffusionsgleichung 4.Ordnung
Entropieabschätzungen
Fazit
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Problemstellung

Poröse Medien-/schnelle Diffusionsgleichung

∂u
∂t = (um)xx , t > 0, x ∈ S1

mit Anfangsbedingung u0 in S1

35 / 52



nichtlineare Fokker-Planck-Gleichung
lineare Fokker-Planck Gleichung
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Entropie

Definition der Entropie

∑
k

[u] :=


1

k(k+1)

∫
S1 uk+1 − ūk+1 für k ∈ R\ {−1, 0}∫

S1 ulog( u
ū )dx für k = 0

−
∫
S1 log( u

ū )dx für k = −1

mit q = k + 1 und p = 1 wähle v := up, p := m+k
2 , q := k+1

p = 2 k+1
m+k

und somit ū =
∫
S1 udx =

∫
S1 v1/pdx = (µp[v ])1/p

Eigentschaften von u →
∑

k [u]

konvex, nicht negativ auf L1
+(S1)

Minimum 0 wird erreicht ⇔u = ū
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36 / 52



nichtlineare Fokker-Planck-Gleichung
lineare Fokker-Planck Gleichung
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∫
S1 udx =

∫
S1 v1/pdx = (µp[v ])1/p

Eigentschaften von u →
∑

k [u]

konvex, nicht negativ auf L1
+(S1)

Minimum 0 wird erreicht ⇔u = ū
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zeitliche Änderung der Entropie

Lemma

k ∈ R, u eine glatte positive Lösung der schnellen Diffusionsgleichung:

k + m 6= 0: d
dt

∑
k [u] + λ

∫
S1

∣∣(uk+m/2)x

∣∣2 dx = 0 mit λ := 4m
(m+k)2

k + m = 0: d
dt

∑
k [u] + λ

∫
S1 |(logu)x |2 dx = 0 mit λ := m

Beweis:
d
dt

∑
k [u] = d

dt
1

k(k+1)

∫
S1 (uk+1 − ūk+1)dx

= 1
k

∫
S1 uk ∂

∂t u
= 1

k

∫
S1 uk(um)xx

= − 1
k

∫
S1 (uk)x(um)x

= −m
∫
S1 um+k−2u2

x

= − 4m
(m+k)2

∫
S1

∣∣∣(u k+m
2 )x

∣∣∣2
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zeitliche Änderung der Entropie

Lemma

k ∈ R, u eine glatte positive Lösung der schnellen Diffusionsgleichung:

k + m 6= 0: d
dt

∑
k [u] + λ

∫
S1

∣∣(uk+m/2)x

∣∣2 dx = 0 mit λ := 4m
(m+k)2

k + m = 0: d
dt

∑
k [u] + λ

∫
S1 |(logu)x |2 dx = 0 mit λ := m

Beweis:
d
dt

∑
k [u] = d

dt
1

k(k+1)

∫
S1 (uk+1 − ūk+1)dx
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Entropie
Entropieabschätzungen

Abschätzungen

Satz

m ∈ (0,+∞), k ∈ R\{−m}, q = 2(k+1)
m+k , p = m+k

2
u eine glatte postivie Lösung der schnellen Diffusiongleichung:

kurzzeitiger algebraischer Abfall:
m > 1 und k > −1:∑

k [u] ≤ [
∑

k [u0]−(2−q)/q + 2−q
q λκp,qt]−q/2−q ∀t ∈ R+

asymptotischer exponentieller Abfall:
m > 0 und m + k > 0: ∃ C > 0 und t1 > 0, so dass∑

k [u] ≤
∑

k [ut1 ]exp(− 8p2π2λūp(2−q)(t−t1)

1+C
√∑

k [u(t1)]
) ∀t ≥ t1
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Entropie
Entropieabschätzungen

Beweis der Abschätzungen Teil 1

1) Anwendung von Lemma:
d
dt

∑
k [u] = −λ

∫
S1

∣∣(uk+m/2)x

∣∣2 dx mit u = v1/p

⇒ d
dt

∑
k [u] = −λ

∫
S1

∣∣(vk+m/2p)x

∣∣2 dx mit p = m+k
2

⇒ d
dt

∑
k [u] = −λ

∫
S1 |(v)x |2 dx = −λJ1[v ]

⇒ d
dt

∑
k [u] ≤ −λκp,q

∑
p,q[v ]2/q = −λκp,q

∑
k [u]2/q

Behauptung folgt mit Integration
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Entropie
Entropieabschätzungen

Beweis der Abschätzungen Teil 2

2) sei limt→∞
∑

k [u] = 0
⇒ ∃ ein t1 mit

∑
k [u(t1)] = ε und

∑
k [u(t)] ≤ ε für t ≥ t1

mit p = m+k
2 > 0 und Abschätzung

⇒ (κ∞p )2

1+C
√
ε

∑
p,q[v ](µp[v ])2−q ≤ J1[v ] ∀t ≥ t1

mit ūp = µp[v ] analog zum 1.Teil

⇒ d
dt

∑
k [u] ≤ −λ(κ∞p )2

1+C
√
ε

∑
k [u]ūp(2−q) ∀t ≥ t1

Behauptung folgt wiederum mit Integration
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mit ūp = µp[v ] analog zum 1.Teil

⇒ d
dt

∑
k [u] ≤ −λ(κ∞p )2

1+C
√
ε

∑
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Entropie
Entropieabschätzungen

Vergleich der Abschätzungen

Satz

Für große Anfangsentropien ist der algebraische Abfall schneller als der
exponentielle.

Beweis im allgemeinen:
sei y nicht negativ auf R+ 3 t
mit dy

dt ≤ −C1y
α und dy

dt ≤ −C2y
mit t > 0, α > 1, C1 > 0 und C2 > 0
nach Gronwall gilt: y ≤ min {y1, y2}
mit dy1

dt = −C1y
α
1 und dy2

dt = −C2y2 und y1(0) = y2(0) = y0 > 0
Sei nun C1y

α
0 > C2y0

⇒ ∃t∗ > 0 : 0 < y1(t) < y2(t) ∀t ∈ (0, t∗)
(dies gilt immer für y0 groß genug)
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Poröse Medien-/schnelle Diffusionsgleichung
nichtlineare Diffusionsgleichung 4.Ordnung

Entropie
Entropieabschätzungen

Vergleich der Abschätzungen

Satz

Für große Anfangsentropien ist der algebraische Abfall schneller als der
exponentielle.

Beweis im allgemeinen:
sei y nicht negativ auf R+ 3 t
mit dy

dt ≤ −C1y
α und dy

dt ≤ −C2y
mit t > 0, α > 1, C1 > 0 und C2 > 0

nach Gronwall gilt: y ≤ min {y1, y2}
mit dy1

dt = −C1y
α
1 und dy2

dt = −C2y2 und y1(0) = y2(0) = y0 > 0
Sei nun C1y

α
0 > C2y0

⇒ ∃t∗ > 0 : 0 < y1(t) < y2(t) ∀t ∈ (0, t∗)
(dies gilt immer für y0 groß genug)

41 / 52



nichtlineare Fokker-Planck-Gleichung
lineare Fokker-Planck Gleichung
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Entropie
Entropieabschätzungen

Vergleich der Abschätzungen

Satz

Für große Anfangsentropien ist der algebraische Abfall schneller als der
exponentielle.

Anwendung auf die schnelle Diffusiongleichung:

y :=
∑

k [u], α = 2
q , C1 = λκp,q und C2 = 8p2π2λūp(2−q)

1+C
√
ε

der algebraische Abfall ist also schneller als der exponentielle, wenn

K (ε)ūpq < y0 ≤ εūp,q mit K (ε) = ( 8p2π2

κp,q(1+C
√
ε)

)1/p(2−q)
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Entropie
Entropieabschätzungen

Endergebnis

exponentielle Langzeitabschätzung

sei t∗ groß genug, so dass gilt
∑

k [u(t∗)] < ε0.
Dann gilt ∀t > t1 > t∗∑

k [u] ≤
∑

k [u(t1)]exp−(8p2π2−µ)(t−t1)

mit µ, ε0 > 0
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Poröse Medien-/schnelle Diffusionsgleichung
nichtlineare Diffusionsgleichung 4.Ordnung

Entropieabschätzungen
Fazit

nichtlineare Fokker-Planck-Gleichung
stationäre Lösung
Gleichgewichtslösung
Existenz und Eindeutigkeit der Gleichgewichtslösung
zeitabhängige Skalierung

lineare Fokker-Planck Gleichung
Entropie
Energie
Entropie- und Energieabschätzungen

Poröse Medien-/schnelle Diffusionsgleichung
Entropie
Entropieabschätzungen

nichtlineare Diffusionsgleichung 4.Ordnung
Entropieabschätzungen
Fazit
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Poröse Medien-/schnelle Diffusionsgleichung
nichtlineare Diffusionsgleichung 4.Ordnung

Entropieabschätzungen
Fazit

Problemstellung

allgemeine Form der nichtlinearen Diffusionsgleichung 4.Ordnung

ut = −(um(uxxx + au−1uxuxx + bu−2u3
x ))x , t > 0, x ∈ S1

mit m, a, b ∈ R und Anfangsbedingung u0 ∈ L1
+(S1)

Thin Film Gleichung

ut = −(umuxxx)x

mit a = b = 0

Derrida-Lebowitz-Speer-Spohn(DLSS)Gleichung

ut = −(u(logu)xx)xx

mit m = 0, a = −2 und b = 1
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Poröse Medien-/schnelle Diffusionsgleichung
nichtlineare Diffusionsgleichung 4.Ordnung

Entropieabschätzungen
Fazit

Problemstellung

allgemeine Form der nichtlinearen Diffusionsgleichung 4.Ordnung

ut = −(um(uxxx + au−1uxuxx + bu−2u3
x ))x , t > 0, x ∈ S1

mit m, a, b ∈ R und Anfangsbedingung u0 ∈ L1
+(S1)

Thin Film Gleichung

ut = −(umuxxx)x

mit a = b = 0

Derrida-Lebowitz-Speer-Spohn(DLSS)Gleichung

ut = −(u(logu)xx)xx

mit m = 0, a = −2 und b = 1

45 / 52



nichtlineare Fokker-Planck-Gleichung
lineare Fokker-Planck Gleichung

Poröse Medien-/schnelle Diffusionsgleichung
nichtlineare Diffusionsgleichung 4.Ordnung

Entropieabschätzungen
Fazit

zeitliche Änderung der Entropie

praktische Abkürzungen:
L± := 1

4 (3a + 5)± 3
4

√
(a− 1)2 − 8b und

A := (k + m + 1)2 − 9(k + m − 1)2 + 12a(k + m − 2)− 36b

Satz

u ist glatte Lösung der allgemeinen Form der nichtlinearen
Diffusionsgleichung 4.Ordnung, (a− 1)2 ≥ 8b

Entropy Zerteilung: k,m ∈ R, L− ≤ k + m ≤ L+:
d
dt

∑
k [u] ≤ 0 ∀t > 0

Entropy Produkt: k,m ∈ R, k + m + 1 6= 0, L− < k + m < L+:

A ist positiv, d
dt

∑
k [u] + µ

∫
S1

∣∣(u(k+m+1)/2)xx

∣∣2 dx ≤ 0

mit µ := 4
(k+m+1)4 min

{
(k + m + 1)2,A

}
k + m + 1 = 0, a + b + 2− µ ≤ 0 für mache 0 < µ < 1:
d
dt

∑
k [u] + µ

∫
S1 |(logu)xx |2 dx ≤ 0 ∀t > 0
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Anwendung des Satzes auf die Beispiele

Thin film Gleichung:
L− = 1/2, L+ = 2 und

µ = 16
(k+m+1)4 (−k −m + 2)(2k + 2m − 1)

DLSS:
L− = −1, L+ = 1/2, m = 0 und

µ =

{
4

(k+1)2 −1 < k ≤ 1/3
16(1−2k)

(k+1)3 1/3 ≤ k < 1/2
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Entropieabschätzungen
Fazit

Abschätzungen

k + m + 1 6= 0: v := up, p := m+k+1
2 , q := k+1

p = 2 k+1
m+k+1

(k > −1 und m > 0 → q ∈ (0, 2))
⇒ ū =

∫
S1 udx =

∫
S1 v1/pdx = (µp[v ])1/p

Satz

k ,m ∈ R, L− ≤ k + m ≤ L+ und u eine glatte, positive Lösung der
allgemeinen nichtlinearen Diffusionsgleichung 4.Ordnung.

kurzzeitiger algebraischerAbfall: k > −1 und m > 0:∑
k [u] ≤ [

∑
k [u0]−(2−q)/q + 4π2µκp,q( 2

q − 1)t]−q/(2−q) ∀t ∈ R+

asymptotischer exponentieller Abfall:
m + k + 1 > 0: ∃C > 0 und t1 > 0, so dass∑

k [u] ≤ [
∑

k [u(t1)]exp(− 32p2π4µūp(2−q)(t−t1)

1+C
√∑

k [u(t1)]
) ∀t ≥ t1

Beweis: analog zum anderen Beispiel
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Entropieabschätzungen
Fazit

Thin film Gleichung 1

Thin Film Gleichung

ut = −(umuxxx)x

globaler exponentieller Abfall:
k = 1− m

2 und m ∈ (0, 2)
−1 < k < 2−m und m ∈ [2, 3)
1−m < k < 2−m und m ∈ [3,+∞)
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Entropieabschätzungen
Fazit

Thin film Gleichung 2

kurzzeitigen algebraischen Abfall:
1
2 < k + m < 2 und m > 0
für asymptotschen exponentiellen Abfall:
1
2 < k + m < 2
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Entropieabschätzungen
Fazit

DLSS

Derrida-Lebowitz-Speer-Spohn(DLSS)Gleichung

ut = −(u(logu)xx)xx

asymptotische exponentiellen Abfall:
k ∈ (−1, 1

2 ) und m = 0
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Fazit

ENDE

Vielen Dank für die

Aufmerksamkeit!
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