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Einfiihrung
Verfahren zur Lésung der PME
nwendungen

Thematik

Darstellung von verschiedenen Verfahren zur Lésung der
porése-Medien-Gleichung (PME)

Dabei gilt:
e u = u(x,t) nichtnegative, skalare Funktion
o xcRYund te R
ed>1
oemeR m>1



Einfiihrung
Verfahren zur Lésung der PME
Anwendungen

allgemeine Eigenschaften

o kann aufgestellt werden fiir alle x € RY und 0 < t < o0
— Anfangsbedingungen zur Lésungsermittlung nétig
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Einfiihrung
Verfahren zur Lésung der PME
Anwendungen

allgemeine Eigenschaften

o kann aufgestellt werden fiir alle x € RY und 0 < t < o0
— Anfangsbedingungen zur Lésungsermittlung nétig

@ praktische Probleme: begrenzter Unterraum Q C R fir0 < t < T
gegeben
— zusatzlich zu Anfangs- auch Grenzbedingungen zur Losung des
Problems notig
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o physikalische Fragestellungen: oft vorgegebene Beschrénkung u > 0
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Einfiihrung
Verfahren zur Lésung der PME
Anwendungen

weitere Formen der PME
@ physikalische Fragestellungen: oft vorgegebene Beschrankung u > 0

@ ohne diese Bedingung schreibt man die PME auch oft in der Form:

Ju _ m—1
S = Adlu" )

6
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weitere Formen der PME

@ physikalische Fragestellungen: oft vorgegebene Beschrankung u > 0

@ ohne diese Bedingung schreibt man die PME auch oft in der Form:

ou _ m—1
o= A" )

@ zusitzlich kann man einen Zwangsterm auf der rechten Seite
hinzuaddieren:

ou

_ m—1 : _
5 = A (Jul™ )+ mit f=1(x,t)

6
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Einfiihrung
Verfahren zur Lésung der PME
Anwendungen

weitere Formen der PME

@ physikalische Fragestellungen: oft vorgegebene Beschrankung u > 0

@ ohne diese Bedingung schreibt man die PME auch oft in der Form:

ou _ m—1
o= A" )

@ zusitzlich kann man einen Zwangsterm auf der rechten Seite

hinzuaddieren:

% =A(lu™ )+ f mit f=f(x,t)

o f kann alternativ auch von u (Reaktion und Absorption) oder Vu
(Konvektion) abhdngen

6
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Sonderfalle

m = 1. Warmeleitungsgleichung (HE)

ou
= Au

5=
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ou
A
ot x

m < 1: schnelle Diffusionsgleichung (FDE)
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Sonderfalle

m = 1. Warmeleitungsgleichung (HE)

ou
A
ot x

m < 1: schnelle Diffusionsgleichung (FDE)

ou u™
m

o = A= div(u™ 'V u)

@ m = 0: logarithmische Diffusion

% = div(u™'Vu) = Alog(u)
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e einige einfache Beispiele

Verfahren zur Lésung der PME SigpeEiion Gl Veriehiar
ebene Wanderwellen
nwendungen

Source-type-Lésungen, Selbstahnlichkeit

3 Losungstypen:

@ Separate-Variablen-Lésungen

o Wanderwellen

@ Source-type-Losungen
Konzepte zur Losung:

@ Skalierung

e Grenzlésungen

@ begrenzte Ausbreitung

o freie Grenzen
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Einfiihrung
Verfahren zur Lésung der PME
nwendungen

3 Losungstypen:

@ Separate-Variablen-Lésungen

o Wanderwellen

@ Source-type-Losungen
Konzepte zur Losung:

@ Skalierung

e Grenzlésungen

@ begrenzte Ausbreitung

o freie Grenzen

Da auch Lésungen mit wechselndem Vorzeichen betrachtet werden,

einige einfache Beispiele

Separation der Variablen

ebene Wanderwellen
Source-type-Lésungen, Selbstahnlichkeit

beziehen sich die folgenden Abschnitte auf die PME der Form:

du
ot

= Ax(ju™ " )
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einige einfache Beispiele

Einfiihrung s
Verfahren zur Lésung der PME SigpeEiion Gl Veriehiar
ebene Wanderwellen
Anwendungen

Source-type-Lésungen, Selbstahnlichkeit

stationare Losungen

@ u; =0, d.h. uist nur von x abhingig, v = u(x)
= w = u™ muss Aw = 0 erfiillen
= jede harmonische Funktion w(x) ist eine stationdre Losung, wenn
man
u(x,t) = W(x)l/"’ fir w(x) >0,
u(x,t) = [w(x)[V™ - sign(w)
fiir Lésungen mit wechselndem Vorzeichen,

setzt
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einige einfache Beispiele

Separation der Variablen

ebene Wanderwellen
Source-type-Lésungen, Selbstahnlichkeit

Einfiihrung
Verfahren zur Lésung der PME
Anwendungen

stationare Losungen

@ u; =0, d.h. uist nur von x abhingig, v = u(x)

= w = u" muss Aw = 0 erfiillen

= jede harmonische Funktion w(x) ist eine stationdre Losung, wenn
man

u(x,t) = w(x)¥™ fir w(x) >0,
u(x, t) = |w(x)[V/™ - sign(w)

fiir Lésungen mit wechselndem Vorzeichen,

setzt

zusatzliche Forderung: Lésungen im ganzen Raum definiert und
nichtnegativ

= Losungen konstant (triviale Lésungen)
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Einfiihrung einige einfache Beispiele

Verfahren zur Lésung der PME SigpeEiion Gl Veriehiar
ebene Wanderwellen
nwendungen

Source-type-Lésungen, Selbstahnlichkeit

stationare Losungen

@ 1D: Rest der stationdren Losungen sind genau die linearen
Funktionen u™ = Ax+ b mit A#0
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einige einfache Beispiele

Einfiihrung s
Verfahren zur Lésung der PME SigpeEiion Gl Veriehiar
ebene Wanderwellen
Anwendungen

Source-type-Lésungen, Selbstahnlichkeit

stationare Losungen

@ 1D: Rest der stationdren Losungen sind genau die linearen
Funktionen u™ = Ax+ b mit A#0

o Forderung der Nichtnegativitat: Beschrankung auf Bereich u > 0
= Ldsungen fiir x > 0 mit u(0) = 0:
u=CYM" omit CeR

— an der Grenze keine C!-Funktionen
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Betrachtung der HE:

ur = Au
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einige einfache Beispiele

Einfiihrung i :
Verfahren zur Lésung der PME Sspara\t/:/on ge" Vﬂ"'able“
Anwendungen ebene Wanderwellen ) ;
Source-type-Lésungen, Selbstahnlichkeit
Betrachtung der HE:
ur = Au

Fourier-Ansatz:

u(x,t) = T(t)- F(x)
= separate Gleichungen fiir T(t) (Zeitfaktor) und F(x) (Raumprofil):
T(t) = —=AT(t)", AF™(x)+ AF(x)=0 (1)
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einige einfache Beispiele

Separation der Variablen

ebene Wanderwellen
Source-type-Lésungen, Selbstahnlichkeit

Einfiihrung
Verfahren zur Lésung der PME
nwendungen

Betrachtung der HE:
= Au

Fourier-Ansatz

u(x, t) = T(t) - F(x)
= separate Gleichungen fiir T(t) (Zeitfaktor) und F(x) (Raumprofil):

T(t) = =AT()", AF™(x)+ AF(x)=0 (1)
@ )\ € R beliebig (Kopplung beider Gleichungen)
@ A = 0 = stationdren Losungen = im Folgenden: X\ # 0

Losung der ersten Gleichung:
T(t) = (C+ (m— 1))~ ¥ (m=D)

@ Reduktion des Problems auf Losen der nichtlinearen, elliptischen
Gleichung fiir F
— abhangig vom Vorzeichen von A
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einige einfache Beispiele

Separation der Variablen

ebene Wanderwellen
Source-type-Lésungen, Selbstahnlichkeit

Einfiihrung
Verfahren zur Lésung der PME
Anwendungen

A positiv (nichtlineares EW-Problem)

o Reduktion auf Fall A = 1 durch Anderung des Wertes von F:

Fi(x) Loésungvon (1) mit A=1
< F(x) = pFi(x) Losung von (1)
mit =X/ x>0, AN#£1
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einige einfache Beispiele

Einfiihrung . :
Verfahren zur Lésung der PME Separation der Variablen
ebene Wanderwellen
Anwendungen

Source-type-Lésungen, Selbstahnlichkeit

A positiv (nichtlineares EW-Problem)

o Reduktion auf Fall A = 1 durch Anderung des Wertes von F:

Fi(x) Loésungvon (1) mit A=1
< F(x) = pFi(x) Losung von (1)
mit =X/ x>0, AN#£1

o Anderung von Fzu G = |F|™ ' F

= AG(X) + A|GX)P P G(x) =0 mit p= % € (0,1)
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einige einfache Beispiele

Einfiihrung . :
Verfahren zur Lésung der PME Separation der Variablen
ebene Wanderwellen
nwendungen

Source-type-Lésungen, Selbstahnlichkeit

A positiv (nichtlineares EW-Problem)

@ Gleichung in begrenztem Gebiet mit reguldrer Grenze gegeben und
Grenzbedingungen gleich Null
= Existenz genau einer positiven Losung

Separate-Variablen-Losung

u(x,t) = (C+ (m—1)(t — 1)) V" VF(x) mit t, beliebig
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einige einfache Beispiele

Separation der Variablen

ebene Wanderwellen
Source-type-Lésungen, Selbstahnlichkeit

Einfiihrung
Verfahren zur Lésung der PME
nwendungen

A positiv (nichtlineares EW-Problem)

@ Gleichung in begrenztem Gebiet mit reguldrer Grenze gegeben und
Grenzbedingungen gleich Null
= Existenz genau einer positiven Losung

Separate-Variablen-Losung

u(x,t) = (C+ (m—1)(t — 1)) V" VF(x) mit t, beliebig

o klassische Lésung der PME im Raum Q x (t, 00) mit
Grenzbedingungen gleich Null

@ Anfangsbedingung bei t = tg: u(x,ty) = 00

@ Bemerkung: Methode ergibt keine klassische Lésung im ganzen
Raum R¢ fiir die PME!
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Einfiihrung einige einfache Beispiele

Verfahren zur Lésung der PME Separation der Variablen
ebene Wanderwellen
Anwendungen

Source-type-Lésungen, Selbstahnlichkeit

A= —/ <0 (Blow-up)

o Losungen mit Zeitfaktor
T(t) = (C— (m—=1D)it)" Ym0 = ((m = 1)I(t — t))~ /("D

@ Reduktion auf Fall / = 1: Losen der elliptischen Gleichung
AF™(x) = F(x) nach einer Skalierung

o radialsymmetrische Lésungen (definiert im ganzen Raum)

17 /62



@ Einfiihrung
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Einfiihrung einige einfache Beispiele

Verfahren zur Lésung der PME Sspara\t/\\;m jer Vﬂrlab\en
Anwendungen ebene Wanderwellen

Source-type-Lésungen, Selbstéhnlichkeit

Lésungen von der Form

19
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- einige einfache Beispiele
e iing Separation der Variablen
Verfahren zur Lésung der PME bp Wand I
ey ebene Wanderwellen .
Source-type-Lésungen, Selbstahnlichkeit

Lésungen von der Form

u=fFf(n) mit n=x3—cteR (2)

o Wellenbewegung entlang der x;-Achse mit der Zeit ohne Anderung
der Gestalt

@ eben: Form nicht von xo, ..., x4 abhangig

o Wellengeschwindigkeit ¢ # 0

o ¢ = 0: stationdre Losungen
o ¢ < 0: Reduktion zu ¢ > 0 durch Reflektion
e ¢ > 0: Bewegung in positiver Richtung auf Achse (Wellenrichtung)

@ Invarianz unter Rotation = Welle in geradliniger Richtung 77 im
Raum R durch n = Xij — ct
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Einfiihrung
Verfahren zur Lésung der PME
nwendungen

Herleitung der Losungen

@ Einsetzen von (2) in die PME

einige einfache Beispiele

Separation der Variablen

ebene Wanderwellen
Source-type-Lésungen, Selbstahnlichkeit

= (f™)" + cf =0 mit Ableitungen bzgl. 7

@ Integration

= (") +cf =K mit

K € R beliebig



einige einfache Beispiele

Einfiihrung :
Verfahren zur Lésung der PME SigpEEiton Gl Veriehiar
ebene Wanderwellen
Anwendungen

Source-type-Lésungen, Selbstahnlichkeit

Herleitung der Losungen

@ Einsetzen von (2) in die PME
= (f™)" + cf’ =0 mit Ableitungen bzgl. 7

@ Integration

= (f"Y +cf =K mit KR beliebig

o Wahl der Integrationskonstante:
N&herung der Welle an 'leere Region’, d.h. f(n) = f'(n) = 0 fir alle
n>>0

>K=0 =mf"2 4+c=0

@ Integration

m
= —— " = —cn+ Ki = c(no — )
m-—1

20
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Einfiihrung einige einfache Beispiele

Verfahren zur Lésung der PME SigpEEiton Gl Veriehiar
ebene Wanderwellen
nwendungen

Source-type-Lésungen, Selbstahnlichkeit

Herleitung der Losungen

mathematischer Druck
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e einige einfache Beispiele

Verfahren zur Lésung der PME SigpEEiton Gl Veriehiar
ebene Wanderwellen
nwendungen

Source-type-Lésungen, Selbstahnlichkeit

Herleitung der Losungen

mathematischer Druck

= Druck ist lineare Funktion:

klassische Losung der PME in {(x,t) : x < xp + ct}

v(x,t) = K1 — c(x — ct) = ¢(x0 + ct — x) (3)
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einige einfache Beispiele

Einfiihrung :
Verfahren zur Lésung der PME SigpEEiton Gl Veriehiar
ebene Wanderwellen
Anwendungen

Source-type-Lésungen, Selbstahnlichkeit

analytische Probleme und Losungswege

@ (3) liefert keine Losung der PME im ganzen Raum
— v negativ fiir x > xg + ct
o Losungsweg: Strategie des Grenzproblems
o Ldsen eines angendherten Problems, bei dem die Schwierigkeiten
nicht auftreten
o Ubergang zum Grenzwert
o Begutachtung des erhaltenen Ergebnisses



Einfiihrung einige einfache Beispiele

Verfahren zur Lésung der PME SigpEEiton Gl Veriehiar
ebene Wanderwellen
nwendungen

Source-type-Lésungen, Selbstahnlichkeit

Warmeleitungsgleichung (HE)

ur HE

u(x, t) = CeS(ct=)



einige einfache Beispiele

Einfiihrung :
Verfahren zur Lésung der PME SigpEEiton Gl Veriehiar
ebene Wanderwellen
nwendungen

Source-type-Lésungen, Selbstahnlichkeit

Warmeleitungsgleichung (HE)

Wanderwellen fiir HE
u(x, t) = CeS(ct=)

klassische Losungen
immer positiv
erreichen u = 0 bei x = o0

Eigenschaft der HE: nichtnegative Lésungen immer positiv
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Einfiihrung
Verfahren zur Lésung der PME
Anwendungen

Ausgangspunkt

einige einfache Beispiele

Separation der Variablen

ebene Wanderwellen
Source-type-Lésungen, Selbstahnlichkeit

@ Losung der PME bei begrenzter Masse, die an einem einzelnen
Punkt (z.B. x = 0) konzentriert ist

@ klassisches Problem: Beschreibung der Entwicklung der
Warmeverteilung ausgeldst durch eine Punktquelle
— mathematisch: Lésung der HE unter der Anfangsbedingung
u(x,0) = M§(x) mit M > 0 (Punktquelle)



einige einfache Beispiele

Separation der Variablen

ebene Wanderwellen
Source-type-Lésungen, Selbstahnlichkeit

Einfiihrung
Verfahren zur Lésung der PME
nwendungen

Ausgangspunkt

@ Losung der PME bei begrenzter Masse, die an einem einzelnen
Punkt (z.B. x = 0) konzentriert ist

@ klassisches Problem: Beschreibung der Entwicklung der
Warmeverteilung ausgeldst durch eine Punktquelle
— mathematisch: Lésung der HE unter der Anfangsbedingung
u(x,0) = M§(x) mit M > 0 (Punktquelle)

Fundamentallésung fiir HE (GauB “scher Kern)

_ 2
E(x,t) = M(4m)—d/2exp(4—xt)

= Existiert eine Quellenldsung fiir die nichtlineare Diffusionsgleichung
(PME mit m > 1)?
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einige einfache Beispiele

Einfiihrung :
Verfahren zur Lésung der PME SEpEE e dcr‘\/armb\cn
ebene Wanderwellen
Anwendungen

Source-type-Lasungen, Selbstahnlichkeit

Graphische Darstellung der Fundamentallosung fiir HE

uf: 1y

Abbildung: Fundamentalldsung der HE



Einfiihrung
Verfahren zur Lésung der PME
nwendungen

ZKB-Losung

Quellenldsung fiir PME (ZKB-Lésung)

U(x, t; M) = t=F(xt=*/?)  mit
d (

mit o dm—D 12 K

einige einfache Beispiele
Separation der Variablen
ebene Wanderwellen

Source-type-Lésungen, Selbstahnlichkeit

F(¢) = (C -

m— 1)

2md



einige einfache Beispiele

Einfilhrung :
Verfahren zur Lésung der PME Separation der Variablen
Anwendungen ebene Wanderwellen
¢ Source-type-Losungen, Selbstahnlichkeit

ZKB-Losung

Quellenldsung fiir PME (ZKB-Lésung)

U(x, t; M) = t=*F(xt=*/9) mit F(&) = (C — re)Y/ (™1
mit a—id K—i( _1)
Cdm-1)+2" 7 2md

Abhangigkeiten:
e C > 0 prinzipiell beliebig
@ kann eindeutig festgelegt werden durch die Bedingung fiir die totale

Masse [ Udx = M
= M=a(m,d)C", ~= m mit v =~(m,d)



einige einfache Beispiele

Einfiihrung :
Verfahren zur Lésung der PME SEpEE e dcr‘V:mJb\cn
ebene Wanderwellen
Anwendungen

Source-type-Lasungen, Selbstahnlichkeit

Graphische Darstellung der ZKB-Losung

ug-y

Abbildung: ZKB-Lésung der PME
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einige einfache Beispiele

Einfiihrung :
Verfahren zur Lésung der PME SigpeEiion Gl Veriehiar
ebene Wanderwellen
nwendungen

Source-type-Lésungen, Selbstihnlichkeit

alternative Formen der ZKB-Losung

Man setzt:

C _ K€SM2(m_l)a/d

ZKB-Lo6sung

M2a/d X
a Fm,l( m—1¢\a d)
t (Mm=1t)e/

mit  Fna = (s(& — €)Y

Un(x,t; M) =

29 /62



einige einfache Beispiele

Einfiihrung :
Verfahren zur Lésung der PME SigpeEiion Gl Veriehiar
ebene Wanderwellen
nwendungen

Source-type-Lésungen, Selbstihnlichkeit

alternative Formen der ZKB-Losung

mathematischer Druck:

Vin(x, t; M) = ;
«
it b=—, C>0
mi od’ >



einige einfache Beispiele

Einfiihrung :
Verfahren zur Lésung der PME SigpeEiion Gl Veriehiar
ebene Wanderwellen
nwendungen

Source-type-Lésungen, Selbstihnlichkeit

alternative Formen der ZKB-Losung

mathematischer Druck:

ZKB-Lésung in Termen des mathematischen Drucks

(Cta/d - bX2)+

Vin(x, t; M) = ;
fe!
it b=—, C>0
mi od’ >

Grenzwert m — 1 (Masse M fest gew3hlt):

Iim1 Un(x, t; M) = ME(x, t)



einige einfache Beispiele

Einfiihrung :
Verfahren zur Lésung der PME SigpeEiion Gl Veriehiar
ebene Wanderwellen
nwendungen

Source-type-Lésungen, Selbstihnlichkeit

Herleitung der ZKB-L6sung

Selbstahnlichkeitsform

U(x,t) =t “f(n) mit n=xt" (4)
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einige einfache Beispiele

Einfiihrung :
Verfahren zur Lésung der PME SigpeEiion Gl Veriehiar
ebene Wanderwellen
nwendungen

Source-type-Lésungen, Selbstihnlichkeit

Herleitung der ZKB-L6sung

Selbstahnlichkeitsform

U(x,t) =t “f(n) mit n=xt" (4)

e «, 3: Ahnlichkeitsexponenten

o «: Dichtekonzentrationsrate
o (3: Raumexpansionrate

o f: Selbstdhnlichkeitsprofil
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einige einfache Beispiele

Separation der Variablen

ebene Wanderwellen
Source-type-Lésungen, Selbstahnlichkeit

Einfiihrung
Verfahren zur Lésung der PME
nwendungen

Herleitung der ZKB-L&sung

Selbstahnlichkeitsform

U(x,t) =t “f(n) mit n=xt" (4)

e «, 3: Ahnlichkeitsexponenten
o «: Dichtekonzentrationsrate
o (3: Raumexpansionrate

o f: Selbstdhnlichkeitsprofil

Ziel: Bestimmung von «, 3, f, sodass U Lésung ist (mit passenden
zus&tzlichen Daten)

Anmerkung: Die Fundamentalldsung der HE ist selbstdhnlich mit den
Exponenten « = d/2, 3 = 1/2 und einer GauB'schen Funktion als Profil!
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Einsetzen des Selbstihnlichkeitsansatzes (4) in PME U, = AU™:
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einige einfache Beispiele

Einfiihrung :
Verfahren zur Lésung der PME SigpeEiion Gl Veriehiar
ebene Wanderwellen
nwendungen

Source-type-Lésungen, Selbstihnlichkeit

1. Schritt

Einsetzen des Selbstihnlichkeitsansatzes (4) in PME U; = AU™:

o Zeitableitung:

Ue = —at * H(n)+t*VF(n) xt "1(-p)
= —t7 Y af(n) + BVF(n) 1)
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einige einfache Beispiele

Einfiihrung :
Verfahren zur Lésung der PME SigpeEiion Gl Veriehiar
ebene Wanderwellen
Anwendungen

Source-type-Lésungen, Selbstihnlichkeit

1. Schritt

Einsetzen des Selbstihnlichkeitsansatzes (4) in PME U; = AU™:
o Zeitableitung:

Ue = —at * H(n)+t*VF(n) xt "1(-p)
= —t7* Y af(n)+ BVF(n)-n)

o Anwendung des Laplace-Operators:

A(U™) = oA (xt ) = £ (7))



einige einfache Beispiele

Einfiihrung :
Verfahren zur Lésung der PME SigpeEiion Gl Veriehiar
ebene Wanderwellen
Anwendungen

Source-type-Lésungen, Selbstihnlichkeit

1. Schritt

Einsetzen des Selbstihnlichkeitsansatzes (4) in PME U; = AU™:

o Zeitableitung:

Ue = —at * H(n)+t*VF(n) xt "1(-p)
= —t7* Y af(n)+ BVF(n)-n)

o Anwendung des Laplace-Operators:

A(U™) = oA (xt ) = £ (7))

=t N —af(n) - Bn-Vi(n) =t *" P AF7(n)



Beseitigung der Zeitabhangigkeit:

=a(m-1)+28=1
= Profilgleichung: Af™ + n-Vf+af =0
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einige einfache Beispiele

Einfiihrung :
Verfahren zur Lésung der PME SigpeEiion Gl Veriehiar
ebene Wanderwellen
Anwendungen

Source-type-Lésungen, Selbstihnlichkeit

2. Schritt

Beseitigung der Zeitabhangigkeit:

=a(m-1)+28=1
= Profilgleichung: Af™ + n-Vf+af =0

@ nichtlineare, elliptische Gleichung mit freiem Parameter (z.B. (3)

@ Grenzbedingungen oder andere nétig fiir wohldefiniertes nichtlineares
EW-Problem



einige einfache Beispiele

Einfiihrung :
Verfahren zur Lésung der PME SigpeEiion Gl Veriehiar
ebene Wanderwellen
nwendungen

Source-type-Lésungen, Selbstihnlichkeit

3. Schritt

Festlegung von 3 durch Massenerhaltung [ U(x, t)dx = const.:

/ Ulx, t)dx = / 0 F (xt—P)dx =t ¢ / F()dn = const.(t)
=a=dgj

Schritt 2: am-1)+28=1
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einige einfache Beispiele

Einfiihrung :
Verfahren zur Lésung der PME SigpeEiion Gl Veriehiar
ebene Wanderwellen
nwendungen

Source-type-Lésungen, Selbstihnlichkeit

3. Schritt

Festlegung von 3 durch Massenerhaltung [ U(x, t)dx = const.:
/ Ulx, t)dx = / 0 F (xt—P)dx =t ¢ / F()dn = const.(t)
=a=dg

Schritt 2: am-1)+28=1

Ahnlichkeitsexponenten

1 d

b=dm—D12 *Tdm-1+2
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einige einfache Beispiele

Separation der Variablen

ebene Wanderwellen
Source-type-Lésungen, Selbstahnlichkeit

Einfiihrung
Verfahren zur Lésung der PME
Anwendungen

4. Schritt

Losung von Af™ + 3n-Vf +af =0in RY
@ Ziel: nichtnegative Losungen

@ Problem rotationsinvariant: radialsymmetrische Losung f = f(r) mit
r=|x|

=

! rH ™YY + Brf’ +dBf =0
= (rf7H MY 4+ rif) =0
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einige einfache Beispiele

Separation der Variablen

ebene Wanderwellen
Source-type-Lésungen, Selbstahnlichkeit

Einfiihrung
Verfahren zur Lésung der PME
Anwendungen

4. Schritt

Losung von Af™ + 3n-Vf +af =0in RY
@ Ziel: nichtnegative Losungen
@ Problem rotationsinvariant: radialsymmetrische Losung f = f(r) mit

r=|x|
1
g (r T EY) + Brf! + df =0
= (r7H(FM) + prif)y =0
o Integration: rd=1(fmY + Brif = C

o Grenzbedingungen f — 0 fiir r — 00 (= C =0):

(f™ + prf = 0= mf™2f = —Br
fgrz +C=fm1l=A— 76("77 1)r2

; m fmfl
2m

m-—1
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einige einfache Beispiele

Einfiihrung :
Verfahren zur Lésung der PME SigpeEiion Gl Veriehiar
ebene Wanderwellen
Anwendungen

Source-type-Lésungen, Selbstihnlichkeit

Erweiterung zu m < 1

@ Quellenldsung existiert mit dhnlichen Eigenschaften solange o > 0

o Erweiterung im Bereich mc < m <1 moglich fiir
m.=0 fir d=1,2 bzw. mcz% fir d>3

o ZKB-L&sung bleibt bestehen, jedoch mit m —1 <0 und xk <0
= Up, lberall positiv

36
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einige einfache Beispiele

Einfiihrung :
Verfahren zur Lésung der PME SigpeEiion Gl Veriehiar
ebene Wanderwellen
nwendungen

Source-type-Lésungen, Selbstihnlichkeit

Erweiterung zu m < 1

@ Quellenldsung existiert mit dhnlichen Eigenschaften solange o > 0

o Erweiterung im Bereich mc < m <1 moglich fiir
me=0 fir d=1,2 bzw. mcz% fuir d>3

o ZKB-L&sung bleibt bestehen, jedoch mit m —1 <0 und xk <0
= Up, lberall positiv

ZKB-Losung fiir mc < m<'1

Unlx, £ M) = £ F(75) mit F(§) = (C +m&) 0™

mit Q—L und & ——n—w
T dm—1)+2 YT omd

36
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einige einfache Beispiele

Einfiihrung :
Verfahren zur Lésung der PME SEpEE e dcr‘V:mJb\cn
ebene Wanderwellen
Anwendungen

Source-type-Lasungen, Selbstahnlichkeit

Graphische Darstellung der Quellenlosung fiir FDE

i =

rr&*

L

Abbildung: Quellenldsung fiir FDE mit d =3, m=1/2

L3



@ Einfiihrung

@ Verfahren zur Losung der PME
@ einige einfache Beispiele
@ Separation der Variablen
@ ebene Wanderwellen
@ Source-type-Losungen, Selbstdhnlichkeit

@ Anwendungen
@ Gasfluss durch ein poréses Medium
@ nichtlinearer Warmetransfer
@ Grundwasserfiltration
@ Populationsdynamik
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@ Einfiihrung

@ Verfahren zur Losung der PME
@ einige einfache Beispiele
@ Separation der Variablen
@ ebene Wanderwellen
@ Source-type-Losungen, Selbstdhnlichkeit

@ Anwendungen
o Gasfluss durch ein poréses Medium
@ nichtlinearer Warmetransfer
@ Grundwasserfiltration
@ Populationsdynamik
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Gasfluss durch ein poréses Medium

Einfiihrung rastiu €

- nichtlinearer Warmetransfer

VeriEfirem e (RS e (IS Grundwasserfiltration
Anwendungen

Populationsdynamik

Einfiihrung

e PME (m > 2) beschreibt den Fluss eines idealen Gases durch ein
homogenes poroses Medium

@ makroskopische Sicht: Formulierung in den Variablen Dichte p,
Druck p und Geschwindigkeit V als Funktionen von Raum X und
Zeit t
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Gasfluss durch ein poréses Medium

Einfithrung Leily e
Verfahren zur Lésung der PME '&‘f‘:’n‘g&e;;e;fmj:;\s:ansfer
Anwendungen

Populationsdynamik

Zusammenhange der einzelnen GroBen

e Massengleichgewicht (Kontinuititsgleichung):

e +V-(pV)=0 mit ee(0,1) (Porositit)
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Gasfluss durch ein poréses Medium

Einfithrung Leily e
Verfahren zur Lésung der PME '&‘f‘:’n‘g&e;;e;fmj:;\s:ansfer
Anwendungen

Populationsdynamik

Zusammenhange der einzelnen GroBen

e Massengleichgewicht (Kontinuititsgleichung):

e +V-(pV)=0 mit ee(0,1) (Porositit)

@ Darcy's Gesetz:

=
<U

= —kVp
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Gasfluss durch ein poréses Medium

Einfiihrung rastiu €

- nichtlinearer Warmetransfer

VeriEfirem e (RS e (IS Grundwasserfiltration
Anwendungen

Populationsdynamik

Zusammenhange der einzelnen GroBen

e Massengleichgewicht (Kontinuititsgleichung):

e +V-(pV)=0 mit ee(0,1) (Porositit)

@ Darcy's Gesetz:

u\? =—kVp

e Zustandsgleichung (fiir ideales Gas):

p=pop’ (7 - Polytropenexponent)

e v = 1: isotherm (Temperatur konstant)
e 7 > 1: adiabatisch (kein Austausch thermischer Energie)
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Einfiihrung
Verfahren zur Lésung der PME
Anwendungen

Vereinfachung

Annahmen:

Gasfluss durch ein poréses Medium
nichtlinearer Warmetransfer
Grundwasserfiltration
Populationsdynamik

o Viskositat (Zahflissigkeit) u > 0 und konstant

@ Porositat (MaB fiir Dichte) € > 0 und konstant

o Permeabilitdt (Durchlassigkeit) k > 0 und konstant
@ Referenzdruck pg > 0 und konstant
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Gasfluss durch ein poréses Medium

Einfiihrung rastiu €
VT s (e dEs BIE mcht\meargr Warmetransfer
Grundwasserfiltration
Anwendungen

Populationsdynamik

Vereinfachung

Annahmen:
o Viskositat (Zahflissigkeit) u > 0 und konstant
@ Porositat (MaB fiir Dichte) € > 0 und konstant
o Permeabilitdt (Durchlassigkeit) k > 0 und konstant
@ Referenzdruck pg > 0 und konstant

vkpo

= pr=cA(P™) mit m=1+~v, c=-——-——
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o u anstelle von p fiir die Dichte

@ v anstelle von p fiir den Druck
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Gasfluss durch ein poréses Medium

Einfiihrung rastiu €
VT s (e dEs BIE mcht\meargr Warmetransfer
Grundwasserfiltration
Anwendungen

Populationsdynamik

Abgleich der Notation

@ u anstelle von p fiir die Dichte
@ v anstelle von p fiir den Druck

Ausblenden physikalischer Konstanten: ek,u=1
@ Darcy's Gesetz: V=-Vv=—mu"2Vu

o Massengleichgewicht: d,u+ V -j =0 mit j = uV (Massenfluss)



Gasfluss durch ein poréses Medium

Einfilhrung il 3
Verfahren zur Lésung der PME pichtlincarer Marmetransier
Anwendungen

Populationsdynamik

Erweiterung auf nichthomogene Medien

Betrachtung von Fluss mit €, i, k nicht-konstant (Funktionen von Raum
und Zeit)

= Verallgemeinerung der PME

NHPME

€(x, t)0ru =V - (c(x, t)Vu™)
mit €,c nichtnegativ

44 /62



Gasfluss durch ein poréses Medium

Einfilhrung il 3
Verfahren zur Lésung der PME pichtlincarer Marmetransier
Anwendungen

Populationsdynamik

Erweiterung zur Filtrationsgleichung

Ansatz: Zustandsgleichung keine Potenzfunktion, aber
p=p(p), k=k(p), n=plp)

= Gleichung fiir Dichte

GPME (Filtrationsgleichung)

pt =AP(p)+f mit & =®d(p) monoton steigend und p >0

hier:  ®'(p) = %pp);(m
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@ Einfiihrung

@ Verfahren zur Losung der PME
@ einige einfache Beispiele
@ Separation der Variablen
@ ebene Wanderwellen
@ Source-type-Losungen, Selbstdhnlichkeit

@ Anwendungen
@ Gasfluss durch ein poréses Medium
@ nichtlinearer Warmetransfer
@ Grundwasserfiltration
@ Populationsdynamik
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Gasfluss durch ein poréses Medium

Einfiihrung astu <
Verfahren zur Lésung der PME glyc:l::ilnweaasrseerrf\i/‘\:?ar;]::ransfer
Anwendungen

Populationsdynamik

Einfiihrung

Warmeausbreitung mit temperaturabhangiger Warmeleitfahigkeit

allgemeine Form (ohne Quellen und Senken)

cp%—: = div(kVT)
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Gasfluss durch ein poréses Medium

Einfiihrung il 3
Verfahren zur Lésung der PME nichtlinearer ¥armetransfer
Anwendungen

Populationsdynamik

Einfiihrung

Warmeausbreitung mit temperaturabhangiger Warmeleitfahigkeit

allgemeine Form (ohne Quellen und Senken)

T
cp%—t = div(kVT)

e Temperatur T = T(x,t)

o spezifische Warme ¢ = ¢(x, t) (bei konstantem Druck)
o Dichte des Mediums p = p(x, t)

o Wirmeleitfahigkeit x = k(x, t)

47 / 62



Gasfluss durch ein poréses Medium

Einfiihrung il 3
Verfahren zur Lésung der PME nichtlinearer Warmetransfer
Anwendungen

Populationsdynamik

c, p konstant, k = ¢(T)

allgemeine Form

0T = AD(T)

— Filtrationsgleichung in vollig anderem Kontext gefunden
Zustandsfunktion ® (Kirchhoff-Transformation): ¢(T) = fo



e Gasfluss durch ein poréses Medium

Ve s (VS ¢l [PMIS nichtlinearer Warmetransfer
An\iendungen Grundwasserfiltration

Populationsdynamik

c, p konstant, k = ¢(T)

allgemeine Form

0T = AD(T)

— Filtrationsgleichung in vollig anderem Kontext gefunden
Zustandsfunktion ® (Kirchhoff-Transformation): ¢(T) = # fOT k(s)ds

Abhingigkeit durch Potenzfunktion gegeben: x(T) =aT" mit a,n > 0
und konstant

PME fiir Konstante b

T: = bA(T™) mit m=n+1 b=—
cpm
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Einfiihrung einer neuen Variablen: T =v¥(T)= fOT P(s)ds

= 8,Y(T) = AS(T)
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Einfiihrung
Verfahren zur Lésung der PME
Anwendungen

cp = w(T)ﬂ{ — Cb(T)

Einfiihrung einer neuen Variablen:

Gasfluss durch ein poréses Medium
nichtlinearer Warmetransfer
Grundwasserfiltration
Populationsdynamik

T =w(T) = [, ¢(s)ds

= 0,W(T) = AS(T)

GPME

8, T' = AF(T') mit

F=0bowy!

Abhéangigkeit durch Potzenfunktion gegeben
= PME mit entsprechendem Exponenten
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Gasfluss durch ein pordses Medium

Einfiihrung astu <

- nichtlinearer Warmetransfer

Verfahren zur Lésung der PME Euneleeralieitm
Anwendungen

Populationsdynamik

physikalischer Hintergrund

o Wirmeleitfshigkeit bei Strahlung: k= £ ¢y, crag = aT3
o Lichtgeschwindigkeit ¢ = 3-108m/s
o Rosseland'’s mittlere freie Weglange /
o spezifische Warme craq
o [ = const. = PME mit m=4
o /i.A. temperaturabhingig: / ~ aT"
e mehrfach ionisierte Gase: n € (1.5,2.5)



@ Einfiihrung

@ Verfahren zur Losung der PME
@ einige einfache Beispiele
@ Separation der Variablen
@ ebene Wanderwellen
@ Source-type-Losungen, Selbstdhnlichkeit

@ Anwendungen
@ Gasfluss durch ein poréses Medium
@ nichtlinearer Warmetransfer
o Grundwasserfiltration
@ Populationsdynamik
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Gasfluss durch ein poréses Medium

Einfiihrung !
Verfahren zur Lésung der PME pichtlinearer Warmetransfer
Anwendungen

Populationsdynamik

Modellierung

Filtration einer inkompressiblen Fliissigkeit (z.B. Wasser) durch eine
porése Schicht
Annahmen:

@ Schicht der Hohe H auf horizontalem, undurchldssigen Fundament
(z=0)

@ lIgnorieren der transversalen Variable y

o Wassermasse fiillt Region Q = {(x,z) : z < h(x, t)}
— es gibt keine Region unvollstandiger Sattigung

Abbildung: Grundwasserfiltration

52
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Gasfluss durch ein poréses Medium
nichtlinearer Warmetransfer
Grundwasserfiltration
Populationsdynamik

Einfiihrung
Verfahren zur Lésung der PME
Anwendungen

Modellierung

@ 0 < h(x,t) < H mit h unbekannt
= System von 3 Gleichungen mit Unbekannten:

o u, w Geschwindigkeitskomponenten
o p Druck

— Gleichung fiir Massenerhaltung der inkompressiblen Fliissigkeit,
2 Gleichungen fiir Erhaltung der BewegungsgroBe (Navier-Stokes)

@ Zufiigen von Anfangs- und Grenzbedingungen



Gasfluss durch ein poréses Medium

Einfiihrung astiu <
Verfahren zur Lésung der PME g‘ﬁrsgc\/e;;:’f\ill\é:;?s:a"jer
Anwendungen

Populationsdynamik

Herleitung der Boussinesq's Gleichung

Bewegungsgleichungen

du,
dt

" 5}
+u~Vuz)=—a—§—pg

p(
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e Gasfluss durch ein poréses Medium

- nichtlinearer Warmetransfer
Verfahren zur Lésung der PME i
Grundwasserfiltration
Anwendungen N "
Populationsdynamik

Herleitung der Boussinesq's Gleichung

Bewegungsgleichungen

du, ap

pl— +i-Vuz)=—2-—pg

e Annahme: Fluss mit nahezu horizontaler Geschwindigkeit & ~ (u, 0)
= Weglassen des Terms auf der linken Seite

@ Integration nach z: p + pgz = const.

@ Berechnung der Konstante auf der freien Flache z = h(x, t):
Stetigkeit des Drucks = p=0= p = pg(h— z)
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Einfihrun Gasfluss durch ein pordses Medium
g nichtlinearer Wirmetransfer

Verfahren zur Lésung der PME G | it
Anwendungen N "
Populationsdynamik

Herleitung der Boussinesq's Gleichung

Ausnutzen der Massenerhaltung:
@ Wahl eines Teilgebiets S = (x, x + a) x (0, C)

a x+a h
= e— dde:—/ a- ndl
3t/x /o as

mit Porositit ¢ und Geschwindigkeit o

@ Darcy's Gesetz mit Gravitation: 4 = —ﬁV(p + pgz)

o rechte seitliche Grenzflache: i ~ (u,0) - (1,0) = u
]

@ linke seitliche Grenzflache: i

=—u
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Gasfluss durch ein poréses Medium

Einfilhrung il 3
Verfahren zur Lésung der PME pehilincarer Harmetransier
Anwendungen

Populationsdynamik

Herleitung der Boussinesq's Gleichung

@ Ausnutzen der Formel fiir p und Differentiation nach x:

oh  pgk & [" 0
— == —hd.
“or ©w Ox Jo Ox ‘
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Gasfluss durch ein poréses Medium

Einfilhrung il 3
Verfahren zur Lésung der PME pehilincarer Harmetransier
Anwendungen

Populationsdynamik

Herleitung der Boussinesq's Gleichung

@ Ausnutzen der Formel fiir p und Differentiation nach x:
Oh _ pgk 0 / 9 iy
I Ox

Boussinesq's Gleichung (PME mit m = 2)

k
hy = k(h?) mit k= A

56
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Gasfluss durch ein poréses Medium

Einfilhrung il 3
Verfahren zur Lésung der PME pehilincarer Harmetransier
Anwendungen

Populationsdynamik

Herleitung der Boussinesq's Gleichung

@ Ausnutzen der Formel fiir p und Differentiation nach x:
Oh _ pgk 0 / 9 iy
I Ox

Boussinesq's Gleichung (PME mit m = 2)

k
hy = k(h?) mit k= A

56
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Gasfluss durch ein poréses Medium

Einfilhrung il 3
Verfahren zur Lésung der PME pehilincarer Harmetransier
Anwendungen

Populationsdynamik

Erweiterungen

@ Verallgemeinerung auf mehrere Dimensionen: h; = kA(h?)
o Wassereinfluss oder -ausfluss: hy = kA(h?) + f
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@ Einfiihrung

@ Verfahren zur Losung der PME
@ einige einfache Beispiele
@ Separation der Variablen
@ ebene Wanderwellen
@ Source-type-Losungen, Selbstdhnlichkeit

@ Anwendungen
@ Gasfluss durch ein poréses Medium
@ nichtlinearer Warmetransfer
@ Grundwasserfiltration
@ Populationsdynamik
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Gasfluss durch ein poréses Medium
nichtlinearer Warmetransfer
Grundwasserfiltration
Populationsdynamik

Einfiihrung
Verfahren zur Lésung der PME
A i

Ausbreitung von biologischen Populationen

homogenes Medium

Population einer Spezies

Oru = div(kVu) + f(u)
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Gasfluss durch ein poréses Medium

Einfilhrung il 3
Verfahren zur Lésung der PME pichtlincarer Marmetransier
Anwendungen

Populationsdynamik

Ausbreitung von biologischen Populationen

homogenes Medium

Population einer Spezies

Oru = div(kVu) + f(u)

o Dichte u: Konzentration der Spezies
o Reaktionsterm f(u): symbiotische Interaktion in der Spezies
o Diffusionkoeffizient x
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Gasfluss durch ein pordses Medium

Einfiihrung astiu 5

- nichtlinearer Warmetransfer

VeriEfirem e (RS e (IS Grundwasserfiltration
Anwendungen

Populationsdynamik

Ausbreitung von biologischen Populationen

Vermeidung von Uberbevélkerung

@ Annahme: Diffusionkoeffizient x anwachsende Funktion der
Populationsdichte

— Kk =¢(u), ¢ anwachsend

realistische Annahme fiir bestimmte Fille: ¢(u) = au



Gasfluss durch ein poréses Medium
nichtlinearer Warmetransfer
Grundwasserfiltration
Populationsdynamik

Einfiihrung
Verfahren zur Lésung der PME
Anwendungen

Ausbreitung von biologischen Populationen

Vermeidung von Uberbevélkerung

@ Annahme: Diffusionkoeffizient x anwachsende Funktion der
Populationsdichte

— Kk =¢(u), ¢ anwachsend

realistische Annahme fiir bestimmte Fille: ¢(u) = au

grundlegende Gleichungen fiir Reaktionsterm:

e Malthusian-Gesetz: f(u) = pu
— 1 Summe zweier Koeffizienten mit entgegengesetztem Vorzeichen
(,,Geburt" und ,,Sterben")

o Verhulst-Gesetz: f(u) = pu — Au?
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Gasfluss durch ein poréses Medium
nichtlinearer Warmetransfer
Grundwasserfiltration
Populationsdynamik

Einfiihrung
Verfahren zur Lésung der PME
Anwendungen

Ausbreitung von biologischen Populationen

@ Ignorieren des Reaktionsterms: PME mit m = 2

o Beachtung des Reaktionsterms bzw. Priasenz von mehreren Spezies:

nichtlineares Reaktions-Diffusions-System von Gleichungen
parabolischen Typs
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Gasfluss durch ein poréses Medium

Einfiihrung !

q nichtlinearer Warmetransfer

Vet irem e LEEm dler (= Grundwasserfiltration
Anwendungen
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