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1 RB-Verfahren fiir lineare, koerzive Probleme

Sei X ein reeller Hilbertraum und P C RP eine Parametermenge. Dann sei
zu jedem p € P ein Differentialoperator L(p) : X — X und ein f(u) € X

definiert. Weiter definieren wir:

Definition 1.1 (Parameterabhingiges, analytisches Problem). Finde u(u) €
X, sodass

L(p)[u(p)] = f(n) (1)
gilt.

Um das Problem zu diskretisieren, definieren wir einen endlich-dimensionalen
Teilraum X, C X mit Basis ¢q,...,%y und dim X;, = H. Fiir jedes u € P
sei nun f(p) € Xy und Ln(p) : X — X, ein passender diskreter Differen-

tialoperator. Dann definieren wir:

Definition 1.2 (Parameterabhéngiges, diskretes Problem). Finde u,(u) €

X}, sodass

L () [un ()] = fn() (2)



H
gilt. Dann lésst sich wp(p) darstellen als w,(p) = > wi(p);. Weiter sei
i=1

F; € X definiert durch F;(up(p)) = u;(p). Dann ist das diskrete Problem

aquivalent zum linearen Gleichungssystem

mit der System-Matrix D(u) € R7*H und einem Rechte-Seite-Vektor f(u) €

R mit folgenden Koeffizienten:

(D())i; = Fi(Ln(p)[25]),
(f()i = Fi(fu(p)),

Der Weg zum reduzierten Problem fiihrt nun iiber einen /N-dimensionalen

Teilraum X™¢ C X, mit Basis ¢1,...,¢on, N < H. Fiir alle 4 € P seien
N
zusitzlich Projektionen P : X; — X™ wy () — > w4 (u)p; auf den redu-

=1
red

zierten Teilraum und Funktionale P; : X, — Rjup(p) — ui®(p) gegeben.

Dann gilt:

Definition 1.3 (Parameterabhingiges, reduziertes Problem). Finde wueq(1) €

X" sodass
P[Ly () [ ()] = P[fu(p)]. (3)
Offensichtlich gilt
BILh(wled] = Pilfn(w)]-
Als lineares Gleichungssystem gilt es nun

D™ (p)u' (1) = ()

zu 16sen. Die reduzierte Matrix D™ € RV*N und der reduzierte Vektor



Fred(n) € RY sind hier durch

(D™ (W) = P(Lr(p)les]),
(£ (1))i = Pi(fulp)),

gegeben.

Beispiel 1.4 (Hilbertraum L?). Sei Q C R" ein Gebiet. Fiir X;, = L*(Q)
mit dem zugehdrigen L2-Skalarprodukt (u,v);2) = [, uv und X™¢ durch

eine Orthonormalbasis bestimmt, gilt

B-th(u)*—>/sz(u)-<pz-Zzuﬁ-ed(ﬂ)/ﬂ%%.

Beispiel 1.5 (Diskretisierung der Poisson-Gleichung). Sei Q = [0,1] C R!

ein Gebiet. Die Poisson-Gleichung sei definiert durch

—Aku=1 in €,
u =0 auf 0f).

fiir einen beliebig wihlbaren Parameter k € [0, 1]. In obiger Notation wihlen
wir also X = H}(Q), p =k, L(p) := —Ak, f:=1.
Zur Approximation der Losung der Poisson-Gleichung benétigen wir einen

passenden Teilraum X},. Dazu sei Ty, eine Zerlegung von 2 in H dquidistante

Intervalle ey, ..., ey mit Linge h. Mit obiger Notation definieren wir
1, x€ce
wz (x) — Y (2
0, sonst

und X}, := span{¢;}1,. Mit der Wahl der Finiten-Differenzen-Methode er-

halten wir einen diskreten Differentialoperator

ELLh(wlun())) = F, =

Eh(ﬂ)[z uz(ﬂ)@/)z]] _ wi—1(p) — 2u; (@) + wipr (1) »



Offene Frage: Wie konstruiert man eine ,gute”, reduzierte Basis?

Definition 1.6 (Reduzierte Basis, RB-Riume). Sei S™4 := {u!,... uN} C
P eine Menge von Parametern mit (0.B.d.A.) linear unabhéngigen Losungen
{un(p)}, von (2)). Dann ist

Xred = span{un (1) i,

ein N-dimensionaler Lagrange-RB-Raum.
Bemerkung. Es existieren weitere Arten von RB-Raumen.

Definition 1.7 (Offline/Online-Zerlegung von (3))). Sei (3) gegeben und Ly,

fn separierbar parametrisch, d.h.
Qc
Li(p) =Y O%(u)LE,
q=1
Qy
fuli) =Y 0% £,
qg=1

fir Funktionen ©% : P — Rund £} : X), — X, fir ¢ = 1,...,Q, bzw.
Funktionen ©% : P — Rund f € Xj fir ¢=1,...,Qy.

Offline-Phase Nach Berechnung einer reduzierten Basis & = {¢1,..., pon}

ermitteln wir

Dt = (B(Lyle]) )= € RMY,

ij=1

frett = (Pt € RY.

Online-Phase Zu p € P erhalten wir D™(y), f*4(u) durch
Qc
D™ () = 3 08 (s) - D
q=1

Qs
fred(,u) _ Z @(jlz(/lj) . fred,q'
qg=1



2 Snapshot-basierte Basiskonstruktion

2.1 Motivation

Ziel (Snapshot-basierte Verfahren). Bestimmung eines RB-Raumes X™¢ =
span{u(p®)} € X mit Basis @4, welche M = {u(u) | p € P} moglichst

genau approximiert, z.B. durch Minimierung des mittleren Projektionsfehlers

. 2
win [ Ju(n) — Prut)Pde

Bemerkung (gute Basis ®4). (i) Orthogonalitit (fiir numerische Stabi-
litit),

(ii) Hierarchie, sodass Basisvektoren nach Relevanz geordnet sind, d.h.
Xred = span{ey, ..., o} fiir alle 1 < N’ < N (zur Fehlerkontrol-
le).

Bemerkung (Numerische Behandlung). Man geht wie folgt vor:

(i) Diskretisierung des Parameterraums: Wihle eine endliche Teilmenge
Sirain = {#'}~; C P von Trainingsparametern, welche Trainings-
Snapshots Miain = {u(p) | 1t € Strain} € M definieren.

(ii) Einschrankung des Optimierungsproblems auf Si.in: Wahle z.B.

YCX,
dimY=N i=1

L i i
min > ) — Pru(id)|”
Definition 2.1 (Gram-Matrix). Sei X ein Hilbertraum, {u;} ; C X. Dann
ist die Gram-Matrix definiert als
K = ((ui,u5));— € R™™.

2.2 Gram-Schmidt

Definition 2.2 (Gram-Schmidt-Basis). Sei X ein Hilbertraum, {u;}? ; C X

linear unabhédngig. Dann ist fir 1 < m < n die Gram-Schmidt-Basis



Qe = {p1,- .., pm} definiert durch

m—1
Pm = Um — Z(U’mv ©i)Pis
i=1
 Pm
Pm = T—
1@l

und Xq, m = span(pgym) bezeichnet den Gram-Schmidt-RB-Raum.
Bemerkung (Gram-Schmidt-Basis). Die Gram-Schmidt-Basis

(i) ist orthonormal,

(ii) nicht hierarchisch und

(iii) héngt von der Reihenfolge der Snapshots ab.

2.3 Proper Orthogonal Decomposition (POD)

Definition 2.3 (POD-Basis). Sei X ein Hilbertraum, {u;}}, € X. Dann

ist der Empirische Korrelationsoperator R definiert durch

n

1
= ;(u u)u Ur u

Es existiert eine orthonormale Menge {¢;}, von n’ < n Eigenvektoren zu

reellen Eigenwerten Aq,..., A\ > 0 mit

Ru = Z Xi(@i, u)p; fiir u € X.
i=1
Fir 1 < m < n' definieren wir ®pop,, = {¢;}*, als POD-Basis und
XPOD,m = Spﬁn(‘prD,m) Q X als POD-RB-Raum.
Bemerkung (POD-Basis). Die POD-Basis
(i) ist orthonormal,

(ii) ist hierarchisch,



(iii) optimal bzgl. mittlerem quadratischen Fehler und
(iv) héngt nicht von der Reihenfolge der Snapshots ab.

Bemerkung. Die Projektion X — Xpop,, wird in der statistischen Daten-

analyse auch Principal Component Analysis (PCA) genannt.



	RB-Verfahren für lineare, koerzive Probleme
	Snapshot-basierte Basiskonstruktion
	Motivation
	Gram-Schmidt
	Proper Orthogonal Decomposition (POD)


