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Integralgeometrie
parallele Strahlen
kegelformige Strahlen

Transformierte fiir parallele Strahlen

(Definiton

Fir ©e 8" ', seR ist die Radon-Transformierte definiert durch

(R)(©,s) = / f(x)dx

H(©,s)
mit der Hyperebene

H(©,s)={xeR":x-©=s}

Definiton

Fir ©e 8" ', xc©' ist die Ray-Transformierte definiert durch

(PF)(©, x) :/]R F(x + tO)dt

Anne Rath CT-Messungen mit ficherférmigen Strahlen




Integralgeometrie

parallele Strahlen
kegelformige Strahlen

Transformierte fur kegelformige Strahlen

Fir ae R" und © € 8" ist die Cone Beam-Transformierte D
von f definiert durch:

(Df)(a,©) = /OOO f(a+ to)dt

Unterschied zur Ray-Transformierten nur in der Notation

Ray-Transformierte:
Zu gegebenem Winkel © gibt x an, welcher der parallelen Strah-
len zu betrachten ist.

Cone Beam-Transformierte:
Zu gegebener Quelle a gibt mir © an, welcher Strahl des Kegels

Zu betrachten ist.
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Scanning Fan Beam Scanning (2D)
Cone Beam Scanning (3D)

Fan Beam Scanning (2D)

Messwerte

g//:(Df)(r@(ﬁ/),@(a/+ﬁ]+7r)), j 0, <P 1, =—q,...,q

y

ro(3;) Position der O+ f)
Strahlenquelle
B Winkel zwischen dem
Zentralstrahl und der
positiven x-Achse

v

a; Winkel zwischen dem
zentralen und dem
I-ten Strahl

B+ F;+7)

< 4
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Scanning Fan Beam Scanning (2D)
Cone Beam Scanning (3D)

Cone Beam Scanning

Quelle umkreist zusammen mit einem 2D Detektorfeld das Objekt.

Anzahl der
gemessenen Strahlen

@ ~ 100 in der
industriellen
Tomographie

@ 106 —108in
radiologischen
Anwendungen
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Standard Fan Beam
Linearer Fan Beam
FDK-Approximationsformel

Rekonstruktionsalgorithmen

Standard Fan Beam

gekrimmtes 1D Detektorfeld \

Messwerte y

9(Bj, oy) = (RF)(©, r sincy)

mit © = e(ﬁjm,fg) r 0(4)
B =JjAps {
27 g
AB — F ) X
j=0,...,p—1
o) = lAa
I=-q,...9

-
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Integralgeometrie
greld . Standard Fan Beam
Scanning .
. . Linearer Fan Beam
Rekonstruktionsalgorithmen L
Literatur FDK-Approximationsformel

Standard Fan Beam
Faltung und Rickprojektion

2
(R*h)+f = R*(h«Rf), (R*hxf)(x / h(x-©—s)Rf(O, s)dsdy

fES(Rn)agES(Cn) mitg0=a+ﬂ—%, S=rsina

Transformation in die «- 5- Ebene

op,s) |1 1
0(B,a) | 0 rcosa

2 z
= (R*h* f)(x) = r/ * h(x-© — rsina)g(s, a)cos a dadf
o J-3

mit® = 6(8 + a — §)
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Standard Fan Beam
Linearer Fan Beam

Rekonstruktionsalgorithmen A o

Diskretisierung des Integrals

p—1
(R*hf)(x) = rAalB> Z h(x - © — rsinay)g(B;, ar)cos o
Jj=0I=—q

mit © = O(5j+a1—)

Formel fUr parallele Strahlen zum Vergleich

(R*h s« f)(x AapAsZ Z h(x - ©; — 8)9(0;, s)
J/=0I=—q

Bemerkung

Die Komplexitat (Rechenaufwand) ist O(Q*)




Standard Fan Beam
Linearer Fan Beam
FDK-Approximationsformel

Rekonstruktionsalgorithmen

Komplexitat verringern

:

b Quellenposition
~ Winkel zwischen x — b
und —b
bJ_ = I’@(,B aF g)
y Orthogonale Projektion
von x auf den I-ten Strahl

IXx—y|=|b—x|sin|y—a] = |x-©-s|=|b—x|sin|y— «
h ist

= h(x-©—58)=|b—x|2hp(sin(y—a))
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Standard Fan Beam
Linearer Fan Beam
FDK-Approximationsformel

Rekonstruktionsalgorithmen

Komplexitat verringern

Eingesetzt in stetige Formel:

2m %
(R*h«f)(x)=r / b—x|72 [ * hipy(sin(v—a))g(B, a)cos adadp
0

Jui
2

Approximation

Ersetze |b — x| durch r, d.h. |x| < r

jus

2 5
(R*h+f)(x) = r/0 b—x|2 [ * hy(sin(y — a))g(8, a)cos adads

— &
2

Bemerkung
Die Komplexitéat ist O(Q°)



Integralgeometrie

Scanning
Rekonstruktionsalgorithmen
Literatur

Standard Fan Beam
Linearer Fan Beam
FDK-Approximationsformel

Algorithmus

Algorithmus fur die gefilterte Rickprojektion

Daten Werte g;; = 9(8,),j =0,...p—-1,/=—q,...,q
1. Schritt Fir j = 0, ..., p — 1 berechne die diskreten Faltungen

hik = Da XL, he(sin(ax — ar))gjicosa;, k= -q,...,q
2. Schritt Sei bj = rO(5;), b . = ro(B; + 5). Berechne fur
jeden Rekonstruktionspunkt x die gefilterte Rickprojektion

p—1
fra(x) = rAB Y |bj — x|73((1 — O)hjx + O ke1)
j=0

wobei k = k(j, x) und ¢ = 9(j, x) bestimmt sind durch

~ = +arccos |(b,v]—>)<(\)| B
b=y k=t 9=t—kK
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Standard Fan Beam
Linearer Fan Beam
FDK-Approximationsformel

Rekonstruktionsalgorithmen

Linearer Fan Beam

gerades 1D Detektorfeld

Messwerte

ré(B)
a(8,y) = (Rf)(&(p), s)
T y_r«
mt =08+ arctanr 5
SE _r ‘
(24 y2) =
B] = jzAﬁ y/ — /Ay Center y\ 01(B)
T
AB = — I=—q...q
p v

4
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Integralgeometrie
Scanning
Rekonstruktionsalgorithmen

Standard Fan Beam
Linearer Fan Beam

Literatur FDK-Approximationsformel

Transformation
Transformation ¢ — s- Ebene ~ 5 — y- Ebene
ANps) | B .
’ (B.y) (24y2) 3 (Transformationssatz)
2 3
= (R*hx*f)(x / / h(x - ©(¢) — 8)9(8, )Ldﬁs
(r? + y?)

Komplexitat verringern

Transformation von x - ©(¢) — s in die ©(5) — © 1 (8) Ebene
liefert:
x-0(p) —s=c(z-y)

: _ rfx-e(ﬁ)”2 _ 0,08
mt c=Tae . 27 e)
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Standard Fan Beam
Linearer Fan Beam

Rekonstruktionsalgorithmen A s

Transformation

Komplexitat verringern
Mit der Homogenitatseigenschaft von h ergibt sich

(R N(X) = P[5 sz I Mol = )9(8,¥) s es72 9B

bedeutet: Objekt liegt in Zentrumsnahe

(Rhx 1)(x) = J1 o [ NS = ¥)9(©, ¥) sz O
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Integralgeometrle Standard Fan Beam
Scanning .
Linearer Fan Beam

Rekons!rukuonsalgor.nh.men‘ FDK-Approximationsformel
Literatur

FDK-Approximationsformel (1984)

Approximationsformel von = eldkamp, avis und ress
@ wichtigste Formel fiir das Cone Beam-Scanning
@ Kreis mit Radius r als Quellenkurve in horizontaler Ebene

@ Messwerte: g(©,y) = (Df)(”ew}:%;a)

@ Zu einer Strahlenquelle r© und einem Punkt x betrachte
die Ebene, in der die Gerade durch r© und x liegt und die
das Detektorfeld horizontal schneidet(LFB-Ebene).

@ Gewichtung von f in dieser Ebene mittels LFB.

@ Ruckprojektion durch Integration Gber ©(obwonhl
verschiedene LFB-Ebenen fir verschiedene Winkel)
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Standard Fan Beam
Linearer Fan Beam
FDK-Approximationsformel

Rekonstruktionsalgorithmen

FDK-Approximationsformel

Problem
Verschiedene LFB-Ebenen fir verschiedene Winkel!

Integriere trotzdem Uber alle Quellenpositionen (obwohl
entsprechende Ebenen verschieden!)

FDK-ApproximationsformeI

d /
0~ o e 125 M2 12)9(0, 301 +v580) s
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Standard Fan Beam
Linearer Fan Beam
FDK-Approximationsformel

Rekonstruktionsalgorithmen

FDK-Approximationsformel

Die Approximationsformel kann nur gut sein, wenn die Quelle
unendlich weit von dem Objekt entfernt ist.

Realitat

Erstaunlicherweise ist die FDK-Approximationsformel schon
gut, wenn die Quelle nicht unendlich weit(aber weit genug) vom
Objekt entfernt ist.

Dies ist in standardmaBigen CT-Geraten der Fall.
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Literatur

Literatur

Natterer, Frank, Wiibbeling, Frank:
Mathematical Methods in Image Reconstruction J
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Vielen Dank fir Ihre Aufmerksamkeit
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Homogenitat SFB

hist homogen vom Grad —2

Definition
h ist homogen vom Grad -2 bedeutet

h(to) = t=2h(o)
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SFB
LFB
FDK

Rekonstruktionsalgorithmus

Gitter

. _(Ap 0
Abstandsmatrix W_< 0 Aa)

zugehériges Gitter Ly = {x e R? : x = 2 . kjw; : k; € Z}
dabei ist w; die i-te Spalte von W
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SFB
LFB
FDK

Rekonstruktionsalgorithmus

Komplexitat O(Q*)

Begriindung

@ Wir haben O(Q?) Bildpunkte.

@ Fir die Filterung und Rekonstruktion jedes Bildpunktes
bendtigen wir O(pq) Rechenoperationen.

@ pund g hangen linear ab von Q
@ Das gibt einen Gesamtrechenaufwand von O(Q*)
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SFB
LFB
FDK

Homogenitat

Rekonstruktionsalgorithmus

Beweis

B(v) = (8(») - ©(8))O(8) + (S(p) - ©L(8))OL(8)
= sina©(B) + cosa® | (B)

— (r2+1y2)1/2(y@(ﬁ) +ro (p))
x=(x-0(8)0(B) + (x-0.(8)e.(8)
(yx-©(8) +rx-©.(8) —ry)

rx-0,(p)

1
— x-8lb)=s=ra e

r—x-6(p)

S Er R Tx-6()
=c(z—y)
2 o= (R 2= ERG)
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Rekonstruktionsalgorithmus

mathematische Erklarung fur ¢ ~ 1

@ Fir kleines « kann allgemein in einem rechtwinkligen
Dreieck Ankathete = Hypothenuse angenommen werden.
Hier also r ~ (y? + r2)'/2

@ ¢~ 1bedeutet r — xO(B) ~ (y? + r2)'/?

= r=r—x0(5)
= xO(8)~0
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SFB
LFB

Rekonstruktionsalgorithmus FDK

Herleitung FDK-Approximationsformel

Koordinatensystem fiir ©-+

Fir © = (cosy, sinp,0)" ist ©, = (siny, —cosyp, 0).
Unsere Koordinaten sind dann ©; und és.

Schnittpunkt Strahl mit Detektorfeld

Der Schnittpunkt des Strahls durch x mit dem Detektorfeld ist
gegeben durch y = y»© | + y3e3 mit
Yo = ﬁx 01, y3= ﬁXS-

Detektorlinie des LFB-Scannings

Die Detektorlinie des LFB-Scannings wird dann beschrieben
durch die Gleichung RO, + yses.
Ursprung sei der Punkt yszes.
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SFB
LFB
FDK

Rekonstruktionsalgorithmus

Herleitung FDK-Approximationsformel

Bezeichnungen in Koordinaten der LFB-Ebene

X'=x-yse3, O =(r0—yse3)/r', 1= (r?+y2)"?

Gewichtungsintegral in der LFB-Ebene

1
\ |

I(x,0) = = )je)g fp rx)fé/ — ¥2)9(9, YQ@L+Y393)W

v/ r2+y2ay}
== X@2 J?, h(y2 = vs Q(@,YQ@¢+}’393)W§+}%

(hierzu wird benétigt: x’ - ©' = ’T'X -0, X -0,=x-0))

Ruckprojektion

Integration Uber alle Winkel © (beachte den Faktor ’7’)
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SFB
LFB

Rekonstruktionsalgorithmus FDK

Schnittpunkt Strahl mit Ebene

re
© | -Koordinate
Nach dem 2.Strahlensatz
He r _ o x
gilt: ;%5 = x5 also: N e a
r i
= x-0 i
2=1"xe - A i
o x- 6. y2
- y3
ez-Koordinate
Nach dem 2.Strahlensatz
4. r _ ¥ o x
gilt: =S5 = L also: e
5= "xe® " =
x® [

v
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