I"Jbung zur Vorlesung Partielle Differentialgleichungen
Ubungsblatt 2, Abgabe bis 21.04.2011, 10 Uhr

Montag 12-14 (Briefkasten 88) Dienstag 8-10 (Briefkasten 88/81) Dienstag 12-14 (Briefkasten 81)

1. Berechnen Sie die Charakteristiken der folgenden Differentialgleichungen:

(a) x%‘—t%:o in R x (0,00)

(b) 5 — 1G5 =u  in Rx(0,00).

2. Dualitat der Transportgleichung
(a) Sie die Differentialoperator L; und Lo definiert durch

Li:=—0wu—0b-Vu,
LQ = 615’(1, —+ V . (bu)

Zeigen Sie, dass L; und Ly adjungiert sind, d.h. fiir alle ¢, ¢ € C§°(€Q x [0,T]) gilt
(L1, V) r20x 0,17 = (&> L2¥) 120,77 »

wobei das Skalarprodukt in L?(Q x [0, T]) folgendermafien definiert ist,

T
<U7w>L2(QX[O,T]) = / / vw dzdt.
0o Jo
(b) Sie u(.,t) € C(R) eine Wahrscheinlichkeitsdichte, d.h. « > 0 und [, u dz = 1, die
Oru ~+ 05 (bu) =0

erfiilllt. Zeigen Sie, dass die zugehorige Verteilungsfunktion

Uty = [ utyer)
die folgende Gleichung erfiillt,
oU +b0,U = 0.
Sei weiter u(x,t) > 0 Va,t. Zeigen Sie dass U eine inverse Funktion v besitzt, dh.
v(U(z,t),t) =x Uv(z,t),t) = z,
und v die folgende Gleichung erfiillt,
Opv(z,t) = b(v(z,1)).

3. Charakteristikenmethode fiir inhomogene Transportgleichung
Geben Sie mit Hilfe der Methode der Charakteristiken eine Losungsformel fiir die inhomogene Trans-
portgleichung

Ou+z-0,u = x4+t in Rx(0,00),
u = wug auf Rx{t=0}
4. Gegeben Sei das System
ou_ov o0 _ou
ot Ox ot Oz
u(z,0) = uo(x) v(z,0) =wvo(z), z€R,teR.

Leiten Sie Transportgleichungen fiir die Funktionen v + v und v — v her und berechnen Sie daraus
die Losung des System mit der Charakteristikenmethode.



