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1. Berechnen Sie die Charakteristiken der folgenden Differentialgleichungen:

(a) x∂u
∂t − t

∂u
∂x = 0 in R× (0,∞)

(b) ∂u
∂t − t

∂u
∂x = u in R× (0,∞).

2. Dualität der Transportgleichung

(a) Sie die Differentialoperator L1 und L2 definiert durch

L1 := −∂tu− b · ∇u,
L2 := ∂tu+∇ · (bu).

Zeigen Sie, dass L1 und L2 adjungiert sind, d.h. für alle φ, ψ ∈ C∞0 (Ω× [0, T ]) gilt

〈L1φ, ψ〉L2(Ω×[0,T ]) = 〈φ,L2ψ〉L2(Ω×[0,T ]) ,

wobei das Skalarprodukt in L2(Ω× [0, T ]) folgendermaßen definiert ist,

〈v, w〉L2(Ω×[0,T ]) =

∫ T

0

∫
Ω

vw dxdt.

(b) Sie u(., t) ∈ C(R) eine Wahrscheinlichkeitsdichte, d.h. u ≥ 0 und
∫
R u dx = 1, die

∂tu+ ∂x(bu) = 0

erfüllt. Zeigen Sie, dass die zugehörige Verteilungsfunktion

U(x, t) =

∫ x

−∞
u(y, t) dy

die folgende Gleichung erfüllt,

∂tU + b∂xU = 0.

Sei weiter u(x, t) > 0 ∀x, t. Zeigen Sie dass U eine inverse Funktion v besitzt, dh.

v(U(x, t), t) = x U(v(z, t), t) = z,

und v die folgende Gleichung erfüllt,

∂tv(z, t) = b(v(z, t)).

3. Charakteristikenmethode für inhomogene Transportgleichung
Geben Sie mit Hilfe der Methode der Charakteristiken eine Lösungsformel für die inhomogene Trans-
portgleichung

∂tu+ x · ∂xu = x+ t in R× (0,∞),

u = u0 auf R× {t = 0}.

4. Gegeben Sei das System

∂u

∂t
=
∂v

∂x

∂v

∂t
=
∂u

∂x
u(x, 0) = u0(x) v(x, 0) = v0(x), x ∈ R, t ∈ R+.

Leiten Sie Transportgleichungen für die Funktionen u+ v und u− v her und berechnen Sie daraus
die Lösung des System mit der Charakteristikenmethode.


