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Kapitel 0

Einleitung

Partielle Differentialgleichungen sind Gleichungen, die eine oder mehrere Funk-
tionen mit ihren partiellen Ableitungen in Beziehung setzen. Sie sind von
besonderer Bedeutung, da sich viele natiirliche oder technische Prozesse mit
Hilfe solcher Gleichungen beschreiben lassen. Beispiele und gleichzeitig Pro-
totypen von partiellen Differentialgleichungen in einer Raumdimension sind

i) die Poisson-Gleichung

- xwu(x):f<$), LUEQCR,

ii) die Wiarmeleitungsgleichung

du(z,t) — Oppu(x,t) = f(x,t), (x,t) € Qr CRxRT,

iii) und die Wellengleichung

Opu(z,t) = cOppu(z,t), (2,t) € Qr CR x R'.

Dies sind Differentialgleichungen zweiter Ordnung, da maximal zweite parti-
elle Ableitungen der gesuchten Funktion u auftreten. Die Gleichungen sind
elliptisch, parabolisch, bzw. hyperbolisch und vertreten damit die wichtig-
sten Klassen von partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung. In den
Ubungsaufgaben werden analytische Losungsansitze fiir diese Prototypen
diskutiert.

Da es oft schwierig oder gar unmoglich ist, Losungen solcher partieller Diffe-
rentialgleichungen analytisch in geschlossener Form anzugeben, sind wir auf
numerische Verfahren angewiesen die Approximationen der exakten Losung
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2 KAPITEL 0. EINLEITUNG

liefern. In dieser Vorlesung werden wir uns mit einer Klasse von Approxima-
tionen detailliert auseinander setzen, der Finite Elemente Methode. Bevor wir
uns jedoch mit numerischen Verfahren beschéftigen, wollen wir im folgenden
sehen, wie sich beispielsweise physikalische Prozesse mit Hilfe partieller Dif-
ferentialgleichungen modellieren lassen.

0.1 Modellierung mit partiellen Differentialgleichun-
gen

Wir wollen in diesem Abschnitt einerseits Modelle fiir konkrete Problem-
stellungen ableiten, aber gleichzeitig allgemeine Prinzipien der Modellierung
aufzeigen.

0.1.1 Erhaltungsgleichungen

Betrachten wir als erstes Beispiel die Ausbreitung eines Tintenkleckses in
Wasser. Bezeichnen wir mit u die Konzentration der Tinte im Wasser, so
sind wir also an der rdumlichen und zeitlichen Entwicklung von u : €2 X
R* — [0, 1] interssiert, wobei Q C R? ein Gebiet sei. Zur Modellierung dieser
Entwicklung verwenden wir ein Grundprinzip der Kontinuumsmechanik, das
Erhaltungsprinzip.

Definition 0.1 (Erhaltungsprinzip)

a) Physikalisches Prinzip: Fir eine extensive Zustandsgrifle, wie z.B.
Masse, Impuls, oder Energie, gilt: Die Anderung der Zustandsgrifie in einem
beliebigen Volumen V', kann nur durch den Transport der Grdfse tiber den
Rand des Volumens V' geschehen.

b) Mathematisches Aquivalent: Ist u(z,t) die Dichteverteilung einer ex-
tensiven Zustandsgrdfse, so gilt fiir ein beliebiges Teilvolumen V' C §):

G ety == | ae.o) n o) (1

Dabei ist n die duffere Normale an den Rand von V' und q die Flussdichte
der Zustandsgrife.

Um von diesem allgemeinen Prinzip zu einem mathematischen Modell zur
Beschreibung der Ausbreitung des Tintenkleckses zu kommen, ben6tigen wir
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eine physikalische Beziehung zwischen der Flussdichte q und der Konzentra-
tion u. Nehmen wir an, dass das zugrundeliegende Wasser ruht, so ist es z.B.
physikalisch sinnvoll anzunehmen, dass der Fluss proportional zum negativen
Gradienten der Dichte ist, wir erhalten also folgendes Gesetz:

q(z,t) = —DVu(z,t).

Dabei bezeichnet V := (0,,,...,0;,) den Gradienten beziiglich der Ortsva-
riablen x und der Proportionalitdtsfaktor D > 0 wird Diffusionskoeffizient
genannt. Setzen wir diese Beziehung in die allgemeine Erhaltungsgleichung
ein, so erhalten wir

d
E/Vu(ac,t)d::r; = . DVu(x,t) -n(x,t)do(z).

Somit haben wir bereits ein mathematisches Modell zur Beschreibung der
Ausbreitung des Tintenkleckses erhalten. Mit Hilfe des Gauflschen Satzes
konnen wir dieses Modell in eine partielle Differentialgleichung transformie-
ren:

% /V w(z,)de = | DVu(z,1) - n(z, f)do(a)

Satz von Gauf / diV(Dvu(x7 t))da:.
\%4

und durch Vertauschen von Differentiation und Integration:

/V@tu(x,t)dx = /Vdiv(DVu(x,t))dx.

Da diese integrale Beziehung fiir beliebige Teilgebiete V' C € gilt, folgt
schliellich

Owu(x,t) = div(DVu(z,t)), V(x,t) € Qx RT.

Speziell folgt fiir konstanten Diffusionskoeffizienten D in einer Raumdimen-
sion (2 C R):

Owu(x,t) — DOypu(x,t) = 0.

Wir sehen also, dass das mathematische Modell zur Beschreibung der Aus-
breitung eines Tintenkleckses in ruhenden Wasser die Wdrmeleitungsglei-
chung ist, die in diesem Zusammenhang auch instationére Diffusionsgleichung
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genannt wird.

Im allgemeinen hat die instationére Diffusionsgleichung unendlich viele Losun-
gen, um eine physikalisch relavante Losung auszuwéahlen miissen wir Anfangs-
und Randwerte vorschreiben.

Definition 0.2 (Anfangs-Randwertproblem fiir die instationire Dif-
fusionsgleichung)

Sei Q1 C R? ein Gebiet (offen, zusammenhdingend und beschrinkt), dann heifit
eine Funktion u € C1([0,T]; C*(Q) N C°(Q)) eine klassische Lisung des Di-
richletproblems fir die instationdre Diffusionsgleichung (homogene Wirme-
leitungsgleichung), falls gilt

Owu(x,t) — div(DVu(x,t)) = 0, V(x,t) € Q x (0,7T),

u(z,t) = g(x,t), V(x,t) € 092 x [0,T],
u(x,0) = wup(x), Vo € Q.

Die Aufgabe der Angewandten Mathematik ist es nun folgende Fragen zu
beantworten:

e Existiert eine Losung des Anfangs-Randwertproblems und ist diese ein-
deutig?

e Welche Regularitéit hat die Losung?

e Ist die Losung eine beschrinkte Funktion?

e Konnen wir die Losung in geschlossener Form angeben?

e Was sind numerische Verfahren zur Approximation der Losung?

e Konvergieren die numerischen Verfahren gegen die exakte Losung? (Mit
welcher Konvergenzrate?)

e Wie konnen wir die Ergebnisse einer numerischen Approximation visua-
lisieren?

e Stimmt das mathematische Modell mit dem physikalischen Experiment
iberein? (Validierung)

Neben diesen allgemeinen Fragestellungen kann man z.B. auch an dem Lang-
zeitverhalten der Konzentrationsverteilung u interessiert sein. Ist bei dem be-
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trachteten Anfangs-Randwertproblem die Randkonzentration g unabhéngig
von der Zeit, d.h. g(z,t) = g(z) Vt € R*, so erhalten wir folgendes Theorem:

Theorem 0.3 (Langzeitverhalten/Stationire Diffusionsgleichung)
Gilt g(z,t) = g(x) Vt € R™ in dem Anfangs-Randwertproblem fiir die in-
stationdre Diffusionsgleichung, so konvergiert die Losung u fiir grofle Zeiten
gegen eine Funktion @ € C?(Q)NCY(Q), die nicht mehr von der Zeit abhingt
und u ist eine klassische Losung des Dirichletproblems fiir die stationéren
Diffusionsgleichung, d.h. @ 16st

—div(DVu(z)) = 0, Vz € Q,
u(z,t) = g(x), Va € oS

Die so erhaltene stationdre Diffusionsgleichung ist eine mehrdimensionale
Verallgemeinerung der bereits eingefithrten Poisson-Gleichung.

Eine Stédrke der Modellierung mit partiellen Differentialgleichungen ist, dass
sich viele unterschiedliche physikalische Prozesse mit den gleichen mathema-
tischen Modellen beschreiben lassen. Im néchsten Abschnitt werden wir dies
anhand eines anderen Prinzips zur Herleitung von partiellen Differentialglei-
chungen verdeutlichen.

0.1.2 Variationsgleichungen

Neben dem Erhaltungsprinzip spielt in der Physik das Prinzip der Ener-
gieminimierung eine wichtige Rolle. Dieses Prinzip ermoglicht uns z.B. die
Beschreibung des Verhaltens elastischer Kérper. Dazu sei u(z,t) € RY die
Auslenkung/der Verschiebevektor eines elastischen Korpers im Punkt = zum
Zeitpunkt ¢ und e(u) := 3(Vu+Vu') der Verzerrungstensor. Dann ist die po-
tentielle Gesamtenergie eines belasteten, elastischen Kérpers gegeben durch

E(u) = %/Qo e(u)de — /qudx.

Dabei ist ¢ der symmetrische Spannungstensor und f eine &duflere Volu-
menkraft. Das Skalarprodukt fiir Matrizen A : B ist dabei definiert durch
A:B= tI‘(ATB) = Zijl aijbi]‘.

Fiir idealisierte Materialien ist der Spannungstensor proportional zum Ver-
zerrungstensor, d.h. es gilt das lineare Materialgesetz

o(u) = As(u)
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mit dem symmetrischen und positiv definiten Elastizitatstensor A. Zur Mo-
dellierung elastischer Korper mit partiellen Differentialgleichungen wenden
wir auf die Energie F(u) das folgende Minimierungsprinzip an.

Definition 0.4 (Energieminimierung/Variationsprinzip)

a) Physikalisches Prinzip Ein physikalisches System strebt immer in den
Zustand minimaler Energie.

b) Mathematische Aquivalenz: Sei @(x,t) eine Zustandsvariable und
E(u) die Energie eines Systems in Abhdingigkeit von . Dann strebt u ge-
gen einen optimalen Zustand u = u(x), der die Energie minimiert, d.h. falls
E gentigend glatt ist gilt

d
ey _
= (u+ep) . 0

fiir beliebige zuldssige Variationen .

Berechnen wir

d
%E@L +ep)|e=0 =0

fiir die potentielle Energie elastischer Korper, so erhalten wir die Gleichung

/Q As(u) : e(p)da = /Q foodz

fiir alle zuldssigen Variationen . Nehmen wir an, dass u geniigend oft dif-
ferenzierbar ist, so folgt mit partieller Integration fiir Testfunktionen (Varia-
tionen) ¢, die auf dem Rand von €2 verschwinden:

/Q ( — div(Ae(u)) — f) edr = 0.

Mit dem Hauptsatz der Variationsrechnung folgt somit die Differentialglei-
chung

—div(Ae(u)) = f.

oder in ausfiithrlicher Notation

d d

Y 0 A= fi,  Vi=1,....d

i=1 k=1
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Im einfachsten eindimensionalen Fall, der Auslenkung eines diinnen Drahtes,
reduziert sich diese Differentialgleichung zu

und im einfachsten mehrdimensionalen Fall, der Auslenkung einer diinnen
Membran, zu

—div(AVu) = f.

Wir erhalten also auch hier zur Beschreibung der Auslenkung elastischer
Korper in Spezialfillen die Poisson-Gleichung.

0.2 Grundideen numerischer Methoden

In diesem Abschnitt wollen wir drei Klassen von numerischen Diskretisie-
rungsverfahren vorstellen, die in der Praxis besonders relevant sind.

0.2.1 Finite Differenzen

Idee: Approxinmation von Differentialoperatoren durch Differenzenquotien-
ten

Ersetzt man die Ableitungen in einer Differentialgleichungen durch geeignete
Differenzenquotienten basierend auf einem reguléren Gitter, so erhélt man ein
endlichdimensionales System von linearen oder nichtlinearen Gleichungen fiir
die approximierenden Funktionswerte in den Gitterpunkten.

In einer Raumdimension kann man beispielsweise eine Ableitung durch fol-
gende Differenzenquotienten approximieren:

u'(z) = 0 u(z) = w, Vorwirtsdifferenzenquotient,
u'(z) = 07 "u(z) = w, Riickwirtsdifferenzenquotient,
u(z) = 0%Mu(x) = U(Hh);h“(x*h), Zentraler Differenzenquotient.

All diese Approximationen konvergieren fiir h — 0 gegen u/(x), falls u stetig
differenzierbar ist. Baut man auf solchen Differenzenquotienten ein numeri-
sches Verfahren auf, so fithrt jedoch nicht jede Wahl auf ein konvergentes
Verfahren.

Betrachtet man zum Beispiel die lineare Transportgleichung

Oru(z,t) + adyu(x,t) = 0,
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so muss der Differenzenquotient zur Approximation von d,u in Abhéngig-
keit vom Vorzeichen des Koeffizienten a gewéhlt werden. Ist a positiv, so
muss der Riickwértsdifferenzenquotient gewéhlt werden, wahrend fiir negati-
ves a nur der Vorwartsdifferenzenquotient zu einem konvergenten Verfahren
fithrt. Die lineare Transportgleichung gehort zur Klasse der hyperbolischen
Erhaltungsgleichungen. Diesen Typ von Differentialgleichungen und mogli-
che Diskretisierungsverfahren werden wir in der Vorlesung Numerik Partieller
Differentialgleichungen IT behandeln. In dieser Vorlesung werden wir Finite
Differenzen Approximationen lediglich in Kapitel 3 zur Zeitdiskretisierung
parabolischer Probleme verwenden.

Fiir eine ausfiihrliche Diskussion solcher Verfahren zur Diskretisierung ellip-
tischer Probleme verweisen wir beispielsweise auf [GR94].

0.2.2 Finite Volumen

Idee: Diskretes Erhaltungsprinzip

Zerlegt man ein Berechnungsgebiet 0 C R? in paarweise disjunkte Teilgebie-
te T; C Q, so dass gilt Q = UY T, so kann man von dem Erhaltungsprinzip
0.1 diskrete Verfahren ableiten. Hierzu bezeichnen wir mit u;(¢) den Mittel-
wert von u(-,t) auf dem Teilgebiet T;. Dann erhalten wir aus (1) mit dem

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
tn+1

wi (") — (1) = |T\ ; /aT -n do(z)dt.

Aus dieser Darstellung erhélt man eine Finite Volumen Diskretisierung, wenn
man den kontinuierlichen Fluss q durch einen numerischen Fluss qy, ersetzt,
der nur von w; und den Mitttelwerten u; auf benachbarten Teilgebieten Tj
abhéngt.

Finite Volumen Verfahren werden wir detaillierter in der Vorlesung Nume-
rik Partieller Differentialgleichungen IT im Kontext von Erhaltungsgleichun-
gen behandeln. An dieser Stelle wollen wir auf folgende Literatur verweisen

[Kr697, BO04).

0.2.3 Finite Elemente

Idee: Energieminimierung in endlich dimensionalen Teilrdumen

Finite Elemente sind ein Spezialfall von so genannten Galerkin Verfahren. Die
Idee der Galerkin Verfahren beruht auf dem Prinzip der Energieminimierung.
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Sei also V' ein Funktionenraum und £ : V — R ein Energiefunktional. In
Abschnitt 1.2 hatten wir gesehen, dass die Losung w vieler physikalischer
Fragestellungen formal wie folgt definiert werden kénnen:
u = argmin E(v).
veV
Aus diesem kontinuierlichen Minimierungsproblem erhélt man ein diskre-
tes Minimierungsproblem, wenn man den Funktionenraum V durch einen
endlichdimensionalen Teilraum V;, C V' ersetzt. Somit ldsst sich die Losung
up, € Vj, eines allgemeinen Galerkin Verfahrens wie folgt schreiben
up = arg min E(vy).
vpEV),
Analog zum kontinuierlichen Variationsprinzip, ist die diskrete Losung uy
dann charakterisiert durch
iE(uh + cup,) =0, fiir alle v, € V},
de e=0
falls £ geniigend regulédr ist. Da V}, endlichdimensional ist konnen wir uns
bei dieser Variation auf eine Basis von V}, einschrénken. Sei also ® := {¢;|i =
1,-, N eine Basis von V},, d.h. N = dim(V},) und u;, = Zf\il u;p; die zugehorige
Basisdarstellung von uy, so folgt

d N
2B (Luwi+o0)

Dies ist ein System von N linearen oder nichtlinearen Gleichungen fiir die
Unbekannten u;,2 = 1,..., N, das mit numerischen Methoden gel6st werden
kann.

=0, firalleyj=1,...,N.

E=

Finite Elemente Approximationen erhélt man aus diesem allgemeinen Prinzip
durch spezielle Wahl des endlichdimensionalen Teilraums V}, und zugehoriger
Basis ® mit der Eigenschaft, dass

d

£5(s1+o0)
de PitEPy 6207&0

nur fiir eine kleine Anzahl von Paaren (7, j) gilt.
In Kapitel 2 werden wir Finite Elemente Verfahren zur Approximation von

elliptischen Differentialgleichungen genauer betrachten und numerisch ana-
lysieren. Auch in Kapitel 3 werden wir zur Ortsdiskretisierung parabolischer
Differentialgleichungen Finite Elemente Methoden heranziehen. Als weiterfiihren-
de Literatur wollen wir schon an dieser Stelle auf einige Lehrbiicher verweisen
[Bra97, BS08, Cia87, Sch91]. Hilfreich sind auch Vorlesungsskripte, die im
Netz zu finden sind [Dzi, Ran].
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0.3 Notation und theoretische Grundlagen

In diesem Abschnitt wollen wir Notationen festlegen und einige Grundlagen

aus der Analysis wiederholen, auf die wir im Laufe der Vorlesung immer
wieder Bezug nehmen werden. Alle Sidtze werden ohne Beweise angegeben.
Fiir eine detailliertere Darstellung verweisen wir auf die Literatur zur Analysis
in mehreren Raumdimensionen.

0.3.1 Differentialoperatoren und Hoélderrdume C"™“

Zunéichst fiihren wir einige Notation fiir Differentialoperatoren ein und defi-
nieren die Holderrdume C"*(€2) als Verallgemeinerung der Funktionenrdume
C™(€2), der m-mal stetig differenzierbaren Funktionen.

Definition 0.5 (Multiindex und partielle Ableitungen)
Seiu : R? = R eine skalare Funktion mehrerer Verdnderlicher. Dann heifst
D% partielle Ableitung k-ter Ordnung von u, falls gilt || = k und

D% := O = ( 0 >a1...( ? )adu,

ox® 0x 0y
wobei o = (o, ..., aq) € N& ein Multiindex ist mit der Schreibweise
d
la] := g o, % ="l
i=1

Abkiirzend werden wir im Folgenden fir Funktionen u(x,t),(x,t) € R x R
die Notationen

Oru(x,t) = Qu(x,t), Oyu(x,t) == 2u(ab',t).

) O
verwenden. Ebenso schreiben wir fiir Funktionen u(z), v € R?
0
oiu(z) = Op,u(x) == a—u(:c)

Analog kiirzen wir k-te partielle Ableitungen in Richtung von z; ab durch dfu.
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Definition 0.6 (Divergenz, Gradient, Rotation und Laplace Opera-
tor)

Seien u: R — R und v : R® — RY geniigend oft stetig differenzierbar. Dann
definieren wir den Gradienten Vu = grad u von u durch

Vu(z) := grad u(x) := (81u(x), . ,adu(:v))T.

Die Diwvergenz V - v = div v des Vektorfeldes v definieren wir als

d
V-v(z) = divv(z):= Z@mz(m)

Der Laplace Operator Au von u ist definiert durch

d

Au(z) =V - (Vu(z)) = > du(x).

1=1

Schlieflich definieren wir fiir d = 3 die Rotation V X v = rot v des Vektor-
feldes v durch

V XVv=rotv:= <821}3(a:) — O3va(x), O3v1(x) — Oyws(x), Oyve(x) — 821)1(35)>T.
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Definition 0.7 (H6lderrdume)

Sei C™(Q, R™) fiir Q@ C RY der Raum aller m-mal stetig differenzierbarer
Funktionen, so schreiben wir fir n =1 auch C™ () := C™ (£, R). Versehen
mit der Supremumsnorm ||-||, ist C™ (2, R") ein vollstindiger Vektorraum.
Wir definieren die Hélder-Konstante von u € C°(Q) zu o € [0,1] durch

hél,(u, Q) ;= sup { [uz) = uly) cx,y € Q0,1 # y}

|z —y|°
und die Holderraume durch
C"™(Q) = {u € C™(Q)| hil,(0°u,Q) < oo fiir |s| = m}.

C™(Q) ist mit der Norm

cmay = > [10%u]s + Z héil, (

|s|<m

|l

ein Banachraum. Eine Funktion C*1(Q) heifit Lipschitz-stetig mit Lipschitz-
konstante L := lip(u, Q) := hél (u, Q).

0.3.2 [P-Raume

Definition 0.8 (Banachraum und Dualraum)

Sei V' ein normierter Vektorraum. Ein normierter Raum (V,||-||) heifit
vollstindig, falls alle Cauchy-Folgen in V' bzgl. ||-|| in V konvergieren. Ein
vollstindiger normierter Raum heifft Banachraum.

Ist V' ewn Banachraum, so ist durch

Vii={¢:V = R| ¢ linear,||¢||;, := sup |p(v)| < oo}
veV||v||=1

der Dualraum V' von V definiert. Der Dualraum V' eines Banachraums ist,
ausgestattet mit der Norm ||-||,,,, wieder ein Banachraum.
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Definition 0.9 (Operatoren)
Seien U,V normuerte Vektorriume, D C U. Wir bezeichnen eine Abbildung
T:D —V als Operator. Dabei gilt:

(1) T heifst stetig in u € D, g.d.w.
Ve>030>0VveD:|jlu—vlly<d=||T(u)—T)||, <e.

(11) T heifit stetig in D, g.d.w.
T st stetig fir alle u € D.

(11i) T heifit Lipschitz-stetig, ¢.d.w.
es existiert ein L >0V u,v € D : ||T(u) —T(v)||,, < L|ju—l|y.

Satz 0.10 (Banachscher Fixpunktsatz)

Seien X ein Banachraum, D C X abgeschlossen, und T': D — D eine Kon-
traktion, d.h. T ist Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante L < 1. Dann hat
T genau einen Fixpunkt u € D.

Definition 0.11 (Hilbertraum)
FEin Vektorraum X mit Skalarprodukt (-,-)x heifst Prahilbertraum. FEin
vollstiandiger Prdhilbertraum heifst Hilbertraum.

Definition 0.12 (LP-Raume)
Mit 1P(Q), p € [1,00) bezeichnen wir den Raum aller Lebesgue-messbarer
Funktionen u, so dass uP Lebesgque-integrierbar ist. Ausgestattet mit der Norm

fully o= ([ 1)

ist LP(Q2) ein Banachraum.

Auf L*(Q) ist durch [yuv ein Skalarprodukt definiert. Dadurch wird L*(12)
zu esnem Hilbertraum.

Mit L>(Q2) bezeichnen wir den Raum aller Lebesque-messbarer Funktionen
u, deren Supremumsnorm ||ul|, = ess sup |u| beschrinkt ist. Auch dieser
Raum st mit der zugehdrigen Norm ein Banachraum.

Fir 1l <p,q < oo mit ]l? - % =1 gilt: L1(QY) ist isomorph zum Dualraum von
LP(£2).
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Satz 0.13 (Holdersche Ungleichung)
Sei w € LP(Q2) und v € L(Q2) mit ]% + % = 1. Dann gilt die Abschéitzung

[luvlly < Jlull,[[ol],

Insbesondere ist also uv € L1().
Fiir p = ¢ = 2 erhélt man als Spezialfall die Cauchysche Ungleichung.

Satz 0.14 (Youngsche Ungleichung)
Seien a,b > 0, und gelte ]% + % = 1, dann gilt die Abschétzung

1 1
ab < —a? + -b1.
p q
Insbesondere folgt fiir p = ¢ = 2 mit fiir e > 0

€ 1
b < —a?+ —p2
a _2a —|—€2

Satz 0.15 (Fundamentalsatz der Variationsrechnung)
Seiu € L} (Q),Q C R" offen. Dann sind #quivalent:

loc

/uv:O Vv e C5° (),
Q

und

u = 0 fast iiberall in €.

(siche [Alt92, 2.11])

0.3.3 Satz von Gaufl und partielle Integration

Definition 0.16 (Lipschitz-Gebiet)

Eine offene Teilmenge Q C RY heifit Lipschitz-Gebiet, g.d.w. der Rand von
Omega OS2 sich lokal in einer jeweils geeigneten Richtung als Graph einer
Lipschitz-stetigen Funktion schreiben lafit und €2 auf einer Seite des Graphen
liegt.
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Satz 0.17 (Satz von Gauf} fiir Lipschitz Gebiet)
Sei  C R? ein Lipschitz-Gebiet und v € CY(Q; RY)NCH(Q; RY) ein Vektorfeld
mit div(v) € L'(Q2). Dann gilt

/div(v)daz :/ v -ndo(x).

Q )

Dabei bezeichnet n die &uflere Normale an den Rand von ).
(siche [Alt92, A 5.9] fiir eine Verallgemeinerung.)

Lemma 0.18 (Partielle Integration)

Seien Q) C R? ein Gebiet, so dass der GauBsche Integralsatz gilt und u €
() und v € C1(Q;R?). Dann gilt

/Vu —/Qu(:z:)div(v)(x)da:Jr/ u(z)v(z) - n(x)do(z).

o0

(folgt aus dem Satz von Gau$.)
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Kapitel 1

Theorie schwacher Losungen fiir
elliptische Randwertprobleme

1.1 Elliptische Randwertprobleme in Divergenzform

In diesem Abschnitt werden wir eine Klasse von elliptischen Randwert-
problemen vorstellen, die im Kontext dieser Vorlesung behandelt werden.
Es handelt sich dabei um skalare elliptische Differentialgleichungen zweiter
Ordnung in Divergenzform. Der einfachste Spezialfall dieser Klasee ist die
Poisson-Gleichung

Definition 1.1 (Poisson-Problem)

Sei Q) € R? ein Gebiet (offen, zusammenhdingend und beschrinkt) mit glattem
Rand und sei f € C°(Q) gegeben. Dann héifit u € C*(Q)NC(Q) Lisung des
homogenen Dirichlet-Problems fiir die Poisson-Gleichung, falls gilt

—Au(x) = f(z) Vx e,
u(z) =0 Va € oS (1.2)

Bemerkung 1.2 (Allgemeinere Randwerte)
Anstelle des homogene Dirichlet-Problems kann man das Poisson-Problem
auch mit anderen Randwerten betrachten. Die wichtigsten Klassen von Rand-
wertproblemen erhélt man, indem man die Randbedingung (1.2) durch eine
der folgenden Bedingungen ersetzt:

e Dirichlet-Randwerte:
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fiir eine gegeben Funktion gp € C°(99).
e Neumann-Randwerte:
Vu(z) - n(x) = gn(x) Vo € 082,
mit einer gegebenen Funktion gy € C%(99).
¢ Robin-Randwerte:
Vu(x) -n(z) + a(x)u(z) = gg(z) Vo € 09,
mit gegebenen Funktionen «, gr € C°(99).

Neben diesen Problemen kann man auch Probleme mit gemischten Rand-
bedingungen betrachten, d.h. fiir eine disjunkte Zerlegungen des Randes
0 = I'p UT'y UT'g geben wir auf I'p Dirichlet-Randwerte vor, auf I'y
Neumann-Randwerte und auf I'p Robin-Randwerte.

In dieser Vorlesung werden wir uns der Einfachheit halber nur mit dem
Poisson-Problem beschiéftigen. Die gesamte Methodik und numerische Ana-
lysis 1483t sich jedoch ohne grofleren Aufwand auf die Klasse elliptischer Dif-
ferentialgleichungen zweiter Ordnung in Divergenzform verallgemeinern.

Definition 1.3 (Allgemeines Randwertproblem in Divergenzform)
Seien Q0 C RY ein Gebiet mit glattem Rand und folgende Datenfunktionen
gegeben:

A= (ai){ o € CHYGRPY), a = (a)i; € CT(YRY),
b= (b)), € CO(LRY), ce COLR), feCUUR).

Dann heifit u € C*(Q) N C°(Q) Lisung des homogenen Dirichklet-Problems
fiir eine elliptischer Differentialgleichungen zweiter Ordnung in Divergenz-
form, falls gilt

—V - (A(x)Vu(x)) = V- (a(x)u(z)) + b(x)Vu(x

Neben dieser Klasse linearer elliptischer Probleme kann man auch nichtlineare
Verallgemeinerungen betrachten, z.B. Probleme der Form

-V - A(z,u, Vu) + B(z,u, Vu) = 0.
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Hierzu sei z.B. auf [GT77, Chapter 13] verwiesen.

In dieser Vorlesung werden wir den Begriff einer schwachen Losung von ellip-
tischen Differentialgleichungen einfiihren und in diesem Kontext die eindeu-
tige Losbarkeit des Poisson-Problems beweisen. Hierzu bendtigen wir einige
Grundlagen aus der Funktionalanalysis, die wir im folgenden Abschnitt vor-
stellen.

1.2 Grundlagen aus der Funktionalanalysis

Wie wir bereits in der Einleitung gesehen haben, lassen sich elliptische Diffe-
rentialgleichungen aus dem Minimierungsprinzip ableiten. Dadurch erhalten
wir eine Variationsformulierung die bei hinreichender Regularitat der Losung
dquivalent zur Definition einer klassischen Losung im Sinne von Definition
1.1 ist (siche Ubungsaufgabe).

Ist die Losung des Variationsproblem nicht hinreichend regulér, so kann das
Problem immer noch eine eindeutige Losung haben, die dann aber nicht mehr
eine klassischen Losung darstellt. Um spéter die Existenz und Eindeutigkeit
von Losungen in der Variationsformulierung zeigen zu koénnen, werden wir
nun einige Grundlagen aus der Funktionalanalysis behandeln.

1.2.1 Aussagen in Hilbertrdumen

Satz 1.4 (Rieszscher Darstellungssatz)

Seien X ein reeller Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-)x und f € X’ ein
Element aus dem Dualraum von X. Dann gibt es genau ein xy € X, so dass
fiir alle z € X gilt:

f(x) = (z,20)x. (1.5)

Beweis: Die Idee des Beweises beruht auf dem Minimierungsprinzip. Zunéchst
definieren wir das Funktional / : X — R durch

1
1) = Slal i — f(@).

Die Behauptung ist dann gezeigt, falls wir die Existenz und Eindeutigkeit
eines Minimums xy € X des Funktionals I zeigen, wie wir im letzten Schritt
des Beweises sehen werden.
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Um die Existenz und Eindeutigkeit eines Minimums xy € X von [ zu zeigen,
definieren wir

d:= ;g)f( I(x).

1. Schritt: Wir zeigen —oo < d < o0.
d < oo ist klar, da X # ). Aus der Definition der Norm im Dualraum folgt

f@) < 1Al |l

und somit erhalten wir mit der Youngschen Ungleichung fiir ein € > 0

1

1 9 ) ) 1
I(z) = Sll=llx = [Ifllollellx 2 (5 = el = oIS

2
x'

.T/

Wiéhlen wir z.B. ¢ = 1 so folgt die Behauptung, da

Lo
1) 2~ |IfI2 > o0
fiir alle x € X gilt.
2. Schritt: Wir zeigen die Konvergenz einer Minimalfolge.
Nach der Definition des Infimums gibt es eine sogenannte Minimalfolge (2, )men,
Tm € X mit der eigenschaft
n%liréo I(x,,) =d.
Da, X ein Banachraum ist, reicht es zu zeigen, dass die Minimalfolge eine
Cauchyfolge ist. Wir haben mit der Parallelogrammidentitét

lem = zally = 2(1lenllk + 2l ) = llom + 2l
= Al(zy) +AL(2) — 81(%7””)
< 4l(zy,) +41(z,) — 8d

— 4d+4d —8d =0 fiir m,n — oc.

Also ist (2, )men konvergent und wir nennen den Grenzwert .

3. Schritt: Zeige: Fiir z gilt I(xg) = inf,ex I(2).

Da die Norm eines normierten Raumes stetig ist und alle Elemente eines
Dualraums stetig sind, ist das Funktional I stetig. Die Behauptung folgt
dann aus der Stetigkeit von I.

4. Schritt: Wir zeigen noch, dass aus der Minimierungseigenschaft Gleichung
(1.5) folgt:
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Fiir x € X und ¢ € R gilt auch xg+ex € X und somit folgt, dass die Funktion
®(e) := I(xg+ ex) in € = 0 ein Minimum hat. Aus
Lo Lo 2
B() = 5[0l B — f(an) + 22|l — ef () + (o, mo)x
folgt dann mit ®'(¢)|.—o = 0 die Behauptung (1.5).

Die Eindeutigkeit von xj ist klar, aufgrund der Linearitit von (1.5). .

Der Rieszsche Darstellungssatz liefert uns ein niitzliches Werkzeug bezogen
auf Skalarprodukte von Hilbertrdaumen. Eine Verallgemeinerung davon fiir
nicht notwendigerweise symmetrische Bilinearformen liefert der Satz von Lax-
Milgram. Mit seiner Hilfe werden wir spéter in der Lage sein Existenz und
Eindeutigkeit von schwachen Losungen fiir elliptische Probleme in Divergenz-
form zu beweisen.

Satz 1.5 (Lax-Milgram)
Sei X ein reeller Hilbertraum und B : X X X — R eine stetige Bilinearform,
d.h. es existiert eine Konstante ¢y, so dass fiir alle x,y € X gilt

B, y)| < eallell x [yl x- (1.6)

Weiter sei B koerziv, d.h. es existiert eine Konstante ¢y, so dass fiir alle x € X
gilt

B(x,x) > coll[[%- (1.7)
Dann gibt es zu jedem f € X’ genau ein u € X, so dass fiir alle p € X gilt

B(u,¢) = f(p). (1.8)

Beweis: 1. Schritt: Definition einer linearen Abbildung 7' : X — X:
Fiir festes xy € X definiere

F(z) = B(xg, ), r e X.

Dann ist F' linear und stetig mit ||F||y, < c¢1]|xo||y. Nach dem Rieszschen
Darstellungssatz gibt es dann ein Element T'zy € X, so dass gilt

B(xp,z) = F(z) = (z,Tz)x, VreX.
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Dadurch wird eine Abbildung 7" : X — X definiert, die linear ist, da fiir alle
r,xr1,r9 € X und A, s € R gilt:

(T()\1$1 -+ )\2372), a:)X — B()\ll'l + )\21’2, [L’) = )\13(1’1, ZC) + )\QB(SIL'Q, 37)
= M(T(21),2)x + Xo(T(22), 7)x
= (/\1T($1) + /\QT(LCQ), x)X.

Da diese Gleichung fiir alle x € X gilt, erhalten wir
T()\lxl + /\2[62) = )\1T($1) + )\QT(CUQ)

2. Schritt: T ist stetig:
Aus der Stetigkeit der Bilinearform folgt

|T%||% = (Tz, Tz)x = B(z,Tx) < al|2||x||Tx||x
und demnach
[ Tz||x < allz]]x-

3. Schritt: T ist injektiv:
Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt

2
collzlly < B(w,z) = (v, Tx)x < |[z]|x]|Tz]|y,
und somit
collzlly < |[|Tz||x.

Also folgt aus Tx = 0, dass x = 0 ist und somit folgt die Injektivitat aus der
Linearitdt von 7.

Wir zeigen: Der Bildbereich R(T) := {y € X| Jx € X : Tz = y} ist abge-
schlossen:

Sei also y,,, € R(T') eine konvergente Folge mit lim,, o ¥ = y, so wollen wir
zeigen, dass y € R(T) ist, d.h. dass es ein x € X gibt mit Tx = y. Nach
Annahme gibt es zu jedem v, ein z,, € X mit Tz, = y,,. Fir die Folge

(@m)men gilt

collrm — |l < T (2 — 2)|lx = [|T2m — T
= ||ym_yl‘|x—>0(m,l—>oo).

Also ist () men eine Cauchyfolge und aufgrund der Vollstéandigkeit von X
existiert ein x € X mit lim,, .o ©,, = . Wegen der Stetigkeit von T folgt
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hieraus schliellich T'x = y.

4. Schritt: T ist surjektiv:

Dazu nehmen wir zunéchst an, dass R(7") C X ein echter Teilraum wiire, d.h.
R(T) # X gilt. Dann existiert ein Element xg € R(T)*\ {0}, i.e. (xo,y)x = 0
fir alle y € R(T') und es gilt

T.I'()ER(T)
COonHg( S B(l’o,ﬂfo) — (fo,TIQ) = 0.

Dies ist ein Widerspruch zu zy # 0 und somit folgt die Surjektivitét.

5. Schritt: Beweis der Behauptung:

Sei f € X', dann existiert nach dem Rieszschen Darstellungssatz genau ein
xo € X, so dass fiir alle ¢ € X gilt

(¢, z0)x = f().

Nach der Konstruktion von 7" existiert dann aber auch ein v € X mit Tu =
xo. Also folgt fiir alle ¢ € X:

flp) = (p,20)x = (p, Tu)x = B(u, p).

Somit folgt die Existenz einer Losung von (1.8). Die Eindeutigkeit folgt direkt
aus der Koerzivitat der Bilinearform, denn sind wuq,us zwei Losungen von
(1.8), so gilt

C()H’Lbl—UQH%( < B(ul—u2,u1—u2):B(ul,ul—UQ)—B(ug,ul—ug)
= flu —w) = f(ur —ug) =0,

was wiederum u; = us impliziert.

1.2.2 Sobolevraume

In diesem Abschnitt wollen wir schwache Differenzierbarkeit von Funktio-
nen definieren und Funktionenrdume fiir schwach differenzierbar Funktionen
definieren, die sogenannten Sobolevraume. Wir werden uns dabei im Wesent-
lichen auf die Angabe von Resultaten und Sétzen beschrinken und verweisen

fiir detaillierte Beweise auf die Vorlesung von Herrn Burger, oder auf die
Literatur [Alt92, BS0S].
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Definition 1.6 (L] (Q) und C°(Q))

loc
Sei Q0 C R? ein Gebiet. Dann bezeichnet C3(QY) alle Funktionen in C*(Q)
mit kompaktem Trager und der Raum der lokal integriebaren Funktionen
L} (Q) st definiert durch

loc

L) :={uec LNK) VK CQ,K kompakt}.

Definition 1.7 (Schwache Ableitung)
Sei o = (aq,...,aq) € NI ein Multiindex. Eine Funktion u € L} () be-

loc
sitzt die schwache Ableitung v, € Lj (), wenn fir alle Testfunktionen
p € C°(Q) gilt

/QuD“so: (—D'“/QWP-

Wir schreiben dann auch v, = D%u fiir die schwache Ableitung.

Beispiel 1.8 (Schwache Ableitung von |z|)

Sei 2 = (—1,1) und u(z) = |z|. Dann ist /() = sign(z) die schwache
Ableitung von u.
Beweis: Es gilt fir beliebige ¢ € C§°(2)

/_1 u(z)¢'(w)de = /0 u(@)¢(z)dz + /Olu(a?)go'(:v)dx

1 -1

_ / o)l ()de /0 g (@)

-1

o /_0(_1)90(95)dx _ [(—:c)go](il B /01 lo(z)dz + [ch0}1

1 0

_ / ' dian()o()dr. :

1

Im Gegensatz zu |x| ist sign(x) nicht schwach differenzierbar (Ubungsaufga-
be).
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Definition 1.9 (Sobolevriume)
Seien m € Ny, p € [1,00] und u € L, (). Wir nehmen an, dass alle schwa-

loc
chen partielle Ableitungen D%u ezistieren fir |o| < m. Dann definieren wir

die Sobolevnormen ||ull,, , = |[ul| () durch
1/p
lullimoey = (22 I1D%ullg))
|| <m

falls 1 < p < oo und fiir p = oo als

[|ul Hmoo(q) -— 18X HDauHLw(Q)'

|al<m

SchliefSlich definieren wir die Sobolevraume H™P(QQ) durch
H™(Q) = {u € Lipo( D] [[ull () < 00}

Fiir p = 2 schreiben wir auch H™(Q) := H™(Q). Auflerdem definieren wir
die Sobolev-Halbnormen durch

1/p
ulmese) = (D 11Dl fey)

|al=m

falls 1 < p < oo und fiir p = oo als

|al=

|l frmoe() = max |[D%u|| o @
|[=m

Bemerkung 1.10

Anstelle von H™P(Q2) werden die Sobolevrdume in der Literatur auch oft mit
W™P(§2) bezeichnet.

Beispiel 1.11

Seien Q := Bj;(0) € R? und u(z) := log|log|z|[,z € Q. Dann gilt: u €
H2(Q), aber u ¢ C°(2). D.h. Funktionen in H' sind in mehreren Raumdi-
mensionen nicht notwendigerweise stetig (Beweis siche Ubungsaufgabe)!

Beispiel 1.12

Wir betrachten Q := B;(0) C RY, u(z) = |z|*, fiir s € R und z € Q. Dann ist
u € HY?(Q), wenn gilt s > 1 — ]‘—;.
Zum Beweis dieser Aussage mufl zunéchst gezeigt werden, dass es ein p > 1
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gibt, so dass u € LP(Q)) ist. Wegen
u(a)[” < =]

ist u € LP(Q), falls sp > —d. Fiir den weiteren Beweis verweisen wir auf die
Ubungsaufgaben.

Wir haben die Sobolevrdume eingefiihrt, weil die klassischen Funktionenrdume
beziiglich den LP-Normen nicht vollstdndig sind. Fiir die Sobolevrdume gilt
hingegen der fiir uns wichtige Satz:

Satz 1.13 (Vollstidndigkeit der Sobolevridume)
Sei QO C R? ein Gebiet. Dann ist H™?(2),1 < p < co,m € Ny ein Banach-
raum. H™(Q) ist ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

(U,U)Hm(g) = Z (Dau, Da’U)LQ(Q).

la|<m

Sobolevrdaume sind also insbesondere vollstédndig. Dennoch erben Sie viele Ei-
genschaften von klassischen Funktionenrdumen. Dass dies der Fall ist, liegt an
der folgenden Approximationseigenschaft von stetig differenzierbaren Funk-
tionen.

Satz 1.14

Sei Q C R? ein Gebiet. Dann ist C*(Q) N H™?(Q) dicht in H™?(€), d.h.
H™P(Q)-Funktionen lassen sich durch beliebig oft differenzierbare Funktio-
nen approximieren.

(Beweis siche Ubungsaufgaben)

Bemerkung 1.15 (Rechenregeln fiir schwache Ableitungen)
Aufgrund der Tatsache, dass klassisch differenzierbare Funktionen dicht in
H™P(Q) liegen, sieht man leicht ein, dass sich bekannte Rechenregeln fiir
klassische Ableitungen, wie etwa die Produktregel oder die Kettenregel auf
schwache Ableitungen iibertragen.

Ferner sei bemerkt, dass sich auch der Gaufische Integralsatz und die dar-
aus resultierenden Formeln zur partiellen Integration direkt auf entsprechend
schwach differenzierbare Funktionen in H™"(2) iibertragen.
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Da wir uns mit Randwertproblemen befassen wollen, ist es notwendig zu
kldren in welchem Sinne wir bei Sobolevrdumen von Randwerten reden konnen,
da die Funktionen zunéchst nur bis auf Nullmengen definiert sind und der
Rand eines Gebietes eine Nullmenge darstellt, auf der man LP-Funktionen
beliebig abdndern kann. In der folgenden Definition klaren wir zunéchst, was
wir unter 0-Randwerten in schwachem Sinne verstehen wollen.

Definition 1.16 (Schwache Nullrandwerte)
Fir1l < p < oo und m € N definieren wir die Sobolevrdume mit Nullrand-
werten Hy""(Q) durch

Hén’p(Q) — m\ || \H’"#’(sz) .

Zur Definition von schwachen Nullrandwerten machen wir uns also die Ap-
proximation durch klassisch differenzierbaren Funktionen mit Nullrandwerten
zu nutze. Wichtig ist dabei allerdings, dass die Vollstandigkeit nicht verloren
geht. Dies driickt sich in folgenden Satz aus.

Satz 1.17

Fir 1 < p < oo und m € N ist H;""(Q) ein abgeschlossener Teilraum
von H™P(Q). Insbesondere ist also H""(€2) ein Banachraum und die Norm
|- || gme(q) libertragt sich auf Hy""(€2).

Dass aus der Definition von H;""(Q2) tatsichlich folgt, dass solche Funktionen
Randwerte besitzen, driickt der folgende Satz aus.

Satz 1.18 (Spursatz)

Seien 2 C R? ein Lipschitz-Gebiet und 1 < p < oo. Dann gibt es einen
linearen Spur-Operator B : H'?(Q) — LP(99), so dass fiir u € H"(2) N
C(Q) gilt

Bu = u|39.
Insbesondere gilt fiir u € Hy?(Q)

Bu = 0.
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Zuletzt wollen wir noch eine Notation fiir die Dualraume von Sobolevraumen
einfithren.

Definition 1.19 (Dualriume H "7 (Q) )
Fir1 <p,p < oo mit }—1) + ]% =1 bezeichnen wir mit

7o (@) = (Hy (@)

den Dualraum von Hy""(Q). Wir schreiben H™(Q) fiir H-"™%(Q).

Wir fiihren hier die Dualrdume ein, damit es uns moglich sein wird Differen-
tialgleichungen zu betrachten, deren rechte Seite ein Funktional und keine
Funktion ist.

1.2.3 Einbettungssitze und Poincarésche Ungleichung

Ein wichtiges Hilfsmittel zum Verstédndnis und Umgang mit Sobolevraum-
en sind Sobolevsche Einbettungssitze. Solche Sétze sagen z.B. aus, dass
H™P(Q)-Funktionen in H™ 1#"(Q) liegen, falls p, p* geeignet gewiihlt werden.
AuBlerdem kann gezeigt werden, dass fiir hinreichend grofie m,p H"™P?(£2)-
Funktionen sogar klassisch differenzierbar sind. Auch bei den Sobolevschen
Einbettungsséitzen werden wir keine Beweise angeben und verweisen z.B. auf

[Alt92, Sitze 8.7 und 8.8].

Satz 1.20 (1. Sobolevscher Einbettungssatz)
Seien © C RY ein Gebiet (offen und beschrinkt) und m; > mq, my, ms € Ny,
p1, P2 € [1,00). Dann gilt:
mi,p1 m2,p2 d d
H"PH Q) — Hy"™(Q), falls my — — > me — —.
P P2

Insbesondere ist

* d
HI(Q) < LP'(Q), mit p* < ﬁ, falls mp < d

ist. Ist € ein Lipschitz-Gebiet, so gelten die obigen Aussagen auch fiir die
Sobolevraume ohne Nullrandwerte.

Satz 1.21 (2. Sobolevscher Einbettungssatz)
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Seien 0 C R? ein Gebiet und m; > ms, my, my € Ny, p € [1,00). Dann gilt
fir0<a<l1

d
Hy"P(Q) — C™>%(Q), falls my — ) > mg + a.

Ist €2 ein Lipschitz-Gebiet, so gelten die obigen Aussagen auch fiir die Sobolev-
rdume ohne Nullrandwerte.

Beispiel 1.22
In einer Raumdimension (d = 1) sind Funktionen in H'(f2) stetig, denn es

ist 1 — % = % > (0. Fiir d > 1 ist dieser Schluf} nicht m;oglich, da in diesem
Fall 1 — 4 <0 gilt.

Zum Abschluf3 dieses Abschnitts wollen wir nun die sogenannte Poincarésche
Ungleichung angeben und beweisen. Eine nicht unwichtige Folgerung aus die-
ser Ungleichung ist es, dass die Halbnorm |-|1(q) auf Hj(€2) bereits eine Norm
ist.

Satz 1.23 (Poincarésche Ungleichung)
Sei Q C R? ein Gebiet mit Durchmesser D := diam(2) und p € [1, c0). Dann
gibt es eine Konstante ¢, < 2D, so dass fiir alle v € HS P(Q) gilt

HUHLP(Q) < CpHVUHLp(Q)- (1.9)

Beweis: Es reicht die Abschiitzung (1.9) fiir v € C3(2) zu zeigen. Da auf-
grund von Satz 1.14 C}(Q) dicht in H,?(Q) liegt, folgt die Aussage dann
auch fiir Funktionen in H& P(Q), was wir wie folgt einsehen. Sei (v, )men €eine
Folge in C}(Q) mit v := nlll_rgo vy € Hy?(Q) und gelte die Ungleichung (1.9)

fiir Funktionen in C{(£2). Dann folgt

HUmHLP(Q) + va - UHLP(Q)

CPHVUmHLp(Q) + |[om — UHLP(Q)

CPHVUHLP(Q) + ||V (v — U)HLp(Q) + {|om — UHLP(Q)
V[l o) fir m — oo.

10l 2o ()

$OIN A IA

)

4(2) und definiere eine Fortsetzung @ von v auf R? durch

3(z) == { o(z), vEQ

0, sonst

Sei nun also v €
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Sei nun C' > 0 so gewilt, dass gilt Q C [~C,C] x R¥!, dann folgt wegen
v € CHQ;RY) aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

v(x) = / O, 0(8, o, ..., xq)ds.
-C

Damit folgt weiter fiir p, p’ mit % + ]% =1:

p

@l < | / JORCE

< (/ 00,0(s. 22..... 24) 15

-C
C

< (/_Z 10, 0(s, X2, . . . ,xd)\pds>p/p( /_C 1p/ds>p/p/

C
< 20y / 0,505, 29, ., wa)|Pdls.
_c

Integration dieser Gleichung iiber z; liefert dann

C C
/ |6(2)[Pday < (2027 / |00, 3(s, 9, . . ., 4)[Pds.
e —C
Integration iiber die Richtungen x,, ..., x4 ergibt schliefllich

ola)pds < 2091 [ 10y, 5(0)da

Rd Rd

und somit folgt aufgrund der Definition von o mit p/p' +1 =p

(L\v(x)\pdx>l/p < 20(/Q|3xlv(m)lpdx)1/p,

Die Behauptung folgt durch analoges vorgehen fiir die partiellen Ableitungen
in die Richtungen 9 bis x4. .
Der Beweis der Poincarésche Ungleichung zeigt die Abhéngigkeit der Kon-
stanten ¢, von ). Weitaus schwieriger ist es fiir bestimmte Geometrieklassen
von Gebieten (2 optimale Konstanten ¢, zu bestimmen. Man kann zeigen, dass
die optimale Poincaré-Konstante der Kehrwert des kleinsten Eigenwertes des
Laplaceoperators —A mit homogenen Dirichletrandwerten ist.

Wir haben nun alle funktionalanalytischen Grundlagen vorbereitet, um uns
wieder der Analysis von elliptischen Randwertproblemen zuzuwenden.
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1.3 Variationsformulierung elliptischer Randwertpro-
bleme

Wir wollen nun von schwachen Ableitungen und Sobolevraumen gebrauch
machen, um die Definition von klassischen Losungen elliptischer Differenti-
algleichungen zu verallgemeinern. Dazu betrachten wir zunéchst das Rand-
wertproblem fiir die Poisson-Gleichung (1.1),(1.2).

Definition 1.24 (Schwache Formulierung des Poisson-Problems)
Seien Q0 ein Lipschitz-Gebiet und f € L*(Q) gegeben. Eine Funktion
u € HF(Q) heift schwache Lésung des Randwertproblem fiir die Poisson
Gleichung (1.1), (1.2), falls fiir alle Testfunktionen o € Hy () gilt

/QVu(:L‘) -V(x)dr = /Qf(x)cp(a;)dx

Satz 1.25 (Variationsprinzip)
Seien (2 ein Lipschitz-Gebiet und f € L?(2) gegeben. Dann sind fquivalent:
i) u e H}(Q) ist schwache Losung des Randwertproblem fiir die Poisson-
Gleichung.

ii) Es gilt

u = arg Uergér(lm I(v)

wobei das Energiefunktional 7 : X — R gegeben ist durch

1
I(v) = §|U|§{1(Q) — (f,v).

Dabei bezeichnet (-,-) das L?-Skalarprodukt.

Beweis: (Siche Ubungsaufgabe)

Satz 1.26 (Existenz und Eindeutigkeit von Losungen)
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Seien  ein Lipschitz-Gebiet und f € L*(€2). Dann existiert genau eine schwa-
che Losung v € HY(Q) des Randwertproblem fiir die Poisson-Gleichung.

Beweis: Der Beweis folgt aus dem Rieszschen Darstellungssatz, denn durch

wird aufgrund der Poincarésche Ungleichung ein Skalarprodukt auf dem Hil-
bertraum Hg () definiert. AuBerdem wird fiir f € L*(Q) durch

- / f(2)p(z)ds

ein Funktional F € H;'(Q) definiert, da gilt:

Hy(Q) € L*(Q) = (L*(Q)) € Hy ' (9).

Analog zur schwachen Formulierung des Poisson Problems wollen wir nun
auch die schwache Losung eines allgemeinen linearen elliptischen Problems
in Divergenzform definieren.
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Definition 1.27 (Schwache Formulierung von elliptischen Differen-

tialgleichungen in Divergenzform)
Seien Q ein Lipschitz-Gebiet, X = HY(Q) und f € X' = Hy'(Q). Seien
weiter folgende Datenfunktionen gegeben

A= (aij)gjzl e L>(8Q; RdXd), a = (ai)gzl e L>(Q; Rd),
b= (b)) € L®(Q RY), c € L*(%R),

wobei die sogenannte L-Bedingung erfillt sei, d.h. es gibt eine Konstante
a >0, so dass fiir alle ¢ € R? und alle x € R gilt

(A(@)€,€) + (a(z)x, &) + (b(x),€x) + c(x)x® > all¢|]*  Va € R (1.10)

Mit Hilfe der Datenfunktionen definieren wir eine Bilinearform B : X x X —
R durch

B(u,v) = /QA(x)Vu(x) -Vu(z) 4+ a(z)u(x) - Vo(z)
+b(z) - Vu(z)v(z) + c(x)u(z)v(z)dr.

Dann heifit u € HL(Q) schwache Lisung des Randwertproblems in Divergenz-
form (1.3), (1.4), falls fiir alle Testfunktionen @ € H(Q) gilt

B(u,¢) = f(p). (1.11)

Satz 1.28

Unter den Voraussetzungen aus Definition 1.27 gibt es genau eine schwache
Losung u € H}(2) des Randwertproblems in Divergenzform (1.11).

Beweis: Zum Beweis deises Satzes miissen wir zeigen, dass die Vorausset-
zungen des Satz von Lax-Milgram erfiillt sind. Wir miissen also zeigen, dass
die Bilinearform B stetig und koerziv ist.

Stetigkeit von B:
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Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt

B(u,v) = /QA(:I;)Vu(x) -Vo(z) + a(z)u(z) - Vo(x)

+b(z) - Vu(z)v(z) + c(x)u(z)v(r)de
< Al IVull [[Voll + flallo flull [[V0]]

H[blloo IVull [0]] +[leflo [l ol

< a HUHH1(Q) HUHHl(Q)’

wobei hier stets ||-|| die L?>-Norm bezeichne und fiir die Stetigkeitskonstante
C1 gilt

1 = [| Al + llall + bl +llell-

Koerzivitit von B:
Aufgrund der L-Bedingungen (1.10) folgt:

B(u,u) = /QA(x)|Vu(x)\2 + a(x)u(x) - Vu(x)

+b(x) - Vu(z)u(x) + co(z)|u(z)*dz
> of [V’

Mit der Poincaré Ungleichung folgt weiter

5 «
B(u,u) > of[Vu|| > 1+C}27HUHH1(Q)7

so dass die Koerzivitdt mit ¢y = 17 gezeigt ist. Mit dem Satz von Lax-
P
Milgram folgt nun die Behauptung.

Bemerkung 1.29 (Reduktion auf Nullrandwerte)

Zur Betrachtung von allgemeinen Dirichletrandwerten, kann man wie folgt
vorgehen.

Seien gp € HY(Q) und f € L?(Q2). Dann ist u € H'(Q) schwache Lsung von

—Au = fin €, u = gp auf 00,
wenn gilt @ :=u — gp € H} () und fiir alle p € H}(Q)

(Vu, Vo) = (f,¢). (1.12)
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Dabei ist zu bemerken, dass mit der Definition von @ (1.12) dquivalent ist zu

(Vi, Vo) = (f,¢) — (Vgp, Vo).

Die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung folgt nun durch die Einschicht,
dass durch f(¢) = (f,¢) — (Vgp, Vo) ein Element f € H; () definiert
wird.

1.4 Regularitit fiir elliptische Randwertprobleme

Wie man in einer Raumdimension unmittelbar einsieht, haben elliptische Dif-
ferentialgleichungen einen sogenannten regularisierenden Effekt. Betrachtet
man z.B. in einer Raumdimension die Differentialgleichung

u'(z) = f(x)

mit einer stetigen Funktion f, so folgt mit Hilfe des Hauptsatzes der Differential-
und Integralrechnung, dass bereits © € C? gelten mufl. In mehreren Raum-
dimensionen gilt diese Aussage jedoch nicht mehr, wenn man u” durch Au
ersetzt. Vielmehr kann man unter geeigneten Voraussetzungen zeigen, dass
aus f € C%(Q),a > 0 folgt, dass u € C?%(Q) ist. Da wir uns im Kontext
von Finite Elemente Verfahren mit schwachen Losungen beschéftigen, wollen
wir an dieser Stelle ein Regularitétsresultat in Sobolevraumen angeben.

Satz 1.30 (Satz von Friedrich)

Seien ) ein Gebiet mit glatten Rand (es gelte mindestens 9Q € C?), oder
ein konvexe Lipschitz-Gebiet und f € L?*(2). Dann gilt fiir die schwache
Losungen u € H}(Q) des Poisson Problems (1.1), (1.2)

u € H*(Q)
und es gibt eine Konstante C' > 0, so dass folgende Abschétzung gilt

|l ) < CIIFII-

(Einen Beweis fiir glatte Gebiete findet man z.B. in [Alt92].)

Bemerkung 1.31



36 KAPITEL 1. THEORIE FUR ELLIPTISCHE RANDWERTPROBLEME

Betrachtet man nicht konvexe Lipschitz-Gebiete, so geht i.A. der regulari-
sierende Effekt von elliptischen Differentialgleichungen verloren. Ein Beispiel
hierfiir wird in den Ubungsaufgaben diskutiert.



Kapitel 2

Finite Elemente Verfahren fiir
elliptische Differentialgleichungen

In diesem Kapitel werden wir uns mit der Approximation von elliptischen
Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit Hilfe der Finiten Elemente Me-
thode (FEM) beschéftigen. Da die Finite Elemente Verfahren ein Spezialfall
der allgemeineren Ritz-Galerkin Verfahren darstellen, wollen wir uns im fol-
genden Abschnitt zunéchst Ritz-Galerkin Verfahren einfiihren und eine ab-
strakte Fehlerabschétzung beweisen.

2.1 Ritz-Galerkin Verfahren und abstrakte Fehlerabschéitzung

Wie durch Kapitel 2 motiviert, wollen wir uns in diesem Abschnitt mit der
Approximation von Variationsproblemen beschiéftigen, die die Voraussetzun-
gen des Satzes von Lax-Milgram erfiillen.

Definition 2.1 (Variationsproblem)

Seien X ein reeller Hilbertraum, B : X X X — R eine stetige und koerzive Bi-
linearform mit Stetigkeitsmodul ¢, und Koerzivititskonstante ¢y und f € X',
Dann bezeichnen wir mit w € X die eindeutige Losung des Variationspro-
blems

B(u,¢) = f(p), VpeX. (2.1)

37
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Definition 2.2 (Ritz-Galerkin Verfahren)
Seien X, B wie in Definition 2.1 und X, C X ein Teilraum. Dann ist die
Ritz-Galerkin Approzimation uy, € X;, definiert durch

B(uha Sph) - f(gph)a vsph S Xh-

Bemerkung 2.3

Die Existenz und Eindeutigkeit von u und wu; folgen unmittelbar aus dem
Satz von Lax-Milgram 1.5, da der Teilraum X} wieder ein Hilbertraum mit
dem aus X geerbten Skalarprodukt ist.

Satz 2.4 (Abstrakte Fehlerabschitzung / Lemma von Cea)
Seien X, Xj, B, u und wu;, wie in den Definition 2.1, 2.2 definiert. Dann gilt
die abstrakte Fehlerabschéatzung

1 .
= wnlly < inf lu—onllx

AuBlerdem gilt die Galerkin-Orthogonalitét
B(u—up,vp) =0 Vo, € X,

Beweis: Wir zeigen zunéchst die Galerkin-Orthogonalitat. Dazu sei v, € X,
und es folgt, mit X;, C X

B(u — up,vn) = B(u,vp) — B(up,vn) = f(vn) — f(vn) = 0.
Mit der Stetigkeit und Koerzivitdt von B folgt nun weiter

collu —upl)x < Bu—up,u—up) = Blu —up, u — vp)

< allu—up||x|lu — vnl| x-

Nach Division mit ||u — uy||y folgt die Behauptung, indem wir auf beiden

Seiten zum Infimum iibergehen.

Bemerkung 2.5

Die abstrakte Fehlerabschétzung zeigt, dass der Fehler zwischen Ritz-Galerkin
Approximation und exakter Losung abgeschéitzt werden kann durch die Be-
stapproximation in dem Teilraum X,. Die weitere numerische Analysis beruht
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somit allein auf der Approximationstheorie.

Beispiel 2.6 (Moégliche Wahl von Teilrdumen)
Betrachten wir konkret ein elliptisches Problem in Divergenzform, d.h. X =
HY(Q) auf einem Gebiet Q C R? so sind neben den Finite Elemente Ver-
fahren, die wir im néchsten Abschnitt betrachten wollen, vor allem folgende
Wahlen von Teilrdumen gebréuchlich:
e Polynomriume Xj, := P*"(Q) N {v, € C°(Q)| vy = 0 auf 90}, wobei
PE()(Q) der Raum der Polynome mit Grad < k(h) iiber  sind. Die
zugehorigen Verfahren nennt man Spektralverfahren.

o X, :=span{w; € X|Lu; = Nu;,i=1,...,k(h)}, wobei u; die i-te Eigen-
funktion des zugrundeliegenden Differentialoperators L ist.

e X;, = span{u; € X|Au; = Nu;,i = 1,...,k(h)}, wobei u; die i-te
Eigenfunktion des Laplace-Operators A ist.

Folgerung 2.7 (Matrix-Vektor Form von Ritz-Galerkin Verfahren)
Seien X, X}, B,u und u; wie in den Definition 2.1, 2.2 definiert und sei
zudem X, endlichdimensional mit Dimension N(h) := dim(X}). Ist dann
O = {p1,...,on(h)} eine Basis von X so folgt mit der Darstellung uy, =
Zf\i(lh ) U,ip; aus der Definition von uy:

N(h)
B(Y Uipgi) = flg;), Vi=1,...,N(h).
=1

Durch Ausniitzen der Linearitét von B im 1. Argument folgt weiter
N(h)
Z B(pi, 0))Ui = flp;), Vj=1,...,N(h).

i=1
Definieren wir also die Matrix S € RY*N durch
Sji = B(g&i,gﬁj), VZ,]: 1,,N(h)
und die Vektoren u,f € RY durch
u; = Uz VZ:L,N(h),
fi = f(g@», VZ:L,N(}I),
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so ist uy genau dann Losung des Ritz-Galerkin Verfahrens, wenn u das fol-
gende lineare Gleichungssystem 16st

Su="f.
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2.2 Finite Elemente Verfahren

Finite Elemente Verfahren sind Spezialféille von Ritz-Galerkin Verfahren fiir
eine bestimmte Klasse von Teilrdumen X; C X. Die Konstruktion von X},
im Fall von Finite Elemente Verfahren beruht auf einer Zerlegung des Ge-
bietes €2 in nichtiiberlappende Teilgebiete, die selbst wiederum einfache Geo-
metrische Objekte sind. Die einfachste Klasse von Finiten Elementen sind
Lagrange-Elemente auf simplizialen Gittern. Diese wollen wir im folgenden
Unterabschnitt einfiihren.

2.2.1 Simpliziale Lagrange Elemente

Ziel dieses Abschnitts ist die Konstruktion geeigneter endlichdimensiona-
ler Teilrdume X, die auf einer simplizialen Zerlegung/Triangulaierung des
Gebietes €2 beruhen. In zwei Raumdimensionen besteht das Rechengitter aus
Dreiecken, in drei Raumdimensionen aus Tetraedern. Eingeschrankt auf einen
Simplex wird eine Funktion aus X}, dann ein Polynom mit Grad < k,k € N
sein.
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Definition 2.8 (Simplex)
Seien s € {1,...,d} und ay, .. .a, € R? Punkte, so dass (a; —ag)j=1,. s linear
unabhdngig sind. Dann heifSt

T = {CII ERd‘ SC:Z)\Z'CLZ',O < /\L,Z)\Z = 1}
i=0 i=0

nicht degeneriertes s-dimensionales Simplex im RY.
Die Punkte ay,...as heiffen Ecken des Simplex. Ist r € {1,...,s} und
ag, ... a, € {ag,...as}, so heifft

=0 1=0

r-dimensionales Seitensimplex von T. Die eindimensionalen Seitensimplexe
heiflen Kanten, die nulldimensionalen Ecken und die s — 1 dimensionalen
Fldichen.

Wair bezeichnen mit Ty den Stmplexr zu den Punkten ag = 0,a; = e;,1 =
1,...,d. Ty heifst d-dimensionaler Finheitssimplex.

Der Durchmesser von T ist gegeben durch

WT) = diam(T) = max |a; — a;.

i,5=1

Mit p(T) := 2sup{R| Bgr(zo) C T} bezeichnen wir den Innenkugeldurchmes-

ser von T und mit o(T) = % den Quotienten aus h und p.

Bemerkung 2.9

Im R? ist ein zweidimensionales Simplex das Dreieck mit den Ecken ay, a1, as,
im IR? ist ein dreidimensionales Simplex der Tetraeder mit den Ecken ag, a1, as, as,
sechs eindimensionalen und vier zweidimensionalen Seitensimplexen. Ein s-
s+ 1
r+1
Die Groen Ag, ..., As € [0, 1] sind Koordinaten, die dem Simplex besonders
gut angepaflt sind.

dimensionales Simplex besitzt ( ) r-dimensionale Seitensimplexe.
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Definition 2.10 (Baryzentrische Koordinaten)
Die baryzentrischen Koordinaten Xy, ..., As € [0,1] eines Punktes x € T des
s-dimenstonalen Simplex T sind die Lisung des linearen Gleichungssystems

S

1=0

i=0
Der Schwerpunkt x5 von T st definiert durch

S

1 -
s ::S—klzai

1=0

und hat die baryzentrischen Koordinaten \; = 5%1

Fiir die Eckpunkte a; von T sind die baryzentrischen Koordinaten gegeben
durch A\, = 1,\; = 0,17 # k.

Lemma 2.11 (Referenzabbildung)

Sei Tj das Einheitssimplex im R?. Dann ist jedes s-dimensionale Simplex T'
affin dquivalent zu Tj. Die eindeutige affine Abbildung F' : Ty — T, F(x) =
Ax +b, A € R b € R®, detA # 0 mit F(e;) = aj, 7 = 0,...,s heifit
Referenzabbildung. F'ist invertierbar und es gelten die Abschétzungen

h(T)

IVF|| = HAlIS—p(TO),

g a1y M)
H(VET)|| = [|[A7]] < ST

cp(T)’ < |det(VF)| = |detA| < Ch(T)’.

Beweis: Zunichst sehen wir ein, dass {e;|j = 1,...,s} und {a; — aglj =
1,...,s} zwei Basen des R sind. Definieren wir dann die Matrix A als Basi-
stransformation

Aej=a; —ag, j=1,...,s,

so ist die Referenzabbildung F' gegeben durch F(x) = Ax + ay.
Fiir die weiteren Aussagen verweisen wir auf die Ubungsaufgaben.
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Abbildung 2.1: Lineares Lagrange Element.

Definition 2.12 (Zulissige Triangulierung)
Sei Q C R? ein Gebiet und

Tn:={T;| j =1,...m, T} ist d-dimensionaler Simplex im R"}.
Ty heif$it zuldssige Triangulierung der Feinheit h und Giite p von Q2 falls gilt
e ()= Ui, 15, o) = UTZITJ-, wober die TJ Flichen der Simplexe T} sind.

o Fliir je zwei Ty, Ty € T, mit S := Ty NTy gilt: S =0 oder S ist (d — k)-
dimensionales Seitensimplex von Ty und Ty fir ein k € {0,...,d}.

Zur Definition von Finite Elemente Rdumen basierend auf einer Triangulie-
rung 7, miissen wir nun lediglich lokale Funktionenrdume auf den Simplexen
T € T, angeben und festlegen, wie solche lokalen Funktionen global zusam-
mengesetzt werden. Ein Tripel bestehend aus einem geometrischen Objekt T,
einer lokalen Basis ® und lokalen Freiheitsgraden N wollen wir im folgenden
Element nennen.

Definition 2.13 (Lineares simpliziales Lagrange Element)

Sei T C R? ein d-dimensionaler Simplex. Sei N == {a;|i = 0, ...d} die Menge
der Ecken von T'. Dann ist durch die Angabe von Werten in den Punkten
a; € N eindeutig eine lineare Funktion p € PYT) definiert. Durch ® :=
{pilpi(a;) = dix,i,k = 0,...,d} ist eine nodale Basis von PY(T}) gegeben.
Wir nennen das Tripel (T, ®,N') lineares simpliziales Lagrange Element.
Die Basisfunktionen p; € ® werden Formfunktionen oder vm FEnglischen sha-
pe functions genannt und N ist die Menge der nodale Variablen.
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Bemerkung 2.14

Zur Wohldefiniertheit des linearen simplizialen Lagrange Elements miissen
wir einsehen, dass die Basis ® von P}(T") durch die Bedingungen ;(a;) =
Oir, i,k = 0,...,d eindeutig bestimmt ist. Eine Funktion u, € P!Y(T) hat
die Form uy(x) = ap + Z?Zl a;x;. Somit ist ¢;(ar) = i,k = 0,...,d ein
lineares Gleichungssystem mit d+ 1 Gleichungen und d+1 Unbekannten. Die
eindeutige Losbarkeit folgt also, wenn wir eine Losung angeben kénnen. Dies
kann auf einfache Weise mit Hilfe der baryzentrischen Koordinaten erreicht
werden. Seien dazu A := {)g, ..., A1} die baryzentrischen Koordinaten eines
Punktes x € T'. Dann setzen wir

pi(r) = @i(z(X) = D 0ijA;.

M-

Jj=0

Die Behauptung folgt dann aus der Eigenschaft, dass fiir A = e, € R
gilt ar = x(epy1):

d
vi(ar) = vi(x(ex+1)) Z% Chtl)j+1 = Z%&k Oik-
7=0 7=0

Beispiel 2.15 (Lineares Lagrange Element fiir d = 2)
Sei d = 2. Wir betrachten das Einheitsdreieck Tj mit Eckpunkten (0, 0), (1,0)
und (0, 1). Die Formfunktionen sind dann gegeben durch

po(z,y) = 1—x—y,
951 (l’,y) = &,
pa(m,y) = .
Sind p(Ny), p(N1), (NQ) Funktionswerte einer linearen Funktion p € PY(Tp)

in den Eckpunkten Ny := (0,0), Ny := (1,0) und N3 := (0, 1), so ist p gegeben
durch

:ZﬂN ;

Fiir ein beliebiges Dreieck 7" C R? erhilt man das lineare Lagrange Element
mit Hilfe der Referenzabbildung F': Ty — T (vgl. Lemma 2.11), wie wir wie
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folgt einsehen. Wir definieren die Formfunktionen ;,7 = 0, 1,2 durch

Spl(x7y) = @Z(F_l(xvy))

Da F eine affine Abbildung ist, folgt ¢ € PY(Tp). AuBerdem gilt fiir die
Eckpunkte ag, aq,as von T nach der Definition der Referenzabbildung

vi(a;) = ¢i(Fa))) = ¢i(N;) = i, 4,7 =0,1,2.

Sind also p(ag), p(a1), p(az) Funktionswerte einer linearen Funktion p € PY(T)
in den Eckpunkten ag, a; und as, so ist p gegeben durch

2

p(x,y) =D plai)ei(x,y).

1=0

Bemerkung 2.16

Das Beispiel 2.14 zeigt, dass es ausreicht ein Finites Element auf einer Refe-
renzgeometrie zu definieren. Durch die Referenzabbildung erhéilt man dann
die entsprechende Klasse von Elementen auf beliebigen Geometrien im Raum.

Ein Finites Element legt lediglich einen lokalen Funktionenraum auf einem
Simplex T fest. Um zu einem Unterraum von Hj(§2) zu gelangen, miissen wir
zusatzlich festlegen auf welche Weise die lokalen Funktionen global zusam-
mengesetzt werden. Dies geschieht in der folgenden Definition.
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Definition 2.17 (Linearer Finite Elemente Raum Sj)
i) Sei Q C RY und Tj, eine zulissige Triangulierung von Q. Wir definieren
den Raum der linearen Finite Elemente auf simplizialen Gittern S} durch

S}={v, € CUQ)| vplr € PHT), T € Tp}.

i) Sindaj,j=1,...,N die Ecken der Triangulierung Ty, so ist eine Funktion
vy, € S} durch die Vorgabe von Funktionswerten in den Ecken vy,(a;) eindeutig

definiert. Insbesondere gilt dim(S;) = N.
Eine Basis von S%/ 1st durch die Funktionen

p; € S;ll,@l(a» = 5@', Z,] = 1, .. .,N

gegeben. Diese Basis heifit Knotenbasis.
iir) Ist (Ty, @, N) das lineare Lagrange Element auf dem Einheitssimplex Ty
und vy, € S} gegeben durch

so gilt fiir beliebige Stmplexe T € T, mit Ecken ag, ..., aq

d

Uh‘T(LL‘) = th,(ai)ﬁi(Fil(x))a

1=1

wobei F : Ty — T die Referenzabbildung und ¢; € ® die Formfunktionen des
Referenzelements Ty sind.

Bemerkung 2.18

Um zu zeigen, dass die obige Definition Sinn macht, stellen wir zunéchst fest,
dass vi|r € PY(T) durch die Vorgabe von Werten in den Eckpunkten der Tri-
angulierung wohldefiniert ist. Zu zeigen ist dann noch die globale Stetigkeit
von vy,. Dies folgt jedoch direkt daraus, dass fiir zwei Siplmexe 17,75 € T, mit
einer gemeinsamen Fliche S = T NTy gilt vp|s € P1(S). Analog zum ersten
Teil folgt, dass v,|g durch die Vorgabe von Werten in den Eckpunkten der
Triangulierung eindeutig bestimmt ist, was wiederum v, € C°(Q) impliziert.



48 KAPITEL 2. FINITE ELEMENTE VERFAHREN

Abbildung 2.2: Kubisches Lagrange Element.

Definition 2.19 (Lineares Finite Elemente Verfahren)

Sei Q C R und T, eine zulissige Triangulierung von €. Seien X = H ()
und Xy = S}, = St N{v € CUQ)|v =0 auf IN}. Weiter seien eine stetige
und koerzive Bz’linearform B: X xX — R und ein f € X' gegeben.

Dann st X, C X ein Teilraum und up, € Xy, heifst Losung des linearen Finite
FElemente Verfahrens fiir das Variationsproblem (2.1), falls gilt

B(up,vp) = f(vy), Yoy € X

Nach der Diskussion linearer Lagrange Elemente, wollen wir nun allgemeine
Lagrange Elemente k-ter Ordnung definieren. Dabei werden wir auf Bewei-

se der Wohldefiniertheit verzichten und verweisen hierfiir auf die Literatur
[Bra97, BS08, Cia87, Sch91].

Definition 2.20 (Allgemeines Lagrange Element)

Sei T C RY ein d-dimensionaler Simplex. Wir definieren auf T das sogenann-
te Lagrange Gitter k-ter Ordnung Gi(T) durch

d d
m
Gu(T) ={z = Naj|\; € {7Im=0,....k},0< A YA =1}
j=0 j=0

Die Anzahl der Punkte in Gi(T) ist gi, == ( d Z g ) Durch die Angabe von

Werten p(N;) in den Punkten N; € N := Gi(T), i = 1,..., g, ist eindeutig
eine Funktion p € P*(T) definiert. Durch ® = {p;|0;(Ny) = 6, i,k =
0,...,gx} ist eine nodale Basis des Raumes P*(T;) gegeben. Wir nennen das
Tripel (T, ®,N) simpliziales Lagrange Element von Grad k.
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Definition 2.21 (Lagrange Finite Elemente Raum S)
i) Sei Q C RY und Tj, eine zulissige Triangulierung von Q. Wir definieren
den Raum der Lagrange Finite Elemente auf simplizialen Gittern SF durch

SF = {v, € CUQ)| vyl € PKT), T € Ty}
it) Wir definieren das Lagrange-Gitter k-ter Ordnung G (Ty) durch
Ge(Th) ={z;lj=1,....N} := | ] Gi(T).
TeTh

Sindz;,7=1,...,N die Punkte des Lagrange-Gitters der Triangulierung Tp,
so ist eine Funktion v, € S¥ durch die Vorgabe von Funktionswerten vy(Z;)
eindeutig definiert. Eine Basis von S¥ ist durch folgende Funktionen gegeben

@iESﬁ,@i(fﬂ:&j, i,j=1,...,N

iii) Ist (Ty, ®, N) das Lagrange Element k-ter Ordnung auf dem Einheitssim-
plex Ty und vy, € S;f gegeben durch

up(z) = Z v (Zi)pi(),

so gilt fir beliebige Simplexe T € Ty, mit Punkten x; € Gy (T)

9k

onlr(x) = Y o) @i(F~ (),

1=1

wobei F : Ty — T die Referenzabbildung und p; € P die Formfunktionen des
Lagrange-Referenzelements k-ter Ordnung sind.
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2.2.2 Verallgemeinerung und weitere gebriuchliche Elemente

Im letzten Abschnitt haben wir Lagrange Elemente auf simplizialen Git-
tern betrachtet. Im Folgenden wollen wir zunédchst die Definition eines Fini-
ten Elements verallgemeinern und schliefSlich weitere gebrduchliche Elemente
einfiihren.

Definition 2.22 (Finites Element)
Seien

(i) T C R? eine beschrinkte, abgeschlosse Teilmenge mit nicht leerem In-
neren und Lipschitz-Rand, die FElement-Geometrie,

(1i) ® = {@1,..., 0k} linear unabhingige Funktionen auf T, die Formfunk-

tionen und P := span® der zugehorige diskrete Funktionenraum mit
dim(P) = k,

(iit) N := {Ny,..., Ny} einen Basis von P’, die Menge der lokalen Frei-
heitsgrade.

Dann heifit das Tripel (T, ®,N') Finites Element.

Die lokalen Freiheitsgrade N heifsen nodale Variablen und die Formfunktio-
nen ® nodale Basis, falls fir allei,7 =1,...,k gilt

Ni(p;) = 6ij.

Bemerkung 2.23
(i) Durch die Wahl von N als Basis des Dualraums von P verallgemeineren
wir die Definiton eines Finiten Elements aus Abschnitt 2.2.1.

Fiir die Menge von Eckpunkten {a;|i = 1,...,d} aus der Definition des
linearen Lagrange Elements, definieren wir beispielsweise N; € P’ durch

Ni(p) == p(ai), Vp € P.
Dann folgt fiir alle ¢; € ®

Ni(pj) = wjlai) = di;.
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Abbildung 2.3: Kubisches Hermit Element.

(ii) Anstelle von Simplizes kénnen auch andere geometrische Elemente ver-
wendet werden. Auf Rechtecken (d = 2) und Wiirfeln (d = 3) verwendet
man beispielsweise anstelle von linearen Formfunktionen, bi-, b.z.w. tri-
lineare Funktionen. Auf den Einheitsquadern in R? fithrt man allgemein
folgende Funktionenrdume ein

Q! ([0.11 = @ P'(0.1))

Fiir d = 2 haben Polynome p € Q'([0,1]?) also die Form

p(z,y) = a+ bx + cy + dzy.

Die resultierenden Lagrange Finite Elemente Riume werden mit Q% be-
zeichnet.

Bislang haben wir nur H!-Elemente betrachtet, da sich beispielsweise sim-
pliziale Lagrange Elemente global nicht zu Funktionen in H™(£2) mit m > 1
zusammensetzen lassen. Moechte man H™-Elemente fiir m > 1 definieren,
so kommen als Freiheitsgrade nicht nur die Funktionswerte sondern auch die
Werte der Ableitungen einer Funktion in Betracht. Das erste Element, dass in
diese Richtung geht, aber noch kein H?-Element ist, ist das kubische Hermit
Element.
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N/ '

Abbildung 2.4: Agyris Element.

Definition 2.24 (Kubisches Hermit Element auf Dreiecken)

Sei T C R? ein Dreieck. Sei {a;|i = 0,...2} die Menge der Ecken von T
und xg der Schwerpunkt von T. Dann ist durch die Angabe von Werten
pla;),Vpla;),i = 0,...d und p(zs) eindeutig ein Polynom p € P*(T) defi-
niert.

Die Menge der lokalen Freiheitsqrade N ist gegeben durch

pla;), 1=0,...,2
Ni<p> = 8j (CL/L‘), 1=37,...,3] + 2,
p(xs), 1=09.

Durch @ := {p;|Ni(p;) = 8;5,i,7 = 0,...,2} ist eine nodale Basis von P3(T)
eindeutig definiert. Das Tripel (T, ®,N') heifit kubisches Hermit Element.

Als nichstes Element geben wir als ein echtes H2-Element das Agyris Element
an.

Definition 2.25 (Agyris Element auf Dreiecken)

Sei T'C R? ein Dreieck. Seien {a;|i = 0,...2} die Menge der Ecken von T,
{b;|li = 0,...2} die Mittelpunkte der Kanten von T und xs der Schwerpunkt
von T. Dann ist durch die Angabe von Werten p(a;),Vp(a;), V*p(a;) und
Vp(bi) - ni, i = 0,...d eindeutig ein Polynom p € P5(T) definiert. Dabei ist
n; die duflere Normale and die i-te Kante von T
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2.3 Approximationssitze und Fehlerabschitzungen

In Abschnitt 2.1 haben wir gesehen, dass fiir Ritz-Galerkin Verfahren und
somit auch fiir Finite Elemente Verfahren die abstrakte Fehlerabschétzung

1 .
- <= inf [Ju— |y
[lu =l < 7 inf e =il

gilt, wobei X, X}, B, u und u;, wie in den Definition 2.1, 2.2 definiert sind. Ist
Xp,=S5 ;‘;,O der Lagrange Finite Elemente Raum, so konnen wir fiir Funktionen
u € H™(Q), falls m hinreichend grof} ist, einen Interpolationsoperator I, :
H™(Q) — Sy, definieren. Aus der abstrakte Fehlerabschétzung erha;ten wir
dann

C1
|m—umxsgﬂu—mwmx

Um also zu einer Fehlerabschiatzung fiir Lagrange Finite Elemente Verfah-
ren zu kommen, benotigen wir eine Abschéitzung fiir den Interpolationsfehler

[lu— In(w)]lx-
2.3.1 Interpolationabschéitzungen

Sei X ein Sobolevraum, X; C X ein Finite Elemente Raum und I; €
L(X, X},) ein Interpolationsoperator. Ist u € X, so sind wir an Fehlerabschétzun-
gen der Form

lu = In(w)][x < Ch"

mit einer moglichst kleinen Konstante C' > 0 und einem moglichst grofien
Exponenten v > 0 interessiert.

Da Finite Elemente Rdume X, lokal durch Funktionenrdume auf den Ele-
mentgeometrien festgelegt sind, werden wir zur Herleitung von Interpolatio-
nabschétzungen zunéchst lokale Approximationseigenschaften von Interpo-
lationsoperatoren untersuchen. Dies geschieht mit Hilfe eines Skalierungsar-
guments (Transformation auf ein Referenzelement) und einer entsprechen-
den Abschéitzung auf dem Referenzelement. Um dabei optimale Potenzen
der Gitterweite h zu erhalten, diirfen nur héchste Ableitungen in der Norm
vorkommen. Dies erreicht man durch sukzessives Anwenden der Poincaré Un-
gleichung fiir H%P-Funktionen mit Mittelwert Null.
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Satz 2.26 (Poincaré Ungleichung mit Mittelwert Null)
Seien ) C RY ein konvexes Lipschitzgebiet, u € H™P(Q) und gelte

/Do‘u:O, Via| =0,...m — 1.
0

Dann existiert eine Konstante C' > 0, die nur von €2, m und p abhéngt, so
dass gilt

HuHHm’p(Q) < C|U|Hm,p(Q).

(ohne Beweis)

Lemma 2.27
Zu u € HFP(Q) gibt es genau ein Polynom p € P*(Q), so dass gilt

/Da(u—p):0, Vlia| =0,...k.
0

Beweis: Ein Polynom p € P¥(Q2) hat die Form

Wie miissen also zeigen, dass das lineare Gleichungssystem

k
Z 05/D“a:5dx:/Dau(x)dx
0 0

|8]=0

fiir die Unbekannten ¢’ |3 = 0,...% eindeutig 16sbar ist. Da die Anzahl
der Gleichungen gleich der Anzahl der Unbekannten ist, reicht es aus die
Eindeutigkeit der Losung zu zeigen. Sei also

k
Zcﬁ/D“ajﬁdx:O, V| =0,...k
Bl=0 7

so folgt

/Do‘p:(), Vie| =0,...k
0
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und dies ist nur dann erfiillt, wenn p = 0 gilt. -

Satz 2.26 und Lemma 2.27 zusammen fiihren zu folgendem Satz.

Satz 2.28
Seien ) C R? ein konvexes Lipschitzgebiet und & € N. Dann gibt es eine
Konstante C' > 0, so dass fiir alle u € H*1P(Q) /P*(Q) gilt

||UHH/<+LP(Q)/PIC(Q) < C‘U|H’“+1’P(Q)’

dabei verwenden wir die Definition

HU||Hk+1,p(Q)/]pk(Q) = pléllpfk ||u - pHHHLP(Q)'

Wir haben nun die Vorbereitungen getroffen, um einen abstrakten Satz zur
Interpolationabschétzungen beweisen zu koénnen. Wir werden diesen Satz
spater zur lokalen Abschétzung auf dem Referenzelement Tj) verwenden.

Satz 2.29 (Variante des Lemmas von Bramble-Hilbert)

Seien 2 C R? ein konvexes Lipschitzgebiet und k, m € Ny, p,q > 1, so dass
E € L(HF'?(Q), H™1(Q))

eine Einbettung ist, die auf Py(€) die Identitét ist. Sei weiter
[ € L(H*(Q), H™(Q))

ein Interpolationsoperator, der P (£2) invariant lat, d.h. es gilt Is = s,Vs €
Pi(£2). Dann gibt es eine Konstante C' > 0, die nur von ||E||,||I||,€, k, m,p
und ¢ abhingt, so dass fiir alle v € H*12(Q) gilt

| E(u) — ](U)HHW‘I(Q) < C‘“‘H’““J’(Q)‘
Beweis: Fir s € Pp(Q) gilt

E(u) = I(w)|| gma) = [E(w) —1(s) +1(s) = I(w)|] gmaqy
= ||E(u—s) _I<u_S>HH"NI(Q)

UEN + [HIDIw = sl greq)

(IEN =+ Dl [ e @) o)
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Mit Satz 2.28 folgt dann die Behauptung.

Im folgenden Satz wollen wir als Vorbereitung von Interpolationsabschéitzun-
gen auf beliebigen Elementgeometrien, das Skalierungsverhalten vom H""P-
Seminormen untersuchen.

Satz 2.30 (Transformationsabschitzungen)

Seien Ty, T C ) offen, beschrinkt und affin dquivalent, d.h. es gebe eine
Abbildung F : Ty — T, v = F(y) = Ay + b mit T = F(Tj). Seien m € Ny
und p € [1,00]. Dann gelten fir v € H™P(T) und v € H"™P(Tj) definiert
durch v(y) := u(F(y)) die Abschéitzungen:

[Vlrmaimy < el A" et Al P ul g,

[ulpmaqry < call A7 et AP ol o).

Beweis: Da C™ dicht in H"™P ist, reicht es aus die Behauptung fiir u €
C™(T)N H™P(T) und v € C™(Ty) N H™P(Th) zu zeigen.

Es gilt nach der Kettenregel mit z = F'(y)

9y,v(y) = Oy, u(F Z@ u(F(y))0y, Fi(y Z@ u(x

Somit folgt
[By,0()] < [JA"Vau(F()|] < [|A]] [[Vau(@)]].
Analog erhélt man
10y, @) < (Al [[V3u()]]
und induktiv beweist man, dass fir Multiindizes a mit |o| = m gilt

Do) < 1A (X (D2u(@)?) < etd.m) 141" Y 1DIu(e)

|B|l=m |B|l=m

Somit folgt fiir die LP-Norm durch Integration und Verwendung der Dreiecks-
ungleichung

D0l gy < e(dym) |AI™ Y ([(Du) © Fllpyq,
|Bl=m
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Weiter folgt mit Substitution
8 8 pg, )"
I(D*w)o Fllpmy = ( [ ID?u(F()Pdy)

1/

— </|D’8u(a:)\p]detA_1]dx) !
T

= |detA|7/?|| D%y

Lr(T)"
Also erhalten wir insgesamt
1/p
olismy = (3 1D
|a]=m
m —1/p B, P L
< cld,m) A" des A (S 1D ullf ) )
|B|l=m
— C(d, m) HA| ‘Tn‘detA‘il/phL Hm,p(T).

Die zweite Abschéitzung folgt analog, indem man die Rollen von u und v
vertauscht und F durch F~! ersetzt. .
Ist Ty der Einheitssimplex und F' die Referenzabbildung auf einen Simplex
T, so erhalten wir mit den Abschétzungen aus Lemma 2.11, folgende Trans-
formationsabschétzungen.

Korollar 2.31 (Transformation von Seminormen auf Simplizes)
Seien T ein d-dimensionaler Simplex, T der zugehorige Einheitssimplex und
F:Ty = T,F(y) = Ay + b die Referenzabbildung (vgl. Lemma 2.11). Ist
dann v € H™P(T) und v € H™P(Ty) definiert durch v(y) := u(F(y)), so
gelten die Abschéatzungen

h(T)
p(To)
h(Ty)
p(T)

0] gma(ry) < Cl(dvmap)( ) (T)_d/p’mHm’”(T)7

p
|l grmpry < Cz(d,mjp)< ) h(T)d/p|U|Hm’P(To)'

Beweis: Die Behautpung folgt aus Satz 2.30 unter Verwendung der Abschétzun-
gen
[A]] < 255 [JA7Y] < 20 ep(T)* < |det(VF)| = |detA| < Ch(T)’

(T,
p(To)’ p(T)
aus Lemma 2.11.

|
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Mit der Transformationsabschiatzung 2.31 und dem Bramble-Hilbert Lem-
ma (Satz 2.29) sind wir nun in der Lage eine lokale Interpolationsfehler-
abschéatzung auf einem Simplex 7' zu beweisen.

Satz 2.32 (Lokale Interpolationsfehlerabschitzung)

Seien T' ein d-dimensionaler Simplex, T der zugehorige Einheitssimplex und
F:Ty— T, F(y) = Ay + b die Referenzabbildung (vgl. Lemma 2.11). Seien
weiter £, m € Ny, p,q > 1, so dass

Ey € L(H(Ty), H™(Tp))
eine Einbettung ist, die auf Py(7}) die Identitét ist. Sei weiter
Iy € L(H"P(Ty), H™(Ty))

ein Interpolationsoperator, der Py (7j) invariant la3t, d.h. es gilt Iysq = so, Vsg €
Pi(Tp). Dann ist durch

Tu:=Iy(uoF)o F!

ein Interpolationsoperator I € L(H**12(T), H™4(T)) definiert und es gilt die
Fehlerabschéatzung

\u — IUJ‘Hm,q(T) S CO(T)m—FIQf h(T)k—’—l_m—i_d(%_%)|U|Hk+1,p(T)

fiir alle w € H*5P(T) mit ¢ = e(k, m, p, q, Ty, || 1o]|)-

Beweis: Die Wohldefiniertheit von [ ist klar aufgrund der Invertierbarkeit
der Referenzabbildung. Sei also u € H*P(T). Dann ist Eu := Ey(uo F) o
F~1 e H™4(T). Durch Anwendung der zweiten Transformationsabschétzung
aus Corollar 2.31 erhalten wir also

h(T; m
B — Tulgrmaqry < of ((zf)))) WYY (Bu — Tu) o Flymamy.  (2.2)
p
Mit der Definition von E und [ folgt weiter
\(Eu - [u) oF Hma(Ty) — ‘Eo(u o F) - I()(U, o F) Hma(Ty) -

Mit dem Bramble-Hilbert Lemma (Satz 2.29) folgt hieraus
|(Eu— Iu)o F

Hm,q(TO) S C‘U, O FlHk+l,P<TO)-
Insgesamt folgt also aus Gleichung (2.2)

h(T m
H'm,q(T) S C<M> h(T)d/q’U @) F‘Hk+1’l’(To)'

Eu— Tu
| p(T)
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Mit der erste Transformationsabschétzung aus Corollar 2.31 erhalten wir wei-
ter

h T() m h T) k+1 »
|Bu — Tulgmar) < 4%) h(T)d/q(ﬁ) ()7 u] sy
h(T>k+1+d/q

= C—p(T)77z+(i/p ]u]Hk+1,p(T)
_ CO_(T)m—Hl(l/p)h(T)k+1—77L+<l(1/q—1/p) ‘U‘HHLP(T)-

- (D)
Dabei ist o(T') = )
Bemerkung 2.33

Verwendet man im Beweis von Satz 2.32, die Identitit |det 4| = L.

W —
|(det(A~1))| 7, so 148t sich die Interpolationsfehlerabschitzung verbessern zu

|u _ ]U|Hm(1(T) < CO_(T)m—dmin{O,(%—%} h(T)k+1_m+d(%_%)|U|H’€+17P(T)-

Die lokale Interpolationsfehlerabschétzung verwendet wir nun, um eine globa-
le Abschéatzung des Interpolationsfehlers auf polygonal berandeten Gebieten
herzuleiten.

Satz 2.34 (Globale Interpolationsfehlerabschéitzung)

Seien Q C R? ein Lipschitzgebiet und 7 ein zulissige Triangulierung auf €.
Weiter sei S ],j der Lagrange Finite Elemente Raum aus Definition 2.21. Gelte
nun p > %l, so ist durch

L€ Sy, Twu(x) =ulx)Ve € Gp(T)

ein Interpolationsoperator I;, € L(H?*?(Q2),SF) definiert, der alle Elemente
vy, € Sﬁ invariant 1a8t. Fiir m € {0,1} und s € Ny mit 0 < s < k gilt die
Interpolationsfehlerabschéatzung

1/p
‘u _ [hu|H2,p(T) < c( Z J(T)mph(T)(s—i—l—m)P‘u Z})Is-',-l,p(T))

TeT,

fiir alle w € H*T1P(Q). Ist o(T) < 0,VT € Ty, so folgt

mhs—|—1—m‘u

\u — Ihu‘HQ,p(T) <co Hst1.p(Q)-



60 KAPITEL 2. FINITE ELEMENTE VERFAHREN

Beweis:  Aufgrund der Voraussetzung an p ist die Einbettung von H*P(2)
nach C°(Q) gegeben und daher der Interpolationsoperator wohldefiniert. Sei
also u € H51P(Q), so gilt

‘,U‘ - Ihu ij_[m,p(Q) — Z ‘,U; - ]hu

TeT,,

p
Hm,p(T) .

Mit der lokalen Abschéitzung aus Bemerkung 2.33, folgt weiter

II)—[TH,,[)(Q) <ec Z O_(T)mp h(T)(k—i-l—TrL)P‘u‘I];S_HJ)(T)_

lu — Ihu

Gilt o(T) < o,VT € Ty, so folgt mit h(T) < h,VT € T;, der zweite Teil der
Behauptung.

O

2.3.2 A priori Fehlerabschitzung fiir Finite Elemente Verfahren

Mit dem Lemma von Cea und der Interpolationsfehlerabschéitzung aus dem
vorherigen Abschnitt haben wir nun alle Werkzeuge zur Hand, um eine A
priori Fehlerabschitzung fiir Lagrange Finite Elemente Verfahren auf simpli-
zialen Gittern beweisen zu koénnen.

Satz 2.35 (A priori Fehlerabschéitzung)

Seien 2 C R?, d < 3 ein Lipschitzgebiet und 7j, eine zulissige Triangulierung
von , so dass die Bedingung o(T) < o,VT € Ty, erfiillt ist. Sei f € L*(Q)
und u € H}(Q) eine Losung des homogenen Dirichletproblems fiir die Pois-
songleichung

/ Vu- Vv = / fv, Yo € Hy*(Q)
Q 9)
und sei fir k € N, up, € S ;‘;0 die Losung des Finite Elemente Verfahrens

/ Vuy, - Vv, = / fun, Yy, € S,]io.
Q Q

Liegt nun v € H*™(Q) fiir ein s € {1,...,k}, so gibt es eine Konstante ¢ > 0,
die nur von d, s, k, o und €2 abhéngt, so dass gilt

Hu — uhHHl(Q) < chs\u Hs+1(Q)-
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Beweis: In Abschnitt 2.1 haben wir gesehen, dass fiir Ritz-Galerkin Ver-
fahren und somit auch fiir Finite Elemente Verfahren die abstrakte Fehler-
abschéatzung

€1 .
— < — inf — :
o= unllx < 2 inf flu =il
gilt, wobei X, X}, B,u und wuj, wie in den Definition 2.1, 2.2 definiert sind.
Insbesondere gilt diese Abschitzung also auch in unserem Fall mit X =
H32(Q) und X; = Silf,o' Sei I, die Lagrange Interpolation aus Satz 2.34, so
folgt weiter

1
HU - UhHHg)(Q) < C_OHU o [huHH(}(Q)-

Fiir p =2,m = 1,d < 3 sind dann alle Voraussetzung des Satzes 2.34 erfiillt
und wir erhalten

1 _
Hu — uhHH&(Q) < C_()CS Omherl 1‘U‘Hs+l(9).

Mit ¢ := %03 o™ folgt dann die Behauptung.

Bemerkung 2.36
(i) Bei der a priori Fehlerabschiatzung mufiten wir voraussetzen, dass die
Losung u der Poissongleichung mindestens in H?(Q) liegt. Nach dem
Satz von Friedrich 1.30 ist dies fiir f € L?(Q2) der Fall, falls Q entweder
ein Gebiet mit glatten Rand (es gelte mindestens 9Q € C?) ist, oder
falls €2 ein konvexes Lipschitzgebiet ist.

(ii) Da die Voraussetzungen des Lemmas von Cea (Satz 2.4) auch fiir allge-
meine elliptische Probleme in Divergenzform (vgl. Definition 1.27) erfiillt
sind, gilt die a priori Fehlerabschatzung aus Satz 2.35 auch, wenn wir
die Poissongleichung durch ein allgemeines elliptisches Problem in Di-
vergenzform ersetzen.

2.3.3 L?>-Fehlerabschitzung und das Lemma von Aubin-Nitsche
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Seien u und uy, wie in Satz 2.35 definiert. Da |[u — up| 12y < [[u — upl| g1 (o)
ist, folgt aus Satz 2.35 auch eine Abschiitzung fiir den L?-Fehler der Form

Hu — UhllLZ(Q) < ch8|u Hs+1(Q)-

Andererseits wissen wir jedoch aufgrund der Interpolationsfehlerabschétzung
aus Satz 2.34, dass fiir den Interpolationsfehler in der L2-Norm gilt

Hu — IhuHLz(Q) < ch8+1|u Hs+1(Q)-

Es stellt sich also die Frage, ob die Fehlerabschitzung bzgl. der L?-Norm
optimal ist und unter welchen Voraussetzungen wir die Fehlerabschitzung

verbessern konnen. Eine Antwort darauf liefert das abstrakte Lemma von
Aubin-Nitsche.

Satz 2.37 (Lemma von Aubin-Nitsche)
Seien X, H Hilbertraume, X; C X ein endlichdimensionaler Teilraum und
gelte die Einbettung

EF: X — H.

Seien B : X x X — R eine stetige (¢;) und koerzive (cy) Bilinearform und f €
X' gegeben. Sind dann u € X und u;, € X, Losungen der Variationsprobleme

Bu,p) = flp), VeeX,
B(un, on) = flen), Vo € Xp,

so gilt

|E(u —up)||g < arllu —upl|y sup
reH\{0} ||7] |H

Dabei ist v, € X zu gegebenem r € H die Losung des dualen (adjungierten)
Problems

B*(UNQO) - (T7E(90))H7 Vo e X,
wobei B*(v,, p) := B(p,v,) die zu B duale Bilinearform ist.

Beweis: Sei r € H gegeben, so definieren wir f durch

flp) == (r, E(¥))n, Vo € X.
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Da

I Il B < VBN Irllgllellx,

folgt f € X' mit ||f||y < ||E|| ||7||y. Da aus der Stetigkeit und Koerzivitit
von B auch die Stetigkeit und Koerzivitdt von B* folgt, existiert dann nach

dem Satz von Lax-Milgram 1.5 genau ein v, € X mit

B*(Um 90) - (TvE(QO))Ha Vo e X.

Wiéhlen wir nun in diesem dualen Problem als Testfunktion ¢ = v —uy, € X,
so erhalten wir unter Verwendung der Galerkin-Orthogonalitét

(r, E(u—wup))g = B*(v,,u—up) = B(u— up, v,
= B(u — up, v, —vp), Yo, € Xp,.

Also folgt mit der Stetigkeit der Bilinearform
(r, E(u —un))u = B(u—un, vy — vp) < crffu — || x|Jor — ol x-
Da dies fiir alle v, € X}, gilt, folgt weiter

(r, B(u —un))m < eillu —upflx inf jo, —opf]x.

Uh h

Da fiir alle [ € H gilt

(7, )|
reH\{0} HTHH

1l =

folgt hieraus die Behauptung
|(r, E(u — up)) a|

|E(u—up)lly = sup
reH\{0} |7 \H
Jnf {fo, —vallx
< cillu—ullx sup ;
reH\{0} H?”HH

Korollar 2.38 (L*-Fehlerabschiitzung)

Seien die Voraussetzungen aus Satz 2.35 erfiillt. Zusétzlich existiere ein Kon-
stante ¢, > 0, so dass fiir alle 7 € L?(2) ein schwache Losung v, € H} () des
dualen Poissonproblems

/ Vo -V, = / Ty, Vo € Hy*(Q)
0 0
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existiert, die H*-regulir ist (v, € H*(Q)) und die folgende uniforme a priori
Abschétzung erfiillt

orll g0y < ellrllr2q)-
Dann gibt es eine Konstante C' > 0, die nicht von A und u abhéngt, so dass

gilt

HU — uh||L2(Q) S C'hs+1|u

Hs+1(Q),
falls u € H*T1(Q) fiir ein s € {1,...,k} ist.

Beweis: Wir wenden das Lemma von Aubin-Nitsche 2.37 an, wobei X =
Hj(Q), H = L*(Q) und X;, = Sy, C Hj(Q) seien und die Bilinearform
B durch die schwache Formulierung der Poissongleichung gegeben sei. Wir
erhalten

inf |[or — | o
h

HE(U_uh)HL‘z 0 §C1Hu—uhHH1 0 Sup
“ D erzany [rlEQ)

Schatzen wir den Approximationsfehler

vig)f(h HUF B Uh‘ |H1(Q)

durch den Interpolationsfehler ab, so erhalten wir mit der Regularitatsabschitzung
fir v,

inf [|v, — UhHHl(Q) |y — ]h(UT’)HHl(Q)

v, €X,
Czhlvr’H‘Z(Q) < ChHUTHHQ(Q)
coch||7|[ 2.

VAN VAN VAN

Zusammen mit der Fehlerabschiatzung aus Satz 2.35 folgt also

HE(U — uh)HL2<Q) S Clcghs‘u Hs+1(Q)CQC*h = Ch5+1|u Hs+1(Q)-

mit C = c1cac3cy. .
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2.4 Randapproximation

In den vorherigen Abschnitten hatten wir stets angenommen, dass 7} eine
zuldssige Triangulierung eines Gebietes @ C R? ist. Diese Annahme impli-
ziert, dass ) polygonal berandet sein muss. Dies ist auf der einen Seite eine
grofle Einschrinkung fiir viele Anwendungen und steht zum anderen im Wi-
derspruch zu der Forderung, dass wir optimale a priori Fehlerabschéatzungen
fiir Finite Elemente Verfahren nur dann erhalten, wenn die exakte Losung u
in H**1(Q) fiir & > 1 liegt. Solche Regularitit ist i.A. nur zu erwarten, wenn
Q) konvex ist, oder glatten Rand hat.

In diesem Abschnitt wollen wir daher die Approximation von Gebieten €2 mit
glattem Rand durch polygonal berandete Gebiete €2, mit einbeziehen.

Als Modellproblem betrachten wir wieder das homogene Dirichletproblem fiir
die Poissongleichung (vgl. auch Definition 1.24)

Definition 2.39 (Zulissige Gebietsapproximation)

Sei Q0 C R? ein Gebiet mit glattem Rand. Dann heifit (Q,,T) zulissige Ge-
bietsapproximation der Feinheit h, falls Ty, zuldssige Triangulierung von €,
mit Feinheit h ist und fir alle Ecken x der Simplexe in Ty, gilt:

xred), =— xe€dll

Insbesondere ist €2, also polygonal berandet, alle Randflichen von €2 sind
Fléchen der Triangulierung 7;, und die Ecken der Triangulierung, die auf dem
Rand von 2, liegen, liegen auch auf dem Rand von ().

Die neu hinzukommenden Schwierigkeiten in der Analyse von Finite Elemen-
te Verfahren unter Beriicksichtigung von Gebietsapproximationen wird klar,
wenn wir uns die Definition solcher Verfahren im Detail anschauen.
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Abbildung 2.5: Glatt berandetes Gebiet 2 mit Gebietsapproximation (£, 7Tp).

Definition 2.40 (Finite Elemente Verfahren mit Randapproximati-
on)

Seien Q C R? ein Gebiet mit glattem Rand und (Q,Ty) zuldssige Gebiets-
approzimation der Feinheit h. Sei X = Hy(Q) und X, := Sy, C Hy(Q)
der Lagrange Finite Elemente Raum mit Nullrandwerten auf Ty. Seien wei-
ter f € L2(Q), f € L2 QU Q) mit flo = f und B : X x X — R,
By, : HY () x H3 () — R definiert durch

B(u,v) = /Vu-Vvdx, Vu,v € Hy(S2),
Q

By(u,v) = Vu - Voudz, Vu,v € Hy (),
Qp

so st die Losung u € X des homogenen Dirichletproblems fiir die Poisonglei-
chung gegeben durch

B(u, ) = (f, ¥)r20); Vo € X.

Die Losung des Finite Elemente Verfahrens mit Randapproximation uy, € Xy,
fiir dieses Problem ist dann gegeben durch

By (un, on) = (f, on)rz@n) Vo € X

Wie wir in der Definition sehen, ist das resultierende Finite Elemente Ver-
fahren nicht konform, d.h. es gilt nicht X; C X! Auflerdem verwenden wir
im Finite Elemente Verfahren eine Bilinearform Bj,, die von der zulédssigen
Gebietsapproximation abhidngt und die rechte Seite f muss durch eine Er-
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weiterung f ersetzt werden.

Zur Vorbereitung einer numerischen Analyse des Finite Elemente Verfahrens
wollen wir uns zunédchst mit grundlegenden Eigenschaften des Randes eines
glatt berandeten Gebietes vertraut machen.

Lemma 2.41 (Distanzfunktion zum Rand)
Sei Q C RY ein Gebiet mit glattem Rand. Dann ist die Distanzfunktion

dist(z,0Q) := inf |z —y|, (z € RY)
y€eofd

global Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante 1 , d.h. dist(-, Q) € C%(R9).

Beweis: Der Rand von ) ist abgeschlossen und beschrankt. Also ist die
Distanzfuntkion dist wohldefiniert. Seien =,y € R? und sei z € 95, so dass
gilt dist(x, 0) = |xr — z|. Dann folgt dist(y,0Q) < |y—z| < |[r—y|+|z— 2| =
|z — y| + dist(x,0Q) und analog dist(z,0Q2) < |z — y| + dist(y, 92). Daher
gilt |dist(z, 02) — dist(y, 0Q)| < |z — y. .

Definition 2.42 (Orientierte Distanzfuntkion)
Fiir ein Gebiet Q C R? definieren wir die orientierte Distanzfunktion durch

d(x) dist(z,00) falls x € RT\ Q
YT —dist(z,09) | falls 2 € Q.

Wir sagen, dass 02 € C* st fir k € N,0 < a < 1, wenn es ein § > 0 gibt,
so dass fiir eine Umgebung Us == {z € RY| dist(z,0Q) < 6} des Randes gilt

deCh(Us;) und  Vd#0in U

Die orientierte Distanzfuntkion beschreibt vollstédndig die Geometrie des Ran-
des von (). dies wird in dem folgenden Lemma ersichtlich.

Lemma 2.43 (Geometrische Eigenschaften)
Sei Q C R? und gelte 99 € O mit k > 1. Dann ist
n(x) = Vd(x) Vx e Uy

und n ist die auBlere Normale an 0f).
Ist k> 2, so geniigt die Matrix H € R%¢ definiert durch

}¥f = 6&“xjd, i,j 221,...,d,
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in Uy der Gleichung
Hn = 0.

Die Eigenwerte ungleich Null von H in x € 0f) sind die Hauptkriimmungen
k1(x), ..., kg—1(x) von 02 im Punkt z.
Gilt fiir o die folgende Abschéitzung

1
6 < ;2(’191%5@), i(z) = mm{|/<;2(x)\| i=1,...,d— 1},
so existiert zu jedem x € Uy genau ein a(z) € 0N mit dist(x, 0Q) = |z — a(z)|
und es gilt die Darstellung

r = a(z) + d(z)n(z).

Beweis: Wir beweisen nur einen Teil der Behauptung.

Sei x € Us. Die Existenz von a(z) mit dist(x,0€2) = |x — a(x)| ist dann klar,
da 02 abgeschlossen ist.

Ansatz: © = a(z) + d(z)v(z) mit |v(z)| = 1.

Zu zeigen: v(x) = n(a(x)).

Sei dazu ¢ : [—1,1] — 09 differenzierbar mit ¢(0) = a(z). Definiere weiter
D(t) == |z — p(t)]?, so gilt ¥(t) > |z — p(0)]* Vt € [~1,1] und somit

0= %w(t)\t:o = 2(z — ¢(0),¢£'(0)) = 2(z — a(x), ¥'(0)) = 2(d(x)v(z), £'(0)).

Aufgrund der Definition von ¢ ist ¢’ ein Tangentialvektor an 92 in a(z). Da
¢ beliebig gewihlt werden kann folgt also v(x) L Tangentialraum ina(x). Da
lv(x)| =1 gilt, folgt also v(z) = n(a(x)).

Noch zu zeigen: Vd(z) = n(x)

Es ist a(x + nh) = a(x) fir 0 < h < 4, also folgt

hn=x+ hn —x = (d(x + hn) — d(z))n(x).
Also gilt

d(x + hn) — d(x)
h

Da die Lipschitzkonstante von d gleich 1 ist, folgt |Vd(z)| = 1 und somit
insgesamt 1Vd(z) = n(z).

1= — Vd(z)n(x) (h—0).
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SchlieBlich folgt aus 1 = |Vd(z)|* durch ableiten nach x;
d
i—1

Das Lemma sagt insbesondere aus, dass die Breite 0 des Uy Streifens von der
Kriimmung des Randes von {2 abhéngt.

Beispiel 2.44
Fiir Q = Bp(xg) C RY ist

dist(x,0Q) = ||z — 29| — R| und d(z) = |z — zo| — R.
Damit folgt

T — X

Vd(z) = pr— = n(x)
und
Hy(w) = (0 — m(x)ny(2)), (= € 00

Die Eigenwerte von H(z) sind ko(z) = 0 und k;(z) = & firi =1,...,d — L.
Daher kann 6 = R gewéahlt werden.

Im néchsten Satz wollen wir uns nun mit der Approximation von Gebieten
mit glattem Rand durch Flichen von Simplizes beschéftigen.

Lemma 2.45
Sei 2 C R? und gelte 092 € C?. Ist dann T ein d — 1 dimensionaler Seiten-
simplex mit Ecken auf 02 und T" C Uy, so folgt

|d(z)| < ch(T)? Ve eT.
Beweis: Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen, dass 77 € R gilt

(sonst Translation und Drehung). Dann folgt aus der lokalen Interpolations-
fehlerabschéatzung mit 1(d) = 0:

]l ey = ld = T(@)| poe ) < h(T)?|dl| g2 (-

|d| 2001y ist die maximale Kriimmung von 0f2, also insbesondere beschrénkt.

O
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Um globale Eigenschaften fiir eine zuléssige Gebietsapproximation (£, 7j)
zeigen zu konnen, wollen wir im Folgenden stets annehmen, dass 0§, C Us
gilt. Dazu definieren wir:

Definition 2.46 (Regulire Gebietsapproximation)
Sei Q C RY und 02 € C?. Dann heifst eine zulissige Gebietsapprozimation
(Q, Tp) reguldr, falls gilt

th - U57

wobei Uy eine hinreichend kleine Umgebung von OS2 ist (vgl. Lemma 2.43).
AufSerdem habe jedes Simplex T' € T;, mindestens einen Eckpunkt in € und
es gebe eine Konstante o > 0 mit o(T) < o,VT € Ty,.

Die lokale Eigenschaft aus Lemma 2.45 hat global zur Folge, dass wir folgende
Eigenschaft fiir regulére Gebietsapproximationen erhalten

Q\Q, U Qu\ Q| < ch®

Im folgenden Lemma werden wir nun wesentliche Abschétzungen zur Unter-
suchung der Randapproximation beweisen.

Lemma 2.47
Sei @ c RY 90 € C? und (Q,Ts) eine regulire Gebietsapproximation.
Dann gibt es eine Konstante ¢ > 0, die nicht von h abhéngt, so dass fiir alle

NS Hl(Qh) gilt

H90HL2(Qh\Q) < Ch”‘PHHl(Qh)'

Gilt zusitzlich ¢ € Hj (), so folgt

|\90’|L2(Qh\9) ChQHSOHHl(Qh\Q)v

IA A

H90HL2(8QmQh) ChH@HHl(Qh\Q)-

Analog folgt in der L'-Norm
ol zrana) < ch?llel )

Beweis: Wir beweisen zunichst die letzte L'-Abschiitzung des Lemmas.
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Sei T'C 99y, C Uy ein Seitenfliche der Triangulierung 7,. Nach Lemma 2.43
gilt dann fiir alle x € T" die eindeutige Darstellung

r = a(x) + d(x)n(x)
mit a(z) € 9 und n(z) = n(a(x)). Die Parallelflichen von 02 sind durch
die Isofldchen

dlx)=¢, —-d<c<$
gegeben. Ohne Einschrinkung sei 7' € R4, Wir setzen
Ay = max{d(y).0),
D, = Dy(T):={z eRY z=ua(y)+sn(y),y € T\ T,s € (0,d(y)")}.

Dann ist D;, offen und D;, C R? \ Q. Sei Dy, # (), so gilt nach Transformati-
onsregel mit x(y, s) = a(y) + sn( ) sﬁ(y, s) = ¢(x(y, s))

/ dx—// &(y, s ’det

Wie man leicht einsieht, gibt es Konstanten ¢y, ¢, die nur von der Geometrie
von 0f) abhéngen, so dass gilt

‘dsdy.
Y, 8)

ox
c < ‘det ’ < 9.
oy, s
Sei nun y € T und s1, s €€ (0,d(y)*), so gilt
@(y7 Sl y7 82 / 8890 Y,S
S92
und somit

d(y)*
\@@ﬁohswwﬁaw+/; 9.2 (y, 5)|ds.

Integration von —§ bis d(y)" {iber sy ergibt dann

d(y)*
ﬂ@@ﬁﬁhi/

-0

d(y)*

|¢@ng@+wa+d@wd[; 10,5(y, 5)|ds.

SchlieBlich liefert Integration von 0 bis d(y)* iiber sy

d(y)*

6/ oy s)lds < d(y)t /ﬁ (5, 52)|dss

—0

+d) 6+ d)") [ 10w s)ds

-0
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Nach Lemma 2.45 gilt
d(y)t <cen(T), VyeT,

also erhalten wir nach Integration iiber y € T' die Abschitzung

d(y)*
// oy, s1)|dsidy < ch(T // y,sz)]dSQdy

+ch(T)*(6 + ch(T // 050 (y, s)|dsdy.

Insgesamt folgt also mit Us(T) := {z = a(y)+sn(y)|y € T, —6 < s < d(y)"}

~ /1 h?
el Loy < Ch(T)2<5H90HL1(U5(T)) +(1+ FHV@HB(U(;(T)))‘

Summieren wir diese Abschitzung auf iiber alle T € 99, so erhalten wir die
letzte Abschétzung des Lemmas

lellz@an < Pllellma,)
Die erste Abschitzung folgt nun direkt
2
HQOHLQ(Q\Q,L) - HSOQHLl(Q\Qh) = Ch2H902HH1»1(Qh)

2
Ch2(”90HL2(Qh) + |\¢\’L2(Qh)\|v¢|\L2(Qh))

2
Ch?\ |l |H172(Qh)'

IAINA

Gilt nun zusétzlich p|sq = 0, so folgt @(y, d(y)™) = 0 und folglich erhilt man

d(y)*
|2(y,51)| < /O 10,0 (1, s)|ds.

Integration iiber s; und y ergibt dann analog zur Vorgehensweise oben

el 1o,y < DNVl L1,y

Angewendet auf ¢? folgt nun

2
HSOHLz(Dh(T)) < ch(T)? (el 2 (Di(T HVSOHB (Di(T )))

und somit

el 12, 7)) < ch(T )’ Vel 2o, 7y)-
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Summiert man nun das Quadrat dieser Ungleichung iiber alle T € 99, auf,
so erhélt man schliefllich

H@HLz(Qh\Q) < ch2|\V¢\|L2(Qh\Q)-

Bleibt noch die Abschétzung von |[¢[|2(90n0,) 20 beweisen. Hierzu verwendet
man s; = 0 und s; = d(y)" und erhalt mit @(y,d(y)") =0

+

d(y)
1o(y,0)] < / 1050 (y, s)|ds.
0

Die Abschéitzung folgt dann analog zu der Vorgehensweise bei den anderen
Abschétzungen.

O

Mit dem Lemma 2.47 haben wir nun alles zur Hand um eine erste Fehler-
abschatzung beweisen zu konnen.

Satz 2.48 (Abstrakte Fehlerabschitzung)

Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen aus Definition 2.40. Zusétz-
lich sei (4, 7Ty) reguldre Approximation von € und fiir die exakte Losung
gelte u € H*(Q). Sei @ eine Fortsetzung von u mit den Eigenschaften

uec H(QuUQ), ae€H(Q\Q), io=u

Dann gilt fiir die Finite Elemente Approximation u;, € X} aus Definition 2.40
die Fehlerabschitzung

|a = wnll g, < Cng)f(h @ = vnl| g1 ()

+ch|[[Va - nll| 2 00m0,) T ch?||f + Al|r20,00)-

Dabei bezeichnet [V - n] = (Vu|gnq, — Vilg,\q) -7 den Sprung der Norma-
lenableitung auf 02 N €2,.

Beweis: Wir beweisen zunéchst eine Abschétzung, die die Galerkin-Orthogonalitét
in diesem Fall ersetzt. Sei dazu ¢, € X;. Dann gilt

Bi(@ — up, n) = Br(a, on) — (f, €n) r2(00)-
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Wegen Q, = (QN Q) U(Q,\ Q) und —Au = f f.i. auf Q folgt dann

By(@ —un, on) = Bu(,en) = (f;on)r2na — (F, on) 200
= Bu(a, ) + (Au, o) 2000, — (> €n)2000)
—(Aua )20 T (AU @) r20,\0)
= Bu(u, on) — (f + A, 1) 12(0,\0)
+(Au, on) 2000, + (AU, ©n)r200,\0)
= Bu(u, on) — (f + A, 1) 12(0,\0)
—(Vu,Von)r2ana,) + (Vu - n,0n) r20000))
—(Va, Vo) 2 + (V- n,on)r2o@,\0)

Da ¢y, auf 09, verschwindet, kénnen die Randintegrale iiber 9(£2; \ §2) und
0(22N€2,) durch entsprechende Integrale iiber 92 N (2, ersetzt werden, wobei
zu beachten ist, dass die Normalen in entgegengesetzte Richtungen zeigen.
Zusammen mit (2N Q) U (Q \ Q) =, folgt dann

By(u—un, on) = —(f+ A, ) 2000 + (Vulono, — Vo) - 1, 0n) 120000,
—(f + A, on) 2000 + ([VU -1l 0n) 20000,

wobei n jetzt die duflere Normale an 2 N €, ist. Mit Cauchy-Schwarz und

Lemma 2.47 erhalten wir nun

By —un,on) < [|[VU- 1l 120000,) 1901 12(0000,)

L+ Al 20,00 llenll 2 @00

cl[[Va -]l 20000, Bllenl @,

+c|[f + Aﬂ\|L2(Qh\9)h2”<ﬁh\|Hl(Qh)

= c(BIVE- 7l 2oam0,) + BT + Dallgo ) ol

IA

Diese Ungleichung ersetzt die Galerkin-Orthogonalitidt und so koénnen wir
jetzt analog zur Herleitung im Lemma von Cea vorgehen, indem wir die
Koerzivitit und Stetigkeit von Bj, ausnutzen.

By (up, — pn, un — ©n)
By (a — pp,up — op) — Bp(u — wp, up, — @p)

|u — GOhHHl(Qh)HUh - SOhHHl(Qh)

(Al 1l 2oana,) + R3IF + Al ) en = 2l o,

2
collun — @h”Hl(Qh)

IAIA A
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Also folgt

un — onll g, < cll@ = enllga,

+o( BV nll|xoana,) + H2I1F + Al o))

Mit der Dreiecksungleichung gilt weiter

12— unlli,) = cll@—enllmq,) + llun = enllia,

und somit erhalten wir insgesamt

Ha — uhHHl(Qh) < CHQ - Q‘QhHHl(Qh)

+C(hH[Vﬁ'n]HL2(anQh) +h2Hf+AﬂHL2(Qh\Q))-

Da dies fiir alle @, € X}, gilt, folgt hieraus die Behauptung.

O

Bemerkung 2.49
Die abstrakte Abschétzung in Satz 2.48 ist ein wichtiger Schritt in Richtung
einer a priori Fehlerabschitzung. Dabei bleiben nun vor allem zwei Punkte
offen.
(i) Wie kommen wir von der Abschétzung fiir |4 — up|[ ;1 (q, ) zu einer Abschétzung
fir ||u — uhHH1(Q)?

(ii) Wie miissen die Fortsetzungen f und @ gewihlt werden, um zu einer
optimalen Fehlerabschétzung zu gelangen.

Beispiel 2.50 (Fortsetzung von f und u durch Null)
Setzen wir 4 = f = 0 auf Q, \ Q, so reduziert sich die abstrakte Fehler-
abschétzung aus Satz 2.48 auf

1@ = unll g1, < C@jg)f(h 1@ = vl q,) + bl VT - 0l 20000,

Dies sieht zunéchst brauchbar aus, allerdings ist # dann nicht in H?, so dass
wir zur weiteren Abschiatzung des Approximationsfehler nicht die optimalen
Interpolationsabschétzungen verwenden kénnten.
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Es liegt also nahe, dass wir zur weiteren Untersuchung eine Fortsetzung u
von v benétigen, die auf Q, U Q) in H? liegt. Eine solche Fortsetzung liefert
das folgende Lemma.

Lemma 2.51 (Lokale H*-Fortsetzung)
Sei 2 € R? ein Gebiet mit 9 € C3. Weiter sei 5 := QU Us. Dann ist durch

v ou(o)  falls x € Q,
() = { —u(r — 2d(z)n(x)) ,falls x € Qs \ Q

eine Fortsetzung @ € H%(Qs) von u € H?(2) N H}(Q) definiert und es gilt

@]l 20 < ellullzr2qy

Beweis: Aufgrund der Definition ist klar, dass @ € L*(€)s) ist und, dass gilt
al| 2y < ellullfzq) gilt
Wir zeigen nun: u € H1 (25). Sei dazu ¢ € C§°(£25), so gilt

/ dipu = /&gpqu/ it
Qs Q5\Q
= / gpu\gni—/gpaunL/ oun; — / 00,1
o0 0(2:\) 25\
= / @U\Qni—/ QOU\Q,\QHL /
o0 o0

Da d = 0 auf 012 ist, folgt fiir x € 002
u(z) = —u(r) = —u(r — 2d(z)n(x)) = u(z).

Also ist @ schwach differenzierbar und man sieht leicht ein, dass 9;u € L*(€s)
ist und dass es eine Konstante ¢ gibt mit

1Vl 20y < ellVullL(S).

Untersuchen wir also nun, ob u € H*(Qs) ist. Fiir ¢ € C°(Qys) gilt

/ 0;pdiu = /ajgp&;UnL/ 0;p0iu
Qs Q Q5\Q

= / pOiulan; — / p0;Oiu + / w0l a\an; — / p0j0iu
09 QO 3(2\Q) 05\

Qs o)
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Wir miissen also zeigen, dass das Integral iber den Rand verschwindet. Be-
trachten wir dazu u fiir x € 5 \ €2, so gilt

u(x) = —u(z — 2d(x)n(x))

und somit

M&

u(x — 2d(x)n(x))(0p — 2d(x) Hip(z) — 2n(x)ng(x)).
k=1

Werten wir dies aus fiir € 0€2, so erhalten wir mit d(z) =0

— Z Opu () (i — 2n;(x)ng(z)).

Um nachzuweisen, dass @ € H?({s) ist, miissen wir also zeigen, dass fiir
x € 0N gilt

d
= ()63 — 2ni(x)np(x)).

Dazu stellen wir zunéchst fest, dass aufgrund der Nullrandwerte von u die
Ableitungen in alle Tangentialrichtungen des Randes Null sind, d.h. es gilt
auf 0

Oku = (Vu - n)ny

Hiermit folgt dann

d

d
- Z Oku(z) (6 — 2ni(x)ng(z)) = —0u+ 2(Vu - n)n; Z n;
k=1 k=1
= —@u + 28¢U = &u

Damit haben wir die zweifache schwache Differenzierbarkeit gezeigt und die
Abschéatzung

allg2gq) < cllull gz

folgt durch nachrechnen. .

Mit der lokalen H?-Fortsetzung haben wir nun alle Vorbereitungen getroffen,
um eine a priori Fehlerabschétzung mit Randapproximation zu beweisen.
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Satz 2.52 (A priori Fehlerabschitzung mit Randapproximation)
Sei 2 C R% d < 3 ein Gebiet mit 9Q € C3. Sei f € L*(Q) und sei u €
H} () N H?(Q) die schwache Losung von

—Au=f f i. in Q, u=0 auf 0.

Seien weiter (€, 7T;,) eine regulire Gebietsapproximation von Q und f €
L*(QQU Q) eine Fortsetzung von f mit 12000, < cllfll2@)- Ist dann

up, € S;f’o C H}(Qy) die Finite Elemente Losung aus Definition 2.40, so gilt
die a priori Fehlerabschétzung

|lu = un|| g1 ) < chflul] goq)-
Dabei sei uj, durch Null auflerhalb von 2, fortgesetzt.
Beweis: Sei u die lokale H? Fortsetzung aus Lemma 2.51. Dann liefert die
abstrakte Fehlerabschétzung 2.48

_ . _ 20 7 _
@ — g ‘Hl(Qh) < Cq}}}g{h |z — U}LHHl(Qh) +ch||f + AUHB(Qh\Q)'

Mit der Interpolationsabschétzung und den Abschéatzungen fiir die Fortset-
zungen f und u folgt dann

@ = unl| g1,y < chllullm o).

Also folgt wegen u;, = 0 auflerhalb von €2

@ — up| !Hl(m |t — ) ‘Hl(QUQh)
1@ — unll (0, + 118 = wnllgra\0,)
Hﬂ — uhHHl(Qh) + HuHHl(Q\Qh)

chl|ul|g2(q) + CHuHHl(Q\Qh)'

IA A IACIA

Analog zu Lemma 2.47 zeigt man fiir Q \ €,

HUHHl(Q\Qh) < ChHUHHZ(Q)-

Damit ist die Abschitzung gezeigt. .
Die Fehlerabschétzung zeigt, dass fiir stiickweise lineare Finite Elemente Ver-
fahren die optimale Konvergenzordnung h erhalten bleibt. Leider ist dies
nicht mehr fiir Lagrange Elemente héherer Ordnung der Fall. Mit etwas
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zuséitzlichem Aufwand kann man fiir quadratische Elemente zeigen, dass die
Abschitzung mit 732 gilt. Um auch fiir Lagrange Elemente hoherer Ord-
nung optimale Konvergenzraten zu erhalten, muss die Randapproximation
verbessert werden. Dies liefern beispielsweise Isoparametrische Elemente, die
eine polynomiale Randapproximation erlauben. Auf eine genauere Darstel-
lung und Analyse dieser Methodik verweisen wir auf die Literatur (Ciarlet.
The Finite element Method for elliptic problems. North-Holland, 1978. Ab-
schnitt 4.3).
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2.5 A posteriori Fehlerabschiatzungen und Adaptivitéit

Bislang haben wir nur a priori Fehlerabschatungen bewiesen. Solche Abschétzun-
gen geben uns asymptotische Informationen iiber das Konvergenzverhalten
der Verfahren. Zudem liefern sie nur globale Informationen {iber den Fehler
und keine Information, wo der Fehler besonders grof3 oder besonders klein ist.
In vielen Anwendungen ist man jedoch daran interessiert fiir konkrete Git-
ter eine Abschéatzung des globalen Fehlers oder sogar der lokalen Verteilung
des Fehlers zu erhalten. Liegt der geschéatzte Fehler dann im Toleranzbereich,
so wird die Approximation akzeptiert, falls nicht, muss versucht werden die
Finite Elemente Losung durch globale oder lokale Gitterverfeinerung zu ver-
bessern.

Stellen wir uns also vor, wir hétten eine Fehlerabschéitzung der Form

[lu = un|| < nu(un),

wobei np,(uy) berechnet werden kann, sobald die Approximation u;, bekannt
ist. Eine solche Fehlerabschiatzung heifit a posteriori Fehlerabschétung. Sie
gibt eine rigorose berechenbare obere Schranke des Fehlers an. Jedoch miissen
wir feststellen, dass eine solche Abschéatzung alleine noch nicht sehr hilfreich
ist. Z.B. konnte ny,(up) = const eine obere Schranke sein, aber keine Infor-
mationen iiber den tatsdchlichen Fehler liefern. Wir fiihren daher folgende
Begriffe ein:

Definition 2.53 (Zuverlissige und effiziente Fehlerschitzer)
Fin Fehlerschdtzer ny,(uy,) heifst zuverldssig fir den Fehler ||u — ||, falls gilt

Hu - uhH < m(uh).

Er heifit effizient mit Konstante ¢ > 0, falls gilt

c nn(un) < [|lu — up|.

Im folgenden werden wir einen Fehlerschétzer herleiten, der zuverlassig und
effizient ist. Dariiberhinaus werden wir zeigen, dass der Fehlerschétzer lokale
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Informationen iiber den Fehler enthalt.

2.5.1 Residuenfehlerschitzer

Auch in diesem Abschnitt wollen wir uns auf die Analyse des homogenen
Dirichletproblems fiir die Poissongleichung beschrinken. Sei also stets Q C R?
ein Gebiet, f € H1(Q) und u € X := H} () schwache Losung von

—Au=f in Q,
d.h. mit B(u,v) := [, Vu - Vv gilt
B(u,p) = f(¢),  VeelX

Weiter sei 7}, eine zuldssige Triangulierung von € und u, € X, := S}’f’o die
Lagrange Finite Elemente Losung, d.h.

B(un, on) = f(on) Von € Xp.

Ist eine Gleichung Au— f = 0 gegeben, so bezeichnet man mit R(v) := Av— f
das Residuum von v. Das Residuum ist also ein Mafl dafiir, wie gut v die
Gleichung erfiillt. Betrachten wir nun die Differentialgleichung —Au = f, so
sind wir an dem Residuum “Awy + f7 interessiert, jedoch ist zunéchst unklar
in welchem Sinne wir ‘Auy, + f” verstehen sollen.

Lemma 2.54 (Der Laplace Operator)
Sein Q C R? ein Gebiet mit Lipschitzrand. Dann ist durch

—Au(p) := B(u, p) := /QVU Vo Ve H)(Q)

ein Isomorphismus —A : H}(Q2) — H () gegeben und es gilt fiir alle
u € Hi(Q)

|[=Aul| 1) < [[Vull2@)-

Beweis: Sei u € Hi () gegeben, dann gilt fiir alle ¢ € H} ()
| = Aup)] < [[Vull 2o [Vl 2 ) < VUl o) VOl )
Also folgt

— A
H_AUHH%(Q) = sup M

< [Vul| g q)-
eeH1(Q)\{0} HSOHHI(Q) e
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Da —Auw linear ist folgt —Au € H1(Q). Auch —A ist linear, denn fiir ¢ €
H(Q) gilt
—A(ur +up)(p) = Blur + ug, ) = B(ur, ) + Bluz, )
= —Aur)(¢) + (= A(u2)())-

Insgesamt folgt also

—A € L(Hy(Q2), H-1(Q)), | = Al )00 < 1.

Injektivitdt und Surjektivitiat folgen aus der eindeutigen Losbarkeit des ho-
mogenen Dirichletproblems. Dabei geht die Poincaréungleichung ein, denn
fiir u € Hi () gilt

1
—Au(u) = || V|32 > Q)

u(u) = ||Vullg Q) = 1+C§HUHH ()

Zusammen mit der oberen Abschétzung
2
—Au(u) < || = Aullg-vo)llull gy < N=All L),z ol [ullm©)
folgt also
1
T <=Allpm@.m @) < 1-

Da X C X ist, hat —Auwy, jetzt also einen Sinn. Analog ist dann auch —Ay, :
X, — X wohldefiniert durch

—Apun(pn) = B(un, on).
Da H1(Q) = X' C X, ist, konnen wir die Gleichung
—Apup = f in X
fiir alle f € X’ 1osen. Auflerdem gilt
—Ap = —Aly,.

Dabei ist klar, dass —Auwuy nicht gleich —Apuy, ist. In diesem abstrakten Set-
ting fiihren wir nun das Residuum ein und erhalten damit einen zuverlédssigen
und effizienten Fehlerschétzer.
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Lemma 2.55 (Residuum und Residuumsfehlerschétzer )

Seien die Voraussetzungen von Lemma 2.54 erfiillt und sei f € H~1(Q2). Dann
ist das Residuum R : H}(2) — H~1(Q) der Poissongleichung definiert durch

R(v) == —Av — f, Yo € Hi(Q).

Ist u € H}(Q) die schwache Losung der Poissongleichung und u;, € S,’;O die
zugehorgie Finite Elemente Approximation, so gilt

1
1-|—c]2,

IV (u = wn)l| 20y < (IRl g-10) < NIV = w)l] 120

Dabei ist ¢, die Poincarékonstante zu H}(£2).

Beweis: Es ist

1R (un)l| 1) = =0 + Awn)|| g1 (q) = [[=(=Au+ Aup)|| -1(q)
= [|=A(up — U))HH%(Q) < |[IV(u— Uh)”m(sz)'

Andererseits ist wegen u — uy, € Hg ()

Rlun) (e — un) = |9 — ) P
Also folgt
| Run)(u — up)|

lu — UhHHl(Q)

Vv

|| R(un)] ‘H*l(ﬂ)

|V (u— Uh)HL2(sz)
[lu — UhHHl(Q)
1

1+c]2)'

= |[V(u— Uh)HL?(Q)

> |[V(uw—un)ll 120
O

Lemma 2.55 zeigt, dass das Residuum R(uy) in der H'-Norm gemessen, zu-
mindest global, ein zuverldssiger und effizienter Fehlerschétzer fiir den Fehler
in der H'-Norm ist. Dabei bleiben zwei Fragen jedoch offen

1) Kann der Fehlerschétzer lokalisiert werden?

2) Wie 148t sich die H~'-Norm des Residuums numerisch berechnen?
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Lemma 2.56 (Lokalisierung des Residuums)
Seien die Voraussetzungen von Lemma 2.55 erfiillt und zusétzlich f € L*(9).
Dann gilt fiir alle ¢ € Hj(€2) und alle ¢, € S,

R(up)(p) = Z ( — (f + Aup, © — ©n) 1)
TeT,

_% Z ([Vuh'n];SO_SOh)LZ(S)>'

SCOT\o0

Dabei Bezeichnet [Vuy, - n] den Sprung der Normalenableitung von wy, iiber
die Seitenfldche.

Beweis: Mit der Definition des Residuums folgt

uh /fgo+/Vuh VSO_Z/ QO‘FVU}L VQP)

Da up|r ein Polynom k-ten Grades ist konnen wir auf 7' lokal partiell inte-
grieren und erhalten

/ Vuy, -V = / Vup - np + / —Aupp.
T oT T

Da ¢ Nullrandwerte hat folgt also insgesamt

Rin)(e) = 30 (= + dung)ieny + 3 (Vun-ng)ias)):

TET, SCaT\o0

Verwenden wir nun, dass Seitenflichen S in der Summation doppelt vorkom-
men, so erhalten wir durch Umsortierung der Summation

R(Uh)<¢) - Z < (f + Auh) —|’ Z VU}L 7@0>L2(S)> .
TeTh SC@T\@Q

Aufgrund der Galerkinorthogonalitét gilt weiter R(uy)(pp) = 0, also folgt

R(up) () = R(un)(p) — R(un)(pn) = R(un)(p — ¢n)-

Zusammen mit der lokalen Darstellung von R(uy)(y) folgt hieraus die Be-
hauptung.

O
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Um eine lokalisierte Abschétzung von [[R(up)||-1(g) zu erhalten, kdnnten
wir mit Hilfe der lokalen Darstellung nun wie folgt vorgehen

R (@) < Y (1 + Aunl. e = enl)zaery

TeT,
1
+3 > (Vun -]l | - @hl)LQ(S))-
SCoT\oN
< Z L+ Aun|l 2yl — enll 2
TeTh

+ Z Z Vuh n HL2 )HSO_QOhHL%S)

T677L SCoT\00

Da diese Abschétzung fiir alle ¢;, € Sflf,o gilt, konnen wir zum Infimum {iber-
gehen und anschliefend zur lokalen Abschétzung des Approximationsfehlers

mf e — Wh”L?
PrES) o
Interpolationsabschétzungen verwenden. Dabei tritt jedoch das Problem auf,
dass ¢ hier nur in H}(Q) liegt und wir daher keine Lagrangeinterpolation
verwenden konnen. Daher werden wir im folgenden Unterabschnitt eine H1-
Interpolation einfiihren, fiir die die gewohnten Interpolationsabschitzungen
erhalten bleiben.

2.5.2 H'-Interpolation

In Abschnitt 2.3.1 haben wir Interpolationsabschétzungen fiir die Lagran-
geinterpolation hergeleitet. Da die Lagrangeinterpolation auf einer Punkt-
auswertung beruht, konnen wir eine solche Interpolation und die dazugehori-
gen Interpolationsfehlerabschitzungen allerdings nicht auch H!-Funktionen
in mehreren Raumdimensionen anwenden.

Wir wollen daher im Folgenden einen Interpolationsoperator definieren, der
ohne Punktauswertungen auskommt und fiir den die Interpolationsabschétzun-
gen aus Abschnitt 2.3.1 erhalten bleiben. Die Idee ist dabei, die Auswertung
einer Funktion in einem Gitterpunkt durch den Mittelwert der Funktion in ei-
ner Umgebung des Gitterpunktes zu ersetzen. Dazu formulieren wir folgendes
Lemma
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Lemma 2.57

Seien 2 C RY ein Gebiet, Ty, eine zulissige Triangulierung von £ und Xj, := S ,’f
der Raum der linearen Lagrange Elemente. Ist z ein Knoten des Lagrange-
gitters G(75) und ¢ C X, die zugehorige Basisfunktion, so definieren wir den
Tréager von ¢ durch

M := supp(p)
und den Durchmesser (M) von M durch

h(M) := sup |z —y|.
r,yeM

Sei nun
Xh(M) = {vh‘M| v, € Xh}

Dann gibt es eine Abbildung Py : L*(M) — X,(M), so dass fiir alle v €
L2(M) gilt

o= Pl = 0E 0= el

Insbesondere ist || Py|| < 1.

Beweis: Py ist die L?-Projektion vom L*(M) auf den Teilraum Xj(M).
Existenz und Eindeutigkeit folgen aus dem Projektionssatz, angewendet auf
den Hilbertraum L?(M).

Korollar 2.58

Mit den Voraussetzungen und Notationen aus Lemma 2.57 gilt fiir all v €
H(M)

Ch(M)HVUHLQ(M)

C||VUHL2(M)-

v — PM(U)||L2(M)
v — PM(U)|H1(M)

IAIA

Beweis: Da konstante Funktionen in X, (M) liegen gilt

1
o = Pu@llspyy < o= [ ol
() M Sy e
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Da die Mittelwertbildung den Raum P°(M) invariant 1i8t, folgt analog zu
den lokalen Interpolationsabschatzungen aus Abschnitt 2.3.1 mit einem Ska-
lierungsargument und dem Lemma von Bramble-Hilbert

L
— v
(M| Jar r20m

< Ch(M>HVUHL2(M)'

o= Prr()l 200y < [lv—

Die zweite Ungleichung sehen wir wie folgt mit einem Skalierungsargument
(inverse Ungleichung) ein

V(v — PM(U))HH(M) < HVUHB(M) + HVPM(U)HL?(]\/I)
1
< I\WIIL2<M)+HV(PM(U)—M Mv)ll »
/ L2(M
1
< 19ellpny + I9Pue = i | o)l
/ L2(M)
c 1
< HVUHL?(M)JFWHPM(U—M MU)H -
y L2(M
c 1
< |\VUHL2(M)+WHU—W MU|\L2(M)

< |IVollp2ary + eIVl p2ary-
O

Mit Hilfe der lokalen Projektionen P,; wollen wir nun eine Interpolation auf
H1(Q) definieren.

Satz 2.59 (H!'-Interpolation/Clément-Interpolation)
Seien die Voraussetzungen und Notationen aus Lemma 2.57 gegeben und
gelte o(T') < o fiir alle T € T;,. Dann gibt es einen Interpolationsoperator

Iy € L(H'(), X),
so dass fiir alle v € H1(Q) gilt

o — ]hUHL2(Q) ChHVUHB(Q),

1V (v = 1) | 2

IA A

c|[Vv |L2(Q)'

Beweis: Sei N := dim(X},), a; € G(Tr), @i € X}, die nodale Basisfunktion zu
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a; und M; der Trager von ;. Dann definieren wir [; durch

N

(L) () = ) _(Pa,0)(@)@i(x).

1=1

Zu T € T, definieren eine Umgebung U(7T') durch

U 7.

T'NT#0D

Seien a; € G(T'),7 = 1,...,m die Lagrangeknoten auf dem Simplex 7', und
¢; die zugehorigen Formfunktionen der Lagrange Elemente. Dann folgt wegen

> i1 =1und |p;| <1

o= Tvll ey = 1o =Y (Pag)(a))e; ()|l ez
j=1
= 1> (v = (Pa,)(ay)) @il
j=1

NERS

[lv = (Pagv) (@) 22
1

<.
Il

NE

(Il = Puyollzacry + [1Pa,o = (Payo)(as)llezery)
1

<.
I

NE

(Il = Puollzza + 1Puy = (Pyo) @yl zzer))
1

<.
I

ch(M)I|Voll2r) + D I1Parv = (Pao) (a2

j=1

NE

<.
I
_

Da Pyv € Xj, gilt auf T' die Darstellung

PMU Z PMU )(ag) i ()
k=1
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und wir erhalten die Abschéitzung

m

[Pa0 = (Pago) (@)l < Y II(Pago)(an) = (Paryo) (@)l o)
k=1

= SO T1Y2|(Pav)(ar) — (Pav)(ay)

k 1

Z T2 h(M;)||V Pagyvl| ooy

IA

m

CZh HVPMUHLz

IA

Insgesamt folgt also

o~ ol < 32 hOL)Velluaany + S ROV Pyl
Jj=1 k=1
< ch||V|| 2wy

Quadrieren und aufsummieren iiber alle T € Tj, ergibt die erste Abschétzung.
Die zweite Abschétzung erhdlt man analog zur Vorgehensweise fiir die zweite
Abschétzung in Korollar 2.58.

O
Wollen wir die Interpolation aus Satz 2.59 auf Funktionen in H{(£2) anwen-
den, so ist nicht klar, ob I;v Nullrandwerte hat, also wieder in H(}(£2) liegt.
Um dies zu erreichen, definieren wir fiir v € Hj () eine modifizierte Interpo-
lierende durch

No

(Inov)(x) ==Y _(Pa,0)(a:) @1,

1=1

wobei a; € G(T,)NQ|,i =1,..., Ny nur die inneren Punkte des Lagrangegit-
ters bezeichnen. Dann ist klar, dass Ij, gv|aq = 0 ist. Allerdings miissen dann
die lokalen Abschétzungen aus dem Beweis von Satz 2.59 fiir Randsimplizes
neu bewiesen werden. Dabei verwenden wir den folgenden Spursatz, der in
den Ubungen bewiesen wird.

Satz 2.60 (Spursatz)
Sei T ein d-dimensionaler Simplex im R? mit (d — 1)-dimensionalem Seiten-
simplex S. Dann gibt es eine Konstante ¢ > 0, so dass fiir alle v € H(T)
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gilt

1oll 25y < e(AT) 210l gagr) + ROV )
Beweis: Siehe Ubungsaufgabe.

Durch Anwendung dieses Spursatzes erhalten wir nun auch eine Interpolati-
onsfehlerabschétzung fiir I, .

Korollar 2.61 (H;-Interpolation)
Seien die Voraussetzungen aus Satz 2.59 erfiillt und sei Xj, := Sy, € Hy(€).
Dann existiert ein Interpolationsoperator

Ino € L(Hy (), Xp),
so fiir alle v € H(Q) gilt

v — ]h,OUHp(Q) ChHVUHB(Q);

V(v — Ih,OU)HLz(Q)

IA A

CHVUHLz(Q)-

Beweis: 7Zum Beweis dieses Satzes kann analog zum Beweis von Satz 2.59
vorgegangen werden. Dabei miissen lediglich die lokalen Abschéitzungen fiir
Randsimplizes neu hergeleitet werden. Sei also T € 7T}, ein Simplex mit 7' N

00 # (). Dann gilt

o= Inovll oy = o= > (Pa)(ay)e(@)llem
a,€G(T)\00
< lv—= Y (Pav)(a))e;(@)ll ey
ajEG(T)
Y (Pauv)(ay)e (@)l
ajEG(T)ﬁaQ
< o= Y (Pav)(a))e (@)l
ajGG(T)
+ Y T [(Pav)(ay)]
a,jEG(T)ﬂ8Q

Den ersten Summanden konnen wir jetzt analog zum Beweis von Satz 2.59
abschétzen. Fiir den zweiten Summanden bendtigen wir eine Abschétzung
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fiir
’(P]\jj?))(aj)’v a; € G(T) N o0f.

Sei dazu S C 0f2 eine Seitenfléche von 1" mit a; € S C T' C M;, dann gilt

[(Pag0)(az)] < [[Pagvlles)
< ch(T T)7 | | Par,vl|22(s (inverse Ungleichung)
= h(T)dTHv — Py, UHLQ (da v = Oauf dem Rand)
29 h(T)'T (R(T) 2l = Pagel| oy + TPV (0 = Pagyo)| g )
< (T)F (Ilo = Pasell pagagy) + ROV = Pao)l oy )

d—2

2.58
< ()T (M) + h(D)) V0l

Setzen wir diese Abschétzung in die lokale Abschétzung fiir [|v — Ip0v]| 127
ein, so erhalten wir analog zur Vorgehensweise im Beweis von Satz 2.59 die
Behautpung.

O

2.5.3 Lokalisierte Abschitzungen fiir den Residuenfehlerschéitzer

Wir wollen nun an unsere Diskussion nach Lemma 2.56 ankniipfen, um zu
einer lokalisierten Abschitzung des Residuums zu gelangen. Mit Hilfe der
H}-Interpolation sind wir in der Lage folgenden Satz zu beweisen.

Satz 2.62 (Lokalisierte obere Abschitzung des Residuums)
Seien die Voraussetzungen und Notationen aus Lemma 2.56 gegeben. Dann
gilt

oo 2IIV( un)ll 20y < Rl 1) < ¢ 1 (un)-

Dabei ist
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mit den lokalen Fehlerindikatoren ny(uy) definiert durch

nr(up)? = h(T)?||f + Auhl‘%z(T) + %h(T) Z H [Vu - n} ‘

SCoT\0N

2

12(8)’

Beweis: Die erste Abschitzung ist bereits in Lemma 2.55 enthalten. Zu zeigen
bleibt also

Rl ) < ¢ mn(un)-

Dazu starten wir mit der Abschéitzung, die wir in Anschluss an Lemma 2.56
hergeleitet haben

[Run)(@)| < D+ Dunll iyl = onll 2o
TeTh

+ Z Z [Vup - n HLQ e = onll s

TEE SCOT\09

Wihlen wir nun ¢, = I 0, so folgt mit dem Spursatz 2.60

e = @lliagsy < (T 2116 = Tuo@llgagy + M2V (0 = Tot)ll o)

und mit den lokalen Abschétzungen aus dem Beweis von Satz 2.61

e = Ino®ll oy < ()HWHLz
IV(p = Ino@)ll 2y < €IVl

Setzen wir dies in die Abschétzung von |R(uy)(¢)| ein, so erhalten wir

R)(@)] < ¢ (M + Aunl gz Vel oy
VASY
1 _
5 Vun -l (D) 20(T) + T IVl
SCoT\0N
< o D2 h@D)IIf + Buall eqry
Teﬁ

Y ATl ) el

TeTh SCOT\o0

Division durch [[¢|[ 1 (q) und Supremumsbildung iiber ¢ € H 1)\ {0} ergibt
dann die Behauptung.

O
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In Satz 2.62 haben wir bewiesen, dass der Fehlerschéitzer cny,(uy) zuverléssig
ist. Im Gegensatz zu |[R(un)|y_ o) 18t cnn(un) auch berechenbar, wenn man
beriicksichtigt, dass man die Konstante ¢ auch konkret ausrechnen kann. Da
wir bisher nur gezeigt haben, dass cny,(uy) eine obere Schranke fiir den Fehler
ist, steht aber noch aus die Effizienz von n;,(uy) zu zeigen.

Im Folgenden werden wir sogar noch mehr zeigen, und zwar, dass sich sogar
die lokalen Fehlerindikatoren np(u;) durch den Fehler auf einer Umgebung
von 1" abschétzen lassen. Konkret zeigen wir

nr(un) < [|V(u—un)||p2r(ry + " Datenapproximationsfehler”.

D.h. der Fehlerindikator np(uy) ist klein, wenn der lokale Fehler in einer
Umgebung von 7' klein ist.

Um eine solche lokale Aussage zu erhalten, miissen wir die globalen Normen
in geeigneter Weise lokalisieren. Dies erreichen wir durch die Multiplikation
mit sogenannten ”Bubble”-Funktionen, die wir im Folgenden einfiihren und
untersuchen.

Lemma 2.63 (Element-Bubbles)

Seien T' ein d-dimensionaler Simplex im RY und \;(z),i = 0,...,d die Ba-
ryzentrischen Koordinaten von x € T. Wir definieren die Element-Bubble-
Funktion ¢7 : R — R durch

d
-~ Ai(x), fallsx €T,

Yr(e) == { (0 iy Xla). fals

, sonst,

wobei cq := (d + 1)9*!. Dann erfiillt ¥r folgende Eigenschaften

(i) supp ¢r C T,  ¢rlpr € PPNT), 0<4r <1, maxyr(r) =1,

xzeT
. : AN (d+1)41
(ii) fT Yr(x)dr = cg|T|, mit ¢q := —52;2)! ,

() [[Veorll oy < mimllérll -

Beweis: Aufgrund der Definition von ¥p gilt ¢ |sr = 0, somit folgt supp ¥ C
T. Weiterhin sind 9|7 € P*Y(T) und 0 < 17 klar aufgrund der Definition.
Wegen der Symmetrie wird das Maximum von 7 im Schwerpunkt von 7T’
angenommen und es ist aufgrund der Definition von cq:

1

d+1
- —1
d+1)

Yr(zs) = co
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Die zweite Eigenschaft sieht man wie folgt ein.

d!

B —
e

'/TwT = (d + 1)d+1LA0(x) o Ag(x)dx = (d + 1)d+1

Die dritte Eigenschaft folgt aus einem Skalierungsargument.
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Lemma 2.64 (Kanten-Bubbles)
Seien T, T’ d-dimensionale Simplexe im RY mit gemeinsamer Seitenfliche
S =T NT und seien X\;(z),i = 0,...,d, bzw. A(z),i = 0,...,d die Ba-
ryzentrischen Koordinaten von x € T', b.z.w. x € T'. Dabei nehmen wir an,
dass die Eckpunkte der Dreiecke so durchnummeriert sind, dass ag, b.z.w. a;
der Fldche S gegeniiber liegen, was A\o(z) = A\j(z) = 0 Vo € S impliziert. Wir
definieren die Kanten-Bubble-Funktion 1g : R — R durch durch

[T, Mi(z), fallszeT,

V() =co I, Ni(x), falls z €T,
0, sonst,

wobei ¢y := d?. Dann erfiillt 15 folgende Eigenschaften

(i) supp s CTUT', ws|r € PUT), sl € PUT),

< < =
O<ys=1l = max ¢s(z)=1,

) i . »
(ii) [qhg(@)dr = ¢4|S|, mit &g := %’
(i) [1Vesll 2o < wt!lerll o)

Beweis: Der Beweis folgt analog zum Beweis von Satz 2.63. .

Wir haben nun alle Vorbereitungen getroffen, um die lokale Effizienz des
Fehlerschétzers zeigen zu konnen. Der Einfachheit halber wollen wir dies
aber nur fiir lineare Finite Elemente Approximationen wu;, ausfithren.

Lemma 2.65 (Effizienz des Fehlerschitzers)
Seien die Voraussetzungen und Notationen aus Lemma 2.56 gegeben und

speziell u, € S }L’O lineare Finite Elemente Approximation. Wir definieren fiir
T € Tpund f € L*(), den Mittelwert von f auf 7' durch

1
fri=— / f(x)dx.
1 7
Dann gilt die lokale Abschétzung

nr(un) < |V (u— w2y + Y IS = foll e,
T'ew(T)
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dabei ist die Umgebung w(T') definiert durch w(T') := Uz 7, roqr—g I”s wobei
S eine Seitenflache ist.

Beweis: Der Beweis gliedert sich in drei Teile. Im ersten Teil werden wir
eine Abschétzung fiir h(T)||f + Aup||z2(r) herleiten, im zweiten Teil eine
Abschétzung fiir den Sprungterm h(T)Y2||[Vuy, - n]||12(s). Im dritten Teil
werden wir dann die beiden Abschétzungen zu einer Abschatzung fiir ny(up,)
zusammenfassen.

1. Schritt: Abschétzung fiir A(T)||f + Aunl|r2(r)-
Da wir uy, als stiickweise linear angenommen haben, gilt

Hf + AUhHB(T) - HfHLQ(T) < Hf - fT||L2(T) + HfTHL2(T>'

Mit der Bubble-Funktion 17 und Lemma 2.63 folgt

call Frl oy = cal Fol2IT) = | / Y = / (fr) .

Mit vp := frip folgt dann

call el = / Fror — / For+ / (fr— for.

Da uy,|T € P! und da vy Nullrandwerte auf 97 hat, gilt weiter

0:/Auth:/Vuh-VUT:/Vuh-VUT.
T T Q

AuBerdem folgt aus [, Vu- Ve = [, fo mit ¢ = vy

/VU-VUT:/VU-VUT:/fUT:/fvT.
T Q Q T

Setzen wir diese beiden Beziehungen in die Abschétzung fiir ¢4|| fr| |%2(T) ein,
so erhalten wir

CdHfTH%Z(T) = /TVU : VUT — /TVUh . VUT + ‘/T<fT — f)UT
= / V(u — uh) -Vour + /(fT — f)UT
T T

< [[V(u— Uh)HL?(T)HVUTHL?(T) +|f - fTHL2(T)HUTHL2(T)-
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Mit Lemma 2.63 folgt weiter

C

IVorllzry = IfTHIVwTHLz(T)SmllethTHLa(T)

C
|frl|TI2 =

= (D)

C
h(T) ||fTHL2(T)'

und

oy < frllldrllpy < FIIT1Y? = 11 frll o)

Damit erhalten wir insgesamt

C
cillfrllizr) < (V0= wllisery + 17 = rliacey ) Wiell sy

Also folgt

C

[ frllr2(r) < C(mﬂv(u = )|l g2y + |1f = fTHL2(T))7

und somit nach Multiplikation mit h(T)
h(T)| frllc2r) < C(HV(U = up)|| g2y + (D) f = fTHL2(T))'

2. Schritt: Abschitzung fiir h(T)Y2||[Vuy, - n]||r2(s)-
Wir gehen hier analog zum ersten Schritt vor und setzen

vs = [Vuy, - n]is.

Dann gilt mit Lemma 2.64 und da [Vuy - n] konstant auf S ist

1
H[VUhn]H%Q(S) _ [Vuhn]2|5'] :é_d[VUth/quS

1
= — [ [Vuy, - nJus.
CdJs

Mit w(S) :=T UT" gilt andereseits

/ f”US:/fvsz/Vu-VUSZ/ VU-VUS
w(S) Q Q w(S)
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und

/ Vuh . VUS = / Vuh : VUS
Q w(S)

= / Vuy, - Vug + Vuy, - Vug
T

T/

= Vuy, - nvg + Vuy, - nug

ar ot
= /[Vuh - nlug.
s

Zusammen erhalten wir also

Eall[Vun -2y = / o Vun- Vs

= / V(up —u) - Vug + / fus
w(S) w(S)

< [IV(u— Uh)”L?(w(S))HVUS\|L2(w(5)) + HfHL2(w(S))HUS\|L2(w(5))-

Mit Lemma 2.64 gilt weiter

HUSHB(w(S)) = Hvuh'”HHUSHB(w(S))
< [V - | |w(S)]V?
= |[[Vun - 2|25 1S (S)]2
< eh(T)P2||[Vun - ][ 2(s)

und
C
Vsl 2y < h(T)HUSHB(w(S))

< ch(T) V2|V, - 0| 12(s).

Dabei haben wir verwendet, dass aufgrund der Regularitiat von 7;, (o(7T') < o)
gilt
w(S)| = [TUT| <],
| < ¢|S|h(T).

Damit folgt insgesamt fiir die Kantenspriinge

h(T) (| [Vup - 0]l 2gs) < cl[V(u = wn)|| 2
+ch(T)( 1 2y + 1 2y
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3. Schritt: Abschitzung fir nr(up).
Mit den Abschétzungen aus den Schritten 1 und 2 erhalten wir nun

mlwn) < hD e +exh@? 3 |[Tueal||
SCoT\09
< (1t~ w)llgsgey + DS~ Firllaer
+c Z (HV(U - Uh)HLz(w(S)) + h(T>(HfHL2(T) + HfHLQ(T’)>)
T'NT=S8
< C(HV(u—uh,)HLz +h(D)|f = frllr2er )

+c Z IV (w = wp)|| o) + € Z T f — Sroll ey

T'NT'=S T'NT'=S

Mit der Definition von w(T') folgt hieraus die Behauptung.

2.5.4 Adaptive Verfahren basierend auf Fehlerschétzern

Wir setzen nun voraus, dass ein lokalisierter Fehlerschétzer der Form

[l = unl[* < mpun)® = nr(un)?
TeTh

gegeben ist. Darauf aufbauend wollen wir eine Adaptionstrategie angeben,
die zu einem adaptiven Verfahren fiihrt, so dass der Fehler ||u — uy|| durch
eine vorgegebene Toleranz TOL beschrankt ist.
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Definition 2.66 (Gleichverteilungsstrategie)

Sei 0 C RY ein Gebiet und Ty, eine zuldssige Makrotriangulierung von .
Weiter sei eine Toleranz TOL > 0 und ein Parameter © € (0,1) gegeben.
Dann definieren wir folgenden Algorithmus.

EQUALDISTRIBUTION(T;,, TOL, ©)

1 repeat

2 T =T

3 [up, np] := FEM(T)

4 if n, > TOL

5 then

6 for T € 7,

7 do (berechne Markierungen)

; it > 20

9 then M) := MARKREFINE(T)
10 else if 12 < @%
11 then M), := MARKCOARSEN(T)
12 T = ApapT(My, Th)

13 until n, <TOL
14 return (Tp, up,np)

Dabei bezeichnet #(Ty,) die Anzahl der Simplizes in Ty, und My, ist eine In-
dikatorfunktion (z.B. My|r = 1, falls T' verfeinert werden soll, My|r = —1,
falls T vergrébert werden soll und Null sonst).

Der Gleichverteilungsalgorithmus liefert (falls er konvergiert) ein adaptives
Gitter 7j mit einer Finite Elemente Losung uj;, und Fehlerschétzer ny,, so dass
gilt n, < TOL. Dabei werden die Simplizes derart verfeinert oder vergrébert,
dass die Fehler np, T € T;, alle von der gleichen GroBlenordnung sind. Insbe-
sondere folgt aus

TOL?
#(Th)

durch Summation {iber alle Simplizes

TOL? TOL?
R — (T ~TOL?.
T TZ; (= TZ; Z7 ~ T

2
np <
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2.6 Quadraturformeln

Wie wir in Abschnitt 2.1 gesehen haben, fiihren Finite Elemente Verfahren auf
grofle lineare Gleichungssysteme. Beim Aufstellen dieser Gleichungssysteme,
miissen Integrale iiber das Gebiet € berechnet werden, z.B. fiir die rechte
Seite

/Q F(@)py(x)de,

oder fiir die Steifigkeitsmatrix

| A@¥Vie@) - V).

Dabei sind ¢;, ¢; Basen des Finite Elemente Raums, wéhrend f und A be-
liebige Funktionen sein kénnen. Deshalb ist eine exakte Integration hier oft
nicht moglich. Statt dessen werden die Integrale durch zusammengesetzte
Quadraturformeln ersetzt, d.h. zunéchst zerlegen wir das Integral {iber €2

/Q v()de =) /T v(z)da.

TeT

Anschliefend verwenden wir die Transformationsformel, um die Integrale
iiber T" durch Integrale iiber dem Referenelement 7} auszudriicken

[ vats = [ o(Bw) v F@lay

Schliefllich wenden wir zur Integration auf dem Referenzelement eine Qua-
draturformel an, d.h.

Q
/T O(y)dy =~ Zwif)(qi).

Verwenden wir solche Approximationen fiir die Integration, so fiithrt dies dazu,
dass wir die exakte Bilinearform B und rechte Seite f durch Approximationen
By, b.z.w. f; ersetzen. Das Finite Elemente Verfahren mit Quadratur kann
dann geschrieben werden als: Finde u; € X mit

By (un, pn) = fulen) Yon € Xp.
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In diesem Abschnitt wollen wir uns mit Quadraturformeln fiir Simplizes
beschiéftigen und insbesondere die Fragen stellen, welche Giite die Quadrur-
formeln haben miissen, damit die asymptotische Konvergenzordung der Fi-
nite Elemente Verfahren nicht zerstort wird. Abstrakt 148t sich diese Frage
relativ leicht beantworten, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 2.67 (Abstrakte Fehlerabschitzung mit Quadratur)

Sei X ein Hilbertraum und B : X x X — R eine Bilinearform, die koerziv (cy)
und stetig (1) sei. Weiter sei X, C X ein endlichdimensionaler Teilraum. Auf
X, sei eine Bilinearform By, : X, x X; — R definiert, die ebenfalls koerziv
mit Konstante ¢y sei. Aulerdem gebe es ein r, so dasss fiir alle v, € X, gilt

| Bh(un, vn) — Blun, v)| < c2h[[va|x,

Wobei uy, € X}, die Losung des Ritz-Galerkin Verfahrens sei, d.h.

B(un, on) = f(pn),  Yen € Xp.
Dabei sei f € X'. Weiter sei f;, € X; und erfiille

[f(vn) = fulvn)| < esh'[|unll . Von € X

Dann gibt es genau ein u, € X mit

Bi(un, n) = falen), Ven € X
und es gilt die Fehlerabschétzung

Co + C3

|Jup — nl|x < h".

Beweis: Mit den Notationen aus dem Satz gilt

Gollun — nllx < Bplwy, — tip, wp — i)
= Bp(un, un — up) — By(tn, up — tp)
= Bu(un, up — ) — B(un, up, — tp)

+B(up, up, — p) — Bp(tp, up — ap)

= Bp(up, up, — tp) — B(up, up, — p)

+f(uh, - ah) - fh(uh - ah)

< | Bu(up, up — tp) — Bup, up — )|
"Hf(uh - /&h) — fh(uh - ah)‘
S C2hrHuh — ahHX + CBhrHuh — ﬂth-
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Also folgt die Behauptung durch Division mit ¢o||up — @] - .

Durch den abstrakten Satz ist klar, worauf wir bei der Approximation der
Integrale zu achten haben. Zum einen muss die resultierende Bilinearform
By, gleichméssig koerziv sein, zum anderen mufl die Aproximationsordnung,
so gewalt werden, dass r > s ist, falls s die Konvergenzordnung des Finite
Elemente Verfahrens ist.

Als néchstes wollen wir definieren, was wir unter einer Quadraturformel auf
dem Referenzelement verstehen.

Definition 2.68 (Quadraturformel)

Sei Ty C RY ein Gebiet. Eine Quadraturformel Q auf Ty fiir Funktionen
f € LY Q) mit Gewichten w; € Rl = 1,...L und Quadraturpunkten q €
To,l =1,...L ist definiert durch

Dabei ist f(q) definiert durch

~ 1

Fla) =t s [ p)dy

=0 |Be(ar)| JB.()

Ist P(Ty) € LY(Q) ein Funktionenraum, so heifst Q exakt auf P(Ty), wenn
fir alle p € P(Ty) gilt

Im folgenden werden wir der Einfachheit halber immer f(z) schreiben und

verstehen darunter f(x) im Sinne von Definition 2.68.

Wir wollen nun Quadraturformeln auf Simplizes definieren, die exakt auf
Polynomraumen sind. Sei dazu P(T") ein Polynomraum mit dim(P (7)) = s.
Ein allgemeiner Ansatz sind die Interpolationsquadraturen. Dazu sei eine
Menge von Stiitzstellen z; € T,i = 1,...s gegeben und L € P(T') seien
die zugehorigen Lagrangepolynome, definiert durch Li(x;) = &, 4,j =
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1,...,s. Dann ist die zugehorige Interpolationsquadratur definiert durch
Q(f) = sz‘f(ﬂ%),
i=1

mit den Gewichten

Wi ::/Lf(az)dx.
T

Aus numerischer Sicht sollten die Quadraturpunkte x; dabei so gewahlt wer-
den, dass die Quadraturformel exakt auf Polynomen von méglichst gréfiem
Polynomgrad sind, wobei jedoch gleichzeitig aus Stabilitdtsgriinden darauf
geachtet werden muss, dass die Gewischte nicht negativ werden.

Fiir Dreiecke in R? wollen wir konkrete Quadraturformeln angeben. Dabei ist
folgendes Lemma hilfreich.

Lemma 2.69
Seien T C R? ein d-dimensionaler Simplex und o € Ng“ ein Multiindex, so
gilt fiir baryzentrische Koordinaten A = (A, ..., Ay) die Integrationsformel

oy, ald
/T)\(;U) dr = Tal T+ d)l T.

(Beweis siche Ubungsaufgaben)

Satz 2.70 (Quadraturen fiir Simplizes)
Sei T C R? ein d-dimensionaler Simplex mit Eckpunkten a;,i =0, ..., d und
Schwerpunkt x,. Dann gilt:

(i) Die Quadraturformel

O1(f) :=|T|f(xs), xs Schwerpunkt von T,
ist exakt auf P1(T).
(ii) Die Quadraturformel

1 1
Qa(f) = §|T| Z flaij), aij = é(az + aj),

0<i<j<d

ist fiir d = 2 exakt auf P?(T).
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(iii) Die Quadraturformel

Qs(1) = 1713 Zfaz )18 S flay) + 27 (),

0<i<j<d

ist fiir d = 2 exakt auf P3(T).

Beweis: Wir beweisen die Aussagen i) und ii).
Zu i) Jedes p € PL(T) hat die Darstellung

Also folgt mit Lemma 2.69 und der Linearitéit von p

| plarte = |Tlpta) - zpaz | Ma)dz - Tip(a)

- d!
= D pl) g g T = Tlp(a)

Zu ii) Zunichst kann man zeigen, dass p € P* mit Hilfe der baryzentrischen
Koordinaten in der Lagrangebasis wie folgt dargestellt werden kann
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Also folgt mit Lemma 2.69

/Tp(x)dx s Zp(aj)</TQ)\j(x)2dx—/T)\j(x)d:):)
d j-1
+4Z‘ p(aij)—/TAj(i))\]((T)dx
! 21d 11d! . 11d!
B ;p(“’)<2m(d+2)v | |(d+1)!>+4§§p( I3y
i j-1

Setzt man d = 2, so verschwindet die Summe iiber die Eckpunkte und man
erhiilt Q2(p). .

Nachdem wir Quadraturformeln eingeiihrt haben, wollen wir untersuchen, wie
gut die resultierenden approximierenden Bilinearformen und rechten Seiten
approximiert werden (vgl. Satz 2.67). Zuvor wollen wir allerdings noch die
Koerzivitat der approximierenden Bilinearform untersuchen. Dazu haben wir
folgendes Lemma.

Lemma 2.71 (Koerzivitidt von Bj)
Sei A € C(R?%; R%9) uniform elliptisch, d.h. es gibt eine Konstante ¢y > 0, so
dass

ETA(x)E > colé]?, VE x e R

Weiter seien 2 C R? und 7, eine zulissige Triangulierung von Q mit o(T) < o
fiir alle T' € Tj. Die Bilinearform B : H(Q) x H1(2) — R sei definiert durch

B(u,v) := /QA(x)Vu(x) - Vo(z)de.

Ist ) eine Quadraturformel auf dem Referenzelement Tj, so definieren wir
By, - S}’f X S,’j — R durch

By (un,vp) ==Y _ |detVFr| Q((AVuy - Vuy) o Fr).
TeTs,
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Dabei ist Fr : T — T die Referenzabbildung fiir eine Element T' € 7j,. Hat
die Quadraturformel () nur positive Gewichte w; > 0 und ist sie exakt auf
P?~2 50 existiert eine Konstante ¢ > 0, so dass fiir alle v, € S}]f gilt

c
B, (vn, vp) > zo‘vh’Hl(Q)-

(Beweis siche Ubungsaufgabe)

Wenden wir uns nun der Approximation von Integralen durch Quadraturfor-
meln zu.

Lemma 2.72 (Approximationseigenschaften von Quadraturen)

Sei k € N so gewiihlt, dass die Einbettung H*™1?(T) — L*°(T) gilt. Sei Qg
eine Quadraturformel auf dem Referenzelement Ty, die exakt auf P™(7}) mit
m > k ist. Dann ist durch

Q(v) := |detV EFp|Qo(v o F)

eine Quadratur auf T' gegeben, die exakt auf P™(T) ist.
Definiert man das Fehlerfunktional G : H*"?(T) — R durch

G(v) = / o(@)dz — Q(v),

so gilt fiir alle w € H*1P(T)

|G(’U)‘ < ch(T)d(l—l/p)-Hc—i—l ‘U‘Hﬂl,p(T)-

Beweis: Definiert man Gy durch Go(w) := fTUw — Qo(w), so gilt fur v €
H’“H’p(T):

‘G(U)‘ - ‘detVFTHG()(U ) F)‘

Zur Abschétzung von Gy gehen wir analog zum Bramble Hilbert Lemma 2.29
vor. Sei dazu p € P (1)), so gilt mit Satz 2.28

Go(w)] = [Go(w) + Golp)| < ||Goll(grsvoimy)yllw + pllgerin,)

S C"GO‘|(Hk+1vp(T0))/|w‘Hk+l’p(T0)'
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Setzen wir diese Abschétzung fiir w = v o F ein, so folgt durch Riicktrans-
formation

‘G(U)‘ c\detVFT\ |/U o F‘Hk—}—l,p(TO)

<
< |detVEr|" PV o) sy,

Hieraus folgt die Behauptung mit Lemma 2.11. .
Lemma 2.72 liefert uns zwar Fehlerabschiatzungen, jedoch kénnen wir diese
mit Blick auf das abstrakte Resultat in Satz 2.67 nicht verwenden, da wir
dort Abschétzungen der Form ch”||v|| o) bendtigen. Um dies zu erreichen,
miissen wir ausnutzen, dass die Bilinearform und die rechten Seite Integrale
iiber Produkte von Funktionen sind, bei denen bei der Approximation min-
destens ein Faktor ein Polynom ist, d.h. es gilt z.B. v = fuv,. Da wir bei
diesen Abschatzungen wieder Gebrauch vom Bramble-Hilbert Lemma ma-
chen werden, wollen wir dieses hier nocheinmal in einer anderen Variante
formulieren.

Satz 2.73 (Bramble-Hilbert Lemma IT)

Sei T ein Lipschitzgebiet, k € Nund p € [1, 00]. Sei G € (H*?(T))’ und gelte
G(p) = 0 fiir alle p € P*(T). Dann existiert eine Konstante ¢ > 0, so dass fiir
alle v € H*P(T) gilt

G )] < el|Gl[|v]mrr-

(ohne Beweis)

Satz 2.74 (Approximation der Bilinearform)

Seien Q C RY ein Gebiet, Ty, eine zulissige Triangulierung von € mit o (T
o,k € Nund A € L=(Q;R>4) A|lp € H*(T; R¥>?) uniform elliptisch, d.
es gibt eine Konstante ¢y > 0, so dass

<
h.

ETA(2)E > coléf’, V€ x e RY

Die Bilinearform B : H'(Q) x H'(2) — R sei definiert durch

B(u,v) := /QA(.Q:)Vu(x) - Vo(z)daz.
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Ist ) eine Quadraturformel auf dem Referenzelement Tj), so definieren wir
By, : S,lj X S}’f — R durch

By (un,vp) =Y _ |detVFr| Q((AVuy - Voy) o Fr).
TeT),

Dabei ist Fr: T — T die Referenzabbildung fiir eine Element 7" € 7j,.
Wir definieren fiir f € H~1(Q) die Losungen u € H} () und uy, € S;f,o durch

B(u,0) = f(p), Ve Hy(9),
B(un,¢n) = flen),  Ven € Spyo.

Ist dann @ exakt auf P?*"1(Ty), gilt w € HF1(Q) und ist k > 4 — 1, so gilt
fiir alle v, € S,lf,o

| B(un, vn) = Bi(un, va)| < ch®[|onl| g oyl [ul | gres g

Beweis: Seien p,q € P*1(Tp) und seien G, Gy wie in Lemma 2.72 definiert.
Dann gilt fiir Funktionen a,r € H**(Ty)

Go(rg)| < cralr=m) < clrlr=m)llall 2,

< C"THHIC,OO(TO)HQHL2(T0)'

Ist ¢ € P*1(Ty) fest gewihlt, so erfiillt Go(-q) also die Voraussetzungen des
Satzes 2.73 und es folgt

|Go(rq)] < C|T‘H’f’°°(To)HC]HL2(TO)'

Setzt man r = ap, so folgt weiter

|G0(CLPQ>’ < C\GP’HM(TO)HQ"LQ(TO)
k

< CZM‘H’C*SW(TO)LD
s=1
k—1

s=1
k—1

S C Z |a/’Hk:—S.,OC(TO) |p|H"’72(To) ‘ ‘q| ‘LZ(T())
s=1

oo (1) 14 \L2(TO)

Hs(Tp) |q] ’LQ(TO)
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Dabei haben wir die Produktregel ausgenutzt und verwendet, dass die k-ten
Ableitungwen von p Null sind. Mit einem Skalierungsargument folgt dann fiir
p,q € PF"1(T) und a € H>(T)

|G(apq)| < Ch(T)kZ\a\kasm(T)\p

Hs@(T)HQHH(T)
< Ch(T)kHa|‘H"*OO(T)|‘pHH’C*L?(T)HqHL?(T)
Damit ergibt sich fiir die Approximation der Bilinearform

d
| B(un, vn) — Bi(un, vn)| < DY |Glai;0undion)|

ij=1T€T,

< Zzh *lai ] gpeoe oy 107 | sy 1050m 2y

1,j=1T€Ty

d
< Cmaxma’XHa’LjHHkoo (T) § h(T)kl’vuh|‘H’“—W(T)vahHL?(T)
1,j=1 TE<T,, TE'E

< (X o) lonlinco

TeT,

Um den Beweis des Satzes abzuschlielen, miissen wir noch zeigen, dass gilt

1/2
( Z ||uhH§{k(T)) < cf|ull grri(q)-

TeT,

Dies sehen wir wie folgt ein. Es ist

1/2 1/2
(X i) < (D Hun = Duallingry)

TeT, T<T),
) 1/2 ) 1/2
(2 M= ullipry )+ (D Ml
TeTh TeTn

Mit inverser Ungleichung erhalten wir fiir den ersten Term der rechten Seite

1/2
(D M = Bulliry) < b ™ fun = Il
TeT
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Somit folgt mit der Interpolationsabschéitzung und dem Konvergenzresultat

2 1/2 1k
( Z HuhHH’*’f(T)> < chflun — ]huHHl(Q)

TeTh

[ Ihw — ul| i) + Hull grg)

< ch" M ([Jup — ull o) + 11w — Inull g g)
[ nw = ul| gr gy + lull ge)

< ch (e |[ul g ) + eh|ull g )
tehllull ooy + 1l o

< c(hlfull grsriq) + lull griy)

< cfull g ).

Damit ist der Satz bewiesen. .

Satz 2.75 (Approximation der rechten Seite)

Seien Q2 C R? ein Gebiet, Tj, eine zulissige Triangulierung von Q mit o(7") <
o,k € Nmit k > %l. Weiter sei f € L?(€)) gegeben mit f|r € H*(T). Ist Q eine
Quadraturformel auf dem Referenzelement 7j, so definieren wir f;, € (S}f’o)’
durch

fulwn) =Y |detVFr| Q(f o Fr).

TeT

Dabei ist Fr : T — T die Referenzabbildung fiir eine Element 7" € 7j,.
Ist dann Q exakt auf P?*~2(Ty), so gilt fiir alle v, € S,lj’o

1/2
[ son= gl < (S fllinen) onlla

TeT),

Beweis: Der Beweis geht analog zum Beweis von Satz 2.74, weshalb wir hier
auf eine detaillierte Darstellung verzichten.

Mit den bewiesenen Approximationsabschétzungen kénnen wir nun das Hauptre-
sultat dieses Abschnitts beweisen.

Satz 2.76 (Fehlerabschitzung mit Quadratur)
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Mit den Voraussetzungen und Notationen der Satze 2.71, 2.74 und 2.75 gibt
es genau eine diskrete Losung uy, € S,lj’O von

By (tn, vn) = fn(vn), Vo, € Sﬁ,o

und es gilt die Fehlerabschétzung

) 1/2
= @nll oy < e (o + (32 1 1wen) ).

TeTh

Beweis: Mit der Dreiecksungleichung gilt mit den Definitionen aus Satz 2.67

1w = iinll gy < Il = wnl 1y + Il = @l s

Das Resultat folgt direkt aus den Satzen 2.35 und 2.67 unter Zuhilfenahme
der Resultate aus den Sétzen 2.71, 2.74 und 2.75. .



Kapitel 3

Finite Elemente Verfahren fiir
parabolische Differentialgleichungen

In diesem Kapitel wollen wir uns mit der Finite Elemente Diskretisierung der
zeitabhdngigen Wéarmeleitungsgleichung

Owu(z,t) — div(DVu(z,t)) = f, V(z,t) € Q% (0,T)

beschéftigen. Wie wir in der Einleitung (Kap. 0) gesehen haben, ist die
Warmeleitungsgleichung der Prototyp einer parabolischen Differentialglei-
chung zweiter Ordnung und modelliert beispielsweise die zeitabhédngige Tem-
peraturverteilung. In diesem Fall ist u die Temperatur, D der Warmeleitfahig-
keitstensor und f eine duflere Warmequelle.

Im folgenden Abschnitt wollen wir uns zunédchst mit der einfachsten Form
dieser Gleichung beschéftigen, d.h. wir setzen D = Id.

Definition 3.1 (Anfangsrandwertproblem fiir die Wirmeleitungs-
gleichung)

Sei Q) C R? ein Gebiet und Q; := Q x (0, 00) das zugehirige Orts-Zeit-Gebiet.
Fine Funktion u : € — R heifit klassische Lésung der Wirmeleitungsglei-
chung mit homogenen Dirichletrandwerten falls gilt

(1) (Regularitit) u € C°(0,00) x Q)N C%((0,00) x ),
(ii) (Differentialgleichung)

Owu(x,t) — Au(z,t) = f(x,t), V(z,t) € Q,

(17i) (Randwerte) u(z,t) =0, V(x,t) € 09 x (0,00),
(iv) (Anfangswerte) u(z,0) = up(x), Va € (.
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Zur Losung des Anfangsrandwertproblems gibt es unterschiedliche Ansétze.
Ein Moglichkeit ist der Variationsansatz. Dazu nehmen wir an, dass es Funk-
tionen w(t) und v(z) mit v = 0 auf 0N gibt mit

u(z,t) = w(t)v(z).
Aus der Differentialgleichung folgt dann durch einsetzen
Ow(t)v(z) — w(t)Av(z) = 0,
oder
dw(t)  Av(x)
wt)  v(e)
Da dies fiir alle t und alle x gelten soll, mufl also ein A € R existieren mit

Oyw(t) —Av(z)
w(t) v(z)

Aus der Gleichung fiir w folgt durch Integration
w(t) = w(0)e M.

:—)\’ :)\

Die Gleichung fiir v hingegen fiihrt auf das Eigenwertproblem fiir den Laplace-
Operator

—Av(x) = \v(z),Vr € Q, v(x) = 0,Va € 09,

Dieser Ansatz zeigt, dass man Losungen der Warmeleitungsgleichung mit
Hilfe des Eigenwertproblems fiir den Laplace-Operator konstruieren kann.
Man kann insbesondere zeigen, dass es fiir beschrinkte Gebiete {2 eine Fol-
ge von Eigenwerten 0 < A\; < Ay < ... mit zugehorigen Eigenfunktionen
Uy, ug, ... von —A mit Nullrandwerten gibt. Die Eigenvektoren bilden ein
vollstdndiges Orthonormalsystem in L?(Q2). Mithilfe dieses Orthonormalsy-
stems kommt man zu folgendem Satz.

Satz 3.2 (Klassische Losung der Wirmeleitungsgleichung)
Sei Q C RY mit d < 3 ein Gebiet mit glattem Rand und sei ug € C3(1).
Dann ist durch

E Ast CI,OJUJ ap,j = (u();uj)L?(Q)
=1
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eine klassische Losung des Anfangsrandwertproblems 3.1 gegeben.
(ohne Beweis)

In dieser Vorlesung wollen wir klassische Losungen nicht weiter verfolgen
und uns stattdessen mit schwachen Losungen der Warmeleitungsgleichung
beschiéftigen. Um die Existenz von schwachen Losungen zu zeigen, werden
wir uns einer Methode bedienen, die auf der Energieminimierung beruht.
Dazu halten wir zunéchst folgendes Resultat fest.

Lemma 3.3 (A priori Abschitzung)
Jede klassische Losung v im Sinne von Definition 3.1 erfiillt fiir alle ¢ € [0, T
die Gleichung

DBy / 19u( ) Zayds = il 2 (31)

Beweis: Wir starten mit der Warmeleitungsgleichung aus Definition 3.1 mul-
tiplizieren mit u und integrieren iiber €2 und (0, ¢). Wir erhalten mit partieller
Integration

t t 1
0 = // 8tu—Au u:// 8t—u2+]Vu|2)
= / dt2/|u:r; t)] dxdt+/ | Vu(-, HLz

= _Hu('vt)HQL?( HuU 22w HW Iz2()
2

Damit ist die Behauptung bewiesen. .
Auf dieser a priori Abschétzung beruhen viele Methoden, mit denen die
Existenz von schwachen Losungen gezeigt werden kann. Insbesondere liefert
Gleichung (3.1) eine Abschitzung fiir die Norm von u im Funktionenraum
L*(0,T; H}(Q)), den wir weiter unten noch definieren werden. Die Vorgehens-
weise sieht dabei immer wie folgt aus.

(1) Konstruiere fiir ¥ € N approximative Losungen uF.

(2) Zeige die a priori Abschitzung (3.1), d.h.

’
| 20 () < C,
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mit einer Konstanten C' > 0, die nicht von k& abhéngt.
(3) Finde einen Grenzwert u fiir eine Teilfolge von (u*)en.

(4) Zeige, dass u eine schwache Losung ist.

Im folgenden wollen wir dieses Prozedere fiir die sogenannte Rothe-Methode
durchfiihren, dabei wird die Differentialgleichung lediglich in der Zeit diskre-
tisiert. Eine andere Moglichkeit wére eine reine Ortsdiskretisierung.
Um das Existenzresultat vorzubereiten wollen wir jedoch zunéchst schwache
Funktionenrdume fiir Funktionen einfiihren, die von der Zeit und dem Ort
abhédngen und einige Aussagen aus der Funktionalanalysis angeben.

3.1 Sobolevraume und Bochnerriaume

Definition 3.4 (Die Raume L*(0,7; H}(Q)) und L*(0,T; H1(Q))
Wir definieren Sobolevrdume fiir Funktionen u : Q x (0,T) — R wie folgt

L*(0,T; L*(Q)) = L*(0,T) x Q),
L0, T; HY(Q)) = {ue L*(0,T) x Q)| Vu € L*((0,T) x Q)}.

Als natiirliche Norm auf L*(0,T; HY(Q)) definieren wir

T 5 1/2
ull 20 7.0 ) = (/0 Hu('vt)”Hl(Q)dt)

Beide Rdume sind Hilbertriume mit den entsprechenden kanonischen Skalar-
produkten. Wir definieren weiter fiir Funktionen mit Nullrandwerten

L*(0,T; Hy(Q)) :={u € L*(0,T; H(Q))|u(-,t) € Hy(Q) fiir f.a. t € (0,T)},
L0, T H(Q)) := (L*(0,T; Hy (2)))".

Bemerkung 3.5 (Bochnerintegral und Bochnerrdume)
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Ist X ein Banachraum so kann man verallgemeinerte Funktionen w : [0, 7] —
X betrachten, und fiir solche Abbildungen den Begriff des Bochnerintegrals
einfithren. Allgemein definiert man dann die Bochnerrdume

L°(0,T; X)

als die Menge aller stark mebaren Funktionen w : [0,7] — X mit

T » \ /P
ooy = (| i) < oo

fiir 1 <p < oo und

[lull oo ix) 7= ess sup [lu(t)[|x < oo.
0<t<T

Fiir mehr Details siehe Ubungsaufgaben und [Eva98, Abschnitte E.5 und
5.9.2].

Im folgenden werden wir die Begriffe des Bochnerintegrals und der Bochnerrdume
ohne detaillierte Einfithrung verwenden.

Definition 3.6 (Der Raum C(0,7; X))
Der Raum

C(0,7T; X)

besteht aus allen stetigen Funktionen u : [0,T] — X mit

ulleor.x) = Jnax, [Ju(®)]|x < oo

Definition 3.7 (Schwache Zeitableitung)
Sei uw € LY0,T;X). Wir sagen v € L' (0,T;X) ist die schwache (Zeit-
)Ableitung von u, falls gilt

/ o' ()u(t)dt = —/ e(t)v(t)dt, Ve e C°(0,T).
0 0

Wir schreiben u' fiir die schwache Ableitung v von wu.

Fiir die schwache Formulierung der Warmeletiungsgleichung bendétigen wir
noch folgendes Resultat.
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Satz 3.8 (Einbettung)
Sei u € L*(0,T; H}(Q)) mit schwacher Ableitung u' € L?*(0,T; H1()).
Dann gilt

(i) u € C(0,T; L*)) (nach eventueller Abénderung auf einer Nullmenge),

(ii) Die Abbildung ¢t — |‘U(t)”i2(9) ist absolut stetig und es gilt

d

EHU(t)Hi?(Q) = 2(u/(t),u(t)), fiir fa. te[0,T].

(iii) Es gilt die Abschétzung

ull o2y < CU 202,81 0)) + I 20 7.1-102)))-

Dabei héangt die Konstante C' nur vom Endzeitpunkt 7" ab.

(ohne Beweis)

Fiir Schritt (3) im angestrebten Existenzbeweis benotigen wir noch folgenden
Satz aus der Funktionalanalysis.

Satz 3.9 (Schwache Folgenkompaktheit)

Sei X ein reflexiver Banachraum — d.h. X ist isomorph zu seinem Bidual-
raum X” — und (xp)gen eine Folge in X mit ||xx|| < C unabhingig von k.
Dann existiert eine Teilfolge mit einem schwachen Grenzwert x € X. D.h. es
existiert ein z € X und eine Teilfolge (k;);en, so dass fiir alle p € X' gilt

o(xr,) — p(x) fir j — oc.

(Beweis siehe [Alt92, 5.7 Satz].)

Bemerkung 3.10

Die zeitabhéngigen Funktionenrdume aus Definition 3.4 sind alle Hilber-
traume und damit insbesondere reflexiv. Also haben in diesen Rdumen be-
schrankte Folgen schwach konvergente Teilfolgen.
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3.2 Schwache Formulierung der Wiarmeleitungsgleichung

Wir haben nun alle Definitionen zur Hand, um den Begriff der schwachen
Losung der Wéarmeleitungsgleichung einzufiihren.

Definition 3.11 (Schwache Lésung)
Sei Q0 C RY ein Lipschitzgebiet. Eine Funktion u : Q0 x [0,T] heifit schwache

Lisung der Wirmeleitungsgleichung 3.1 fiir Anfangswerte ug € L*(Q) und
rechte Seite f € L*(0,T; H *(Q)), falls gilt

(1) (Regularitit) wu e L*(0,7T;H}(Q)) und ' € L*(0,T; H (),
(2) (Schwache Form der Differentialgleichung mit Randbedingung)

<ul(t)7 90> + (vu(t)a vQO)LQ(Q) - <f(t)7 90>7 \V/QO S H&(Q>7fa te (O,T),

(3) (Anfangswerte) u(-,0) = uy.

Bemerkung 3.12

Die Definition der Anfangswerte macht Sinn, da nach Satz 3.6 gilt, dass u
stetig in der Zeit als Abbildung nach L?(€) ist.

Um die Existenz von schwachen Losungen der Wirmeleitungsgleichung zu
zeigen, werden wir nun der Rothe-Methode folgend eine Zeitdiskretisierung
der Warmeleitungsgleichung einfiihren.
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Definition 3.13 (Zeitdiskretisierung)

Es gelten die Voraussetzungen und Notationen aus Definition 3.11. Fiir das
Zeitintervall [0, T) definieren wir eine requlire Zerleqgung Iy = {t°, ... t"}
der Feinheit At := T /N, durch t" := nAt. Weiter seien die Teilintervalle I,
definiert durch I, := [t", ") firn=0,...N — 1.

Eine zeitdiskrete Approzimation u™ € H}(Q) der Lisung u(t") ist dann defi-
niert durch die Vorschrift

UO = Uy,

,¢)L2(m + (VU V) =0, Vo € HYQ). (3.2)

(un—l—l —u"

At

Zu den Funktionswerten (u"),—o...n definieren wir eine in der Zeit stickweise
konstante Funktion a® : [0,T] — H}(Y) durch

a|; = u" firn=0,...N —1.
und eine stetige und stiickweise lineare Funtion @” : [0,T] — L*(Q) durch

tn+1 —t t — tn
~N n

t =
@ (®)lr, At w At

ut firtel, undn=20,...N — 1.

Das folgende Lemma gibt uns eine uniforme a priori Abschétzung fiir die
Approximationen.

Lemma 3.14 (A priori Abschitzung)

Fiir ug € H}(Q) sind die Approximationen 4" und @" aus Definition 3.13
beschrinkt in L?(0,T; H}(Q)). Die schwache Zeitableitung d;a" existiert in
L*(0,T; H () und es gilt

ol (-, t) = A (-, t) in HY(Q) fiir fa. t € (0,7). (3.3)
Insbesondere ist also 9@ beschrinkt in L?(0,T; H1(Q)).

n+1

Beweis: Wir testen in Gleichung (3.2) mit ¢ = v"™" und erhalten

1 n 2 n n n
Kt(Hu +1HL2(Q) — (u",u +1)L2(Sl)) +[[Vu +1H%z(g)

1 n 2 1 n 2 n||2 n
> E(HU HHLZ(Q) - 5(“” +1HL2(£2) + |Ju HL‘Z(Q)) + |[Vu HH%%W

0:

Dabei haben wir die Cauchy-Schwarzche Ungleichung und die Youngsche
Ungleichung verwendet, d.h. (v, u™+') < 1(||u"||? +][um Y [?). Multiplikation
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mit At und Summation iiber n ergibt

n n 2 n||2
0 > ZAtHV o) +Z (" Ml = " [172)

n=0
N—-1

n 2 1 2
= A VU [Tz ) + §HUNHL2(Q) - §HUOHL2(Q)~

Also erhalten wir als diskretes Analogon zu (3.1) die Abschéitzung

1, 2 g
S+ [ 198" ) < 3ol

Somit ist der erste Teil der Behauptung beweisen. Die schwache Differenzier-
barkeit von #@" und Gleichung (3.3) folgen direkt aus der Definition von @” .
Die Beschriinktheit von 9 in L*(0,7T; H-1(Q)) folgt dann aus (3.3) auf-
grund der Tatsache, dass 4" uniform in L?(0,T; H}(Q2)) beschriinkt ist.
Aufgrund von Lemma 3.14 und der schwachen Folgenkompaktheit nach Satz
3.9 gilt fiir die Folge von Approximationen (@")yen, (@) yen, dass jeweils
Teilfolgen existieren (wieder (") yeny und (@) yen genannt, die schwach in
L*(0,T; H}(Q)) gegen Grenzwerte @ und @ konvergieren. Wir zeigen zunéchst,

dass gilt u = u.

Lemma 3.15
Seien % und 7% Grenzwerte von Teilfolgen der Approximationen (i) yen, (1
aus Definition 3.13. Dann gilt

)NGN

g
I
=g

Beweis: Sei ¢ € C§°((0,T) x Q), so gilt nach Taylorentwicklung
T
‘/0 (ﬂN(t>, gO(t))L2(Q) = ZAt ,QO tn L2 (Q) + O(At),
T
/0 (ﬁN(t>, gO(t))LQ(Q) = Z At/ov ((1 — ,u)un_l + ,uu”, (p(tn_l + MAt))LQ(Q)
n=1

N
1 — n— 1 n n
= ZAt(§(Un Lot ) ) + 5(“ , (")) 12(0) + O(At).
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Im Grenziibergang fiir N — oo gilt also (u, ¢) = (1, ) fiir alle o € C5°((0,7T") x

2) und somit folgt mit dem Hauptsatz der Variationsrechnung u = . .

Wir kénnen nun zeigen, dass der Grenzwert © = u die schwache Form der
Differentialgleichung 16st.

Lemma 3.16

Sei w :=u = @ € L*0,T; H}(S)), wobei % und @ Grenzwerte von Teilfol-
gen der Approximationen (@) yen, (@) nen aus Definition 3.13 seien. Dann
ist Ou € L*(0,T; H 1(Q)) wohldefiniert und u 16st die schwache Form der
Wiérmeleitungsgleichung

(W' (t), ) + (Vu(t), Vo) =0, Vpe Hy(92).

Beweis: Sei v € C§°((0,T) x ), so folgt aus Lemma 3.14
(0™, ) = (AT, ).
Nun gilt einerseits
(O™, ) = —(@", 0up) — —(u, ) = (Dpu, )

und andererseits

(AT, @) = (@, Ap) = (u, Ap) = (Au, ).
Also gilt

(Oru, ) = (Au, p).

Weiter folgt, da u € L?(0,T; H}(Q)) ist, dass Au ein lineares stetiges Funk-
tional auf L2(0,T; H}(Q)) ist, also gilt Au € L*(0,T; H1(2)) und wegen der
Gleichung auch d,u € L*(0,T; H*(Q)). .
Zur Existenz einer schwachen Losung der Warmeleitungsgleichung fehlt nun
lediglich noch die Annahme der Anfangswerte und ein Argument, dass die
Aussage aus Lemma 3.14 auf Anfangswerte ug € L*(2) verallgemeinert wer-
den kann.

Wir fassen das Ergebnis in folgendem Existenzsatz zusammen.
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Satz 3.17 (Existenz einer schwachen Losung der Wirmeleitungs-
gleichung)

Sei QO C R ein Lipschitzgebiet, uy € L?(Q2) und T > 0. Dann existiert eine
schwache Losung u der Warmeleitungsgleichung (vgl. Definition 3.11).

Beweis: 1. Schritt: Approximation der Anfangswerte.

In den Lemmata 3.14 bis 3.16 haben wir die Existenz einer Losung fiir Daten
ug € HY(Q) gezeigt. Ist uy € L*(2), so erhalten wir mit der Dichtheit von
H(Q) in L?(Q) ein dquivalentes Resultat, indem wir vy durch eine Folge von
Funktionen u)" € H}(Q) approximieren mit u)" — ug in L*(£).

2. Schritt: Annahme der Anfangswerte.
Fiir ¢ € C3°([0,T) x ) gilt die Gleichung

A<wﬁmmwmma+A<M%wﬁmumw:—wmmm»

Da die Funktionen 9" uniform in L%(0,T; H1(2)) beschrinkt sind, exi-
stiert eine Teilfolge, die schwach in L*(0,7T; H*(€2)) konvergiert. Dadurch
konnen wir in allen Summanden zum Grenzwert iibergehen und erhalten,
dass u die Anfangswerte in schwachem Sinne annimmt, d.h. es gilt

A(%&ﬂwhW&+A@mﬂ@wwwﬂz%mwhw%

Aufgrund von Satz 3.8 folgt, dass u € CY(0, T'; L*(€Q) ist. Daher folgt u(-,0) =

Ugp- 0

Bemerkung 3.18 (Eindeutigkeit und Verallgemeinerungen)

(1) Die Eindeutigkeit einer schwachen Losung folgt direkt aus der Energie-
gleichung (3.1) fiir u, die aufgrund der absoluten Stetigkeit der Norm (vgl.
Satz 3.8 (ii)) auch fiir schwache Losungen der Warmeleitungsgleichung gilt.

(2) Der hier vorgestellte Existenzbeweis 1t sich verallgemeinern auf rechte
Seiten f # 0, Dirichletrandwerte gp # 0 und auf allgemeine elliptische Diffe-
rentialoperatoren anstelle des Laplace-Operators.
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3.3 Semidiskrete Finite Elemente Methode

Wir wollen in diesem Abschnitt zunédchst nur die Ortsdiskretisierung von pa-
rabolischen Differentialgleichungen mit Hilfe von Finite Elemente Verfahren
untersuchen. Dazu betrachten wir als Prototyp eines parabolischen Anfangs-
randwertproblems die inhomogene Wérmeleitungsgleichung.

Definition 3.19 (Inhomogene Wirmeleitungsgleichung)

Sei Q0 C RY ein Lipschitzgebiet. Eine Funktion u : Q x [0,T] heifit schwache
Lésung der Wirmeleitungsgleichung 3.1 fiir Anfangswerte ug € L*(Q) und
rechte Seite f € L*(0,T; H X)), falls gilt

(1) (Regularitit) wu e L*0,7; H}(Q)) und o' € L*(0,T; H (),

(2) (Schwache Form der Differentialgleichung mit Randbedingung)

<u/(t)7 90> + (vu(t)7 vgp)LQ(Q) - <f(t)7 90>7 \V/SO S H&(Q),f& te (OvT)a

(3) (Anfangswerte) u(-,0) = up.

Die Finite Elemente Semi-Diskretisierung wird nun analog zu Kapitel 2 defi-
niert und fithrt auf ein System gewohnlicher Anfangswertprobleme fiir die Ko-
effizientenfunktionen u;(t) der Basisdarstellung uy(z,t) == Y20, ui(t)pi(z).

Definition 3.20 (Finite Elemente Semi-Diskretisierung)

Seien Q C R? ein Gebiet und Ty, ein zulissige Triangulierung von €. Sei
Xy, C HYQ) ein endlichdimensionaler Finite Elemente Raum iber T;, mit
Dimension N und Basisfunktionen o1,...,¢on. Die Finite Elemente Semi-
Diskretisierung u, € CH(0,T; X},) der inhomogenen Wirmeleitungsgleichung
aus Definition 3.10 ist dann fiir Anfangswerte ug € HE(SY) definiert durch

(atUh(‘,t), SO},,)L2(Q) + (vuh('ﬂf)) vgph)LQ(Q) - <f(7t)7 @h>7
Von € Xp, fa. t€(0,T),

uh(-, O) = Ih(uo).

Dabei ist I, - Hi () — X, eine H'-Interpolation.
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Bemerkung 3.21 (Anfangswertproblem fiir die Koeffizientenfunk-
tionen)
Mit der Basisdarstellung

up(z,t) = Zui(t)%’(f)

erhiilt man fiir die zeitabhédngigen Koeffizientenfunktionen w;(t) aus der De-
fintion von wy,

N N

d .
> Zrui(0)(pis @j)ra0) + > wi(t)(Vepi, Voo )2y = (f(5. 1), 05), 5 = 1,..., N,
i=1 =1

Definieren wir die Massematrix M € RY*Y durch

Mj; := (i, ) 2()
und die Steifigkeitsmatrix S € RV*N durch

Sji = (Voi, Vi) 2 (),

so folgt fiir den Koeffizientenvektor U (t) := (uy(t),...,uxn(t))" mit der rech-
ten Seite F'(t) := (fo(t),.... fn(£) ", fi(t) = (f(,£), @), i=0,.... N

MU'(t)+ SU(t) = F.

Dies ist ein System von linearen gewohnlichen Differentialgleichungen fiir den
Koeffizientenvektor U. Zusammen mit den Anfangsdaten, erhalt man also ein
gewohnliches Anfangswertproblem.

Wir wollen nun die Konvergenz der Finite Elemente Semi-Diskretisierung un-
tersuchen. Da die Fehlerabschédtzungen auf der Idee der Energieabschétzung
beruhen, wollen wir dazu zunéchst einige a priori Abschéitzungen fiir die in-
homogene Wirmeleitungsgleichung beweisen. Dabei nehmen wir an, dass die
Losung der Wéarmeleitungsgleichung geniigend glatt ist.

Lemma 3.22 (A priori Abschitzungen)
Sei uw € L*(0,T; H}(2)) die schwache Lésung der inhomogenen Wirmelei-
ungsgleichung aus Definition 3.10. Sind f,up und u geniigend regulér, so
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gelten fiir ¢ € [0, 7] die folgenden a priori Abschidtzungen

lu(- / 17 )1 + [l (3.4)
el < [ s+ el 35)

t 0 t
/O 10 $)|? ds + (| Vul- D] < / 17 9)] s + (| Vol (3.6)

t
[|0ru(- )] S/O NS (-, 8)l[ds + M ([[uol | g2y + 11 ¢ O)])- (3.7)

Dabei bezeichnet ||-|| die L?(Q)-Norm und )\, ist der kleinste Eigenwert von
—A, so dass die folgende optimale Poincaré-Ungleichung gilt

2 2
Mlul|” < [ Vull”.

Beweis: Abschitzung (3.1):
Wir setzen ¢ = u(-,t) in der schwachen Form der Wérmeleitunggleichung ein
und erhalten, falls v geniigend regular ist

Opult), u(t)) + || Vu®)|* = (f(t). ult)).

Dabei bezeichne (-, ) das Skalarprodukt in L?(Q2). Hieraus folgt

diHU(lt)H2 + (Va1 < 1 Ollub)].

t
sallu@®I” = Il [ut)]]

Lol < 7)1l

Durch Integration erhalten wir hieraus die Abschétzung (3.1), wobei wir da-
bei den Term ||Vu(t)||* nicht ausgenutzt haben.

r*l\slw/\/\

Hieraus folgt mi

Abschitzung (3.2):
Verwenden wir die Poincaré-Ungleichung

2 2
Alful|” < [[ Ve[,

so konnen wir die Abschétzung (3.1) verbessern. Zunéchst erhalten wir

m” a®IP + Mllu@®)]]P < LFONu(@)],
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beziehungsweise

%Ilu(t)\l + M lu@®)]] < [[F@)]

Dies ist dquivalent zu

%(ekltl\U(t)H) < eMfOl;

da gilt Z(eM||u(®)|]) = eM'(\i]|u(t)]| + L||u(?)|]). Integration von 0 bis ¢
liefert dann

t
M |u(t)]] — e’lJu(0)]] S/O e[| f(s)]]ds.
Somit haben wir (3.2) bewiesen.

Abschitzung (3.3):
Ist u geniigend regulér, so konnen wir als Testfunktion ¢ auch 0;u wahlen.
Dies fithrt zu

DI + 5 I Vu(o)] P = (7(2), ).

Mit Cauchy-Sschwarz und der Youngschen Ungleichung erhalten wir hieraus

I + 5 ZITuIE < SO+ Glau)]

2dt| ‘ — 2

Somit erhalten wir die Abschétzung
[Bru()]]” + %HVU(@HQ < lf @]
und nach Integration iiber ¢
[ 10t Pas + 19N < [ 156 + 10l
Dies beweist (3.3).

Abschitzung (3.4):
Differenzieren wir die schwache Formulierung zunéchst nach ¢, so erhalten
wir fiir dyu(t) die schwache Form

(Oru(t), o) + (VOru(t), Vi) = (0 (1), ).
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Wahlt man nun ¢ = Ju und geht analog zu (3.2) vor, so erhélt man die
Abschéatzung

t
[|Bru(t)]| < / M0N0 ()]|ds + e[ du(0) -
0
Bei geniigender Regularitat gilt
Oru(0) = Aug + f(0),

also erhalten wir insgesamt Abschétzung (3.4). .

Wir verwenden die Ideen der Energieabschéitzungen, um den Approximati-
onsfehler, der durch die Finite Elemente Semi-Diskretisierung entsteht, ab-
zuschétzen.

Dazu werden wir wie folgt vorgehen:

1) Herleitung einer schwachen Differentialgleichung fiir den Fehler u — uy,
2) Definition der Galerkin-Projektion P,u(t) € X}, von u
4) Herleitung einer schwachen Differentialgleichung fiir den Fehler P,u—uy,

(1)
(2)
(4)
(4) Wabhl einer geeigneten Testfunktion: ¢, := (Pyu — up,)(t)
(5) Energieabschitzung fiir den Fehler Pyu — uy,

(6)

6) Verwenden der Approximationseigenschaften der Galerkin-Projektion

Satz 3.23 (A priori Fehlerabschiitzung)

Sei u eine geniigend glatte Losung der inhomogenen Warmeleitungsgleichung
aus Definition 3.7 und u, € C*(0,T;X}), Xj, := Sy, die Finite Elemente
Semi-Diskretisierung aus Definiton 3.10. Zusatzlich existiere ein Konstante
c. > 0, so dass fiir alle g € L*(Q2) ein schwache Lésung v, € Hj(Q) des
dualen Poissonproblems

/QV<p -V, = /Qggo, Yo € Hy?(Q)

existiert, die H2-regulir ist (v, € H*(2)) und die folgende uniforme a priori
Abschétzung erfiillt

Vgl 20y < eellgllz -
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Dann gilt fiir t > 0
Ju(t) = un()l 2y < e luo — un(0)]|p2q)

t
+chF ! (Hu(t)l\mu(m + 6_/\1t||U0HHk+1(Q) + _/0 eAl(s_t)H@tu(s)Hds),

Beweis: Subtrahieren wir die schwache Form der Finite Elemente Semi-
Diskretisierung von der schwachen Form der Differentialgleichung, so erhalten
wir bei geniigenden Regularitéit der Losung u

(Be(u — un)(t), on) + (V(u—un)(t), Vi) = 0, fiwr alle oy, € Sp.

Wir definieren die Galerkin-Projektion (oder auch Ritz-Projektion) Pyu(t) €
X}, von u(t) durch

(VPyu(t), V) = (Vu(t),Vn), Yen € Xp,t e [0,T].

Als Fehlergleichung fiir Pyu — uy, erhalten wir dann aus der Fehlergleichung
fiir u — uy, die Gleichung

(O(Pau — un)(t), n) + (V(Pru = un)(t), Vior) = (O(Pau — u)(t), o),
tiir alle ¢y, € Sl,io.

Wiéhlen wir als Testfunktion ¢ = (Pyu — up)(t), so folgt

(On( Py — ) (1), (Pyw = up) (1)) + ||V (Pre — ) (8)|]
= (0y(Pru — u)(t), (Pyu — up)(t)).

Analog zur a priori Abschéatzung (3.1) erhalten wir hieraus

t

[1(Pr = up) ()] < e ||(Pyu — un) (0)]| + / M8, (Pyu — w)(s)||ds.
0

Mit der Dreiecksungleichung folgt dann fiir den Fehler u — uy,

1w =un) @] < [[(w = Puu) O] + [[(Pru = un) @)
< l(w = Pae) @)I] + e[ (Pow — un) (0)]]

¢
—|—/ eAl(s_t)HE?t(Phu —u)(s)l|ds.
0

Um zu der Fehlerabschétzung des Satzes zu kommen, miissen wir nun noch
die Fehler (u — Pyu)(t) und 0y(Pyu — u)(t) in der L?(2)-Norm abschitzen.
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Eine optimale Fehlerabschitzung hierfiir liefert uns die L?-Fehlerabschétzung
aus Korollar 2.38 (mit Aubin-Nitsche Trick)

1= Pan)(®)] < e fu(t) e,
| (Opu — Pp(0pu)) ()| < Chk:+1‘atU(t>|Hk+l(Q).

Zusammen mit der Abschéatzung

1(Bru = un) (O)] < |[(Phw = w)(0)]| + |[(w = un)(0)]]
< ch"Hu(0) i) + || (w — un) (0)]]

folgt dann die Behauptung.

Bemerkung 3.24

Im Beweis haben wir verwendet, dass man die Zeitableitung mit der Galerkin-
Projektion vertauschen darf, d.h. es gilt 0;(Pyu) = P,(0su). Dies sieht man
wie folgt ein: Nach Definition von P}, gilt

(VPwu(t),Vr) = (Vu(t),Ven), Yo, € X,
(VP,(0m)(t),Ver) = (Vowu(t),Ven), Yo € X,

Differenziert man die erste Gleichung nach ¢, so folgt
(VO (Pru)(t),Ver) = (Vowu(t),Ven), Yo € X,
Wir erhalten also
(VP (0u)(t), Vn) = (VO(Pyu)(t), Veon),  Ven € Xp,
und somit gilt O (Pyu) = Py ().
Nachdem wir eine Fehlerabschiitzung in der L>(0,T; L*(2))-Norm gezeigt

haben, wollen wir im néchsten Satz eine Abschétzung fiir den Gradienten
beweisen.

Satz 3.25 (Fehlerabschitzung im Gradienten)
Unter den Voraussetzungen von Satz 3.13 gilt fiir ¢ > 0 die Fehlerabschéatzung

V(= un)(O)ll2) < ellV(w=un)0)l] 20

t
ol (ol gees @y + (B pescy + / 1001(5) 3y ) ).
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Beweis: Analog zum Beweis der L?-Abschitzung erhalten wir durch Sub-
traktion der schwachen Formulierungen von u und wuy,

(Or(u —wn) (), n) + (V(u—up)(t), Vi) = 0, fiir alle @, € Sy
Wieder erhalten wir mit der Galerkin-Projektion P,u(t) € Xj, definiert durch
(VPwu(t), Vn) = (Vu(t), Ven), Vi € ot €[0,T]
die Fehlergleichung fiir P,u — uy,
(Or(Phu —up)(t), on) + (V(Phu — un)(t), Vion) = (0(Pru — u)(t), ¢n),
fiir alle ¢y, € S;io.

Der a priori Abschétzung (3.2) folgend wihlen wir hier die Zeitableitung des
Fehlers als Testfuntkion, d.h. ¢ = 9;(Pyu — uy)(t). Wir erhalten
1d

[18: (Pyu — un) ()] + sV (Phu = un) (D1° = (0 (Pyu — u)(1), (Pyu — up)(1))-

Jetzt konnen wir analog zur Herleitung der a priori Abschétzung (3.2) vor-
gehen. Wir erhalten
d
IV (Pu — up) I < [0(Pyu — w) (D)
< ch?|0pu(t)]| oy

Durch Integration in der Zeit von 0 bis ¢ erhalten wir weiter

t
IV Py — un) (0)][* < 1|V (P — ) (0)]]* + Ch%/o [100u() [ 77e0 s

t
< (IV(Phuo — uo)l| + IV (uo — un(0))|1)* + Ch%/o [100(3) e ds

t
< cHV(u_uh)(0)|12+ch2k\|u0|@wm+ch2’f /0 Hatu(s)uifkm)ds.

Mit der Dreiecksungleichung erhalten wir schlielich
IV (u = un) (@] < [IV(u = Pou) @) + |[V(Phu —un) ()]

und somit folgt die Behauptung mit der Fehlerabschétzung fiir die Galerkin-
Projektion

IV = Pa) ()] < ekl o 0
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3.4 Zeitschrittverfahren

Die Finite-Elemente Semidiskretisierung aus Abschnitt 3.3 fithrt auf ein An-
fangswertproblem fiir ein Differentialgleichungssystem der Form

d .
SU(t) = BU() + F(b), (38)

Dabei ist U(t) der Koeffizientenvektor der Semi-Diskretisierung u,, B =
—M~'S und F := M~'F(t) (vgl. Abschnitt 3.3).

Nun konnte man denken, dass man zur Zeitdiskretisierung ein beliebiges Ver-
fahren zur Losung von Anfangswertproblemen einsetzen kann. Problematisch
dabei ist jedoch, dass (3.5) ein steifes Anfangswertproblem darstellt, da die
Systemmatrix B von negativen h-Potenzen abhéngt. In klassische Fehler-
abschétzungen fiir Anfangswertprobleme geht die Lipschitz-Konstante, also
||B|| ein. Ubertréigt man also solche Techniken auf diesen Fall, so erhilt man
Fehlerabschiatzungen mit positiven Potenzen in der Zeitschrittweite At und
eventuell negativen Potenzen in h.

Im Fall einfacher Diskretisierungen beziiglich der Zeit kann man den Ge-
samtfehler auch direkt abschétzen, ohne die Aufspaltung in rdumlichen und
zeitlichen Diskretisierungsfehler vorzunehmen. Wir wollen uns dies zunéchst
fiir die implizite Euler-Diskretisierung ansehen.

Definition 3.26 (Implizite Euler Diskretisierung)

FEs gelten die Notationen und Bezeichnungen aus Abschnitt 3.53. Sei uyp :
[0, 7] xQ — R die Finite Elemente Semi-Diskretisierung aus Definition 3.10.
Fiir das Zeitintervall [0,T] definieren wir eine requlire Zerlequng Iy :=
{t° ... M} der Feinheit At := T/M, durch t™ := mAt. Weiter seien die
Teilintervalle I, definiert durch I, = [t",t"™ + 1) firm =0,... M — 1.

Die implizite Euler Diskretisierung uj’ € S,lj’o der Liosung up(-,t™), m =
0,...M, ist dann definiert durch die Vorschrift

u% = up(0),

1) gy T (VU Ve = (6 ) (39)

Yon € Sry.

Bemerkung 3.27 (Iterationsvorschrift fiir die Koeffizientenvekto-
ren)
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Seien M € RV*N die Massenmatrix, S € RY*V die Steifigkeitsmatrix und
Fmo=Ft™) = ((f(-,t™), ¢i))i=1... N der rechte Seite Vektor aus Bemerkung
3.11. Dann gilt fiir die Koeffizientenvektoren U™ von u;' die Iterationsvor-
schrift

(M + AtS)U™ = MU™ + AtF™.

In jedem Zeitschritt muss also ein lineares Gleichungssystem gelost werden
mit der Matrix A = M + AtS. Die Matrix A ist symmetrisch und positiv
definit. Insbesondere ist die implizite Euler Diskretisierung U™, m =0,... M
wohldefiniert.

Wir wollen nun den Beweis der L2-Fehlerabschitzung aus Satz 3.13 im voll
diskreten Fall imitieren, um zu einer Abschéitzung des Gesamtfehlers der
impliziten Euler Diskretisierung zu gelangen.

Satz 3.28 (A priori Fehlerabschitzung)

Es gelten die Voraussetzungen aus Satz 3.13. Weiter sei uj' € S,]fo, m =
0,...M die impliziten Euler Diskretisierung aus Definition 3.16. Dann gilt
die Fehlerabschitzung

tm

6™ = il < o — 1|y + A / 18u14(3) |

tm
‘|‘Chk+1 (l ‘UJ()| |Hk+1(Q) + /0 ‘ |8tu(s) | ‘Hk+1(Q)dS> .

Bewers: Wir immitieren den Beweis des semi-diskreten Falls. Mit der Galerkin-
Projektion P,u (vgl. Beweis von Satz 3.13) gilt

w(t™) — up" = (u(t™) = Pyu(™)) + (Buu(t™) — uy').

Der erste Summand 148t sich analog zum Beweis von Satz 3.13 abschétzen
durch

u(t™) = PaaE™)| < e ™) oo .

Wegen

t’n’l

u(t™) = u(0) +/ Oru(s)ds

0
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1aBt sich dies weiter abschatzen zu

tm

[lu(t™) = Pyu(t™)|| < ch" (JJuol| s +/0 |0 (8)[] s () ds)-

Der zweite Summand (P,u(t™) — u}") ist schwieriger zu behandeln. Wieder
haben wir das Ziel durch Subtraktion der schwachen Formulierungen fiir u
und v zu einer Fehlergleichung fiir (P,u(t™) — u}’ zu geleangen. Es gilt fiir
up

m—1

(%»%) + (Vuy', Von) = (7)), ¢n)

und fiir v erhalten wir zur Zeit t = t™

(Brult™), 1) + (Vult™), Vo) = (7). on).
Mit der Definition der Galerkin-Projektion folgt aus der Gleichung fiir u(¢™)
(O™, 01) + (VPau(t™), Vin) = (F(, ™), m).

Definieren den Fehler e} := (P,u(t™) — uj’, so erhalten wir zusammen mit
der Gleichung fiir uj’

m—1

(B8 ) + (Ve Vi)
- (A ) — (). )
- (1) o)
- (-1 (M) )
+((HFED) a0,
Wir withlen nun als Testfunktion iy, := €I, so folgt
(=87 o)+ vep
< (1P — 1y (ML= g (= DY ey e

. w(t™) = m—1 w(t™)—u m—1 ~
Mit Em +— 817m+€27m, 517m = H(Ph — ]d) (%) || und 52’m — || (%) — 0
folgt also nach Multiplikation mit At

[lei1* — (i " i) + At Vey'||* < Atey|lef? |-
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Dies ergibt weiter
len'l] < lley =[] + Atep.

Summation iiber m ergibt dann
m
eIl < llepll + Aty e
j=1

Analog zum Beweis von Satz 3.13 erhalten wir zunéchst fiir den Anfangsfehler

llell < llup — woll + [Juo — Pruol

< lup = wol[ + k" [uoll s .

Bleibt also noch die Abschétzung der Terme ¢,,. Betrachten wir zunéchst
E1,m. Bs gilt

I
fim = (P Td)5 - Ayu(s)ds||
I
= 3¢ ) 1B = Id)9ru(s)|ds

hk+1 tm
< c / Oru(s 1 ds.
[ 0 e

m—1

Aufsummieren und multiplizieren mit At ergibt

m +m
At ers < ek /O 1800(5) | ees -

J=1

Wenden wir uns nun dem Term &g, zu. Es ist

(U(t ) A?;(t )) —du(t™) = i dyu(s)ds — Opu(t™)
tm—l
1 tm .
- E tm—1 (atU(S) B atU(t ))ds

T
N / Opu(r)dr ds.
tm=1J s

Aufsummieren und multiplizieren mit At ergibt fiir g,

tm

m m tJ tJ
ALY ey < Z/_ / |[Opue(r)||dr ds < At/ |[Opu(s)||ds.
j=1 j=1 e !
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Fiigen wir alle Abschéitzungen zusammen, so haben wir die Behauptung be-

wiesen. -

Bemerkung 3.29

Fiir die Zeitdiskretisierung haben wir bewuf3t die implizite Euler-Diskretisierung
gewahlt, da implizite Diskretisierungen besondere Stabilitdtseigenschaften
besitzen (A-Stabilitdt). Insbesondere zeigt die Fehlerabschitzung in Satz
3.18, dass die implizite Euler-Diskretisierung konvergiert, ohne dass wir eine
Bedingung an die Zeitschrittweite fordern miissen.

Im folgenden wollen wir auch explizite Diskretisierungen betrachten. Wir

definieren dazu als Verallgemeinerung der implizite Euler-Diskretisierung die
Klasse der #-Verfahren.

Definition 3.30 (0-Verfahren)
Es gelten die Notationen und Bezeichnungen aus Definition 3.16. Fiir 6 €
0, 1] definieren wir das 0-Verfahren durch die Iterationsvorschrift

up, = u(0),
’U,m—H um
(S LY Tt Vi) + (- 0T Vi) (3.10)
= (OFC.t" )+ (L= 0) (™), 0n), Veou € Sk

Dabei bezeichnet (-,-) das Skalarprodukt in L*(Q).

Bemerkung 3.31

Mit den Bezeichnungen aus Bemerkung 3.17 erhalten wir als lineares Glei-

chungssystem fiir den Koeffizientenvektor U™ ! von UZLH

(M + AtHSYU™ Y = (M — At(1 — 6)S)U™ + At(OF™ L + (1 — )F™).

Die Matrix A := M + AtfS ist symmetrisch und positiv definit, so dass die
Existenz einer eindeutigen Losung des Gleichungssystems sichergestellt ist.

Als Spezialfille erhalten wir
e fiir # = 1 das implizite Euler Verfahren,

e fiir # = 0 das explizite Euler Verfahren,
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e fiir # = 1/2 das Crank-Nicolson-Verfahren.

Das Crank-Nicolson-Verfahren ist ein Verfahren 2. Ordnung, widhrend alle
anderen Verfahren von 1. Ordnung in der Zeit sind.

Auch fiir das 6-Verfahren kann man versuchen analog zur Vorgehensweise
fiir das implizite Eulerverfahren direkt a priori Fehlerabschétzungen zu zei-
gen. Statt diesen Weg zu gehen, wollen wir analog zur Vorgehensweise bei
Anfangswertproblemen, zunéchst die Stabilitdt der Verfahren untersuchen.
Auch hier wird dann aus Konsistenz und Stabilitdt die Konvergenz folgen.
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3.5 Stabilitdt und Konvergenz

Definition 3.32 (Stabilitét)
Es gelten die Bezeichnungen aus Abschnitt 3.4. Ein numerisches Zeitschritt-

Verfahren zur Diskretisierung der Wirmeleitungsgleichung heifit stabil (bzgl.
der L>(0,T; L*(Q))-Norm), falls es eine Konstante C gibt, so dass fiir die

Approzimationen u)' € Xy, von u(-,t™) gilt
w2 < €, uniform in h und m.

Entsprechend heifst das Verfahren stabil beziiglich einer anderen Norm ||-||x,
falls eine uniforme Abschdtzung der Approzimationen in dieser Norm gilt.

Satz 3.33 (Stabilitit des -Verfahrens)
Seien u}' € S,’f,o, m = 1,..., M die Approximationen des #-Verfahrens aus

Definition 3.20, wobei das zugrundeliegende Gitter 7}, regulér sei, d.h. o(T') <
o, VT € Tp. Gelte weiter f € L>(0,T; L*(9)). Ist 6 € [0,1), so gelte zusétz-
lich die Bedingung

hmin2
(1—0)At < ,
c
wobei hpiy, = minger, h(T) und ¢ die optimale Konstante der folgenden
inversen Ungleichung sei
c
IVunll 2y < —llvnll 2y, Von € Slif,o-

min

Dann ist das #-Verfahren stabil und es gilt die Abschédtzung

i p2q) < Nl 2oy + Ctgﬁ%{] L C O 120

. . c2T
mit einer Konstanten C := pT

Beweis: Wir wihlen zunéchst ¢, = QUZ’H + (1 — @)u}" in der Definition des
f-Verfahrens und erhalten

T+ Ty =T,
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mit
T, = (u;ln—l—l_u;rln 0 m+1+(1 8) m)
b At U )
Ty = ||[V(0u + (1 0)u)||,

Ty = (0FC,t™) + (1= 0)F(,t™), 0u" + (1 — O)ull).

Betrachten wir zunéchst den Term 7}:

T = (B = o P (g )
m um m mi|2 1 m 2 1 ml|2
- At(euu P ol = 4 Sl = g )
= 2t = P o (e = gl ).

Von T Wollen wir lediglich die Positivitit nutzen. Betrachten wir also noch
T32

Ty < [I0FC.t™ ) + @ = O C ™) Illowy " + (1= 0)ui|
< H9f( ") + (1= 0)f (™)l [V (Oup ™ + (1= 0)uy)|
< pl\ﬁf( ) 4 (1= 0) (™) + 2|V (0up ™t + (1= 0)up)]I

Dabei haben wir im letzten Schritt die Youngsche Ungleichung mit einem
e > 0 verwendet, das noch frei gewahlt werden kann. Zusammen erhalten wir
also nach Multiplikation mit 2At¢

[ |7 = lJg?||* +2(6 — 2)Hu [P 4 2881 — )|V (0up T + (1= 6)up)|

C2

(™) (1= 0) (- ™)

Der Koeffizient 6 — 5 ist nur dann grofler oder gleich Null, wenn gilt 6 > %
Betrachten wir daher zunéchst diesen Fall, so erhalten wir mit ¢ =1

)7 = || ? < p L6y + (1= o) £ e

Summation iiber m ergibt also

2

2 m—1
< 02+ 2 STAHOF( ) (1 — 0) F(-. 4™
|lul]? < |‘uh‘|+2j§ OF(, ") +( VG ™)

2

cT
< (0] + 2= Il
I+ 2 mas 17 )
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Somit haben wir fiir § > % die Behauptung bewiesen mit einer Konstanten
T

Ci=1/%.

Fiir den Fall § < % kommen wir mit der bisherigen Vorgehensweise nicht

weiter. Wir gehen hier erneut von der Definition des #-Verfahrens aus und

testen diesmal mit ¢ = u}?“ Wir erhalten nach Multiplikation mit At

(T = ) + AV P+ AL — 6)(Vup', V')
= AtOF (") + (1= 0)f (- t™), up ™).
mit (a — b)a = 1(a® + (a — b)? — b*) und ab = —3((a — b)* — a® — b?) folgt
hieraus
m m 2
(e =17 4 Dl — e 1P = ) + Aol

At(1 m my |2 m 2 m
—M(Hw )| (Ve )

2
< AOFC ) + (=0 (M [y -
Weiter erhalten wir nach Multiplikation mit 2

m m my 2 m 2

(a7 = T |y 4+ g™ = w |l + Ab(L 4 0)[| Vg™
m m my (|2

+At(1—9)HWhH = At(1=0)[|V(u™ = up)|

p||ef< EY (1= ) f(, ™))+ Ate] [V

Mit der inversen Unglelchung erhalten wir weiter

Q1P = el + [ = | + AL+ 6 — )] |V
o At(1 —0)c " 112
+at(1 — o)) — D=0

h2

min

A 2
pH9f( "+ (1= 0)fC M

Mit e =1 + 6 folgt also

" . At(1 — 0)c? . o 112
(e 1P = []2) + Ab(L = ) [[Vap | + (1= 2L ZOCN ) et _ )
h

min

< S0 + (1= 07 ()

Mit den Annahmen an 6 und At in diesem Fall sind der zweite und dritte
Summand auf der linken Seite positiv und wir erhalten analog zum vorherigen
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Fall durch aufsummieren iiber m
9 m—1

C , , 2
m < 02 p ALIO (- tm+1 1—6 L m

2

02 L 2
0.
W11+ 52 ma 170

Somit haben wir auch fiir § < % die Behauptung bewiesen.

O

Der Stabilitétssatz 3.32 zeigt, dass das 6-Verfahren fiir 6 € [3, 1] unbedingt
stabil ist, wiahrend fir 6 € [0, %) eine Bedingung an die Zeitschrittweite ge-
stellt werden mufl. Nach der Stabilitdt wollen wir nun im néchsten Satz die
Konvergenz des 6-Verfahrens untersuchen.

Satz 3.34 (A priori Fehlerabschitzung fiir das 6-Verfahren)

Seien u eine geniigend glatte Losung der inhomogenen Wéarmeleitungsglei-
chung aus Definition 3.7 und u}' € S l,f’o, m =1,...,M die Approximationen
des #-Verfahrens aus Definition 3.20, wobei das zugrundeliegende Gitter 7,
regulér sei, d.h. o(T) < o, VI' € T},. Zusétzlich existiere ein Konstante ¢, > 0,
so dass fiir alle g € L?(2) ein schwache Losung v, € Hj(2) des dualen Pois-
sonproblems

/VsO'WgZ/gso, Vi € Hy(Q)
Q Q

existiert, die H*regulir ist (v, € H*(2)) und die folgende uniforme a priori
Abschétzung erfiillt
Vgl o) < ellgll 2 q)

Ist 6 € [0, 3), so gelte zusitzlich die Stabilititsbedingung aus Satz 3.23, d.h.

2
( H)At < hmln

c
Dann gilt fiir m = 0,..., M die Ferhlerabschitzung
m m ‘20 - 1‘ m j
luh' = (™)) < lup = woll o) + At max [|Gu(t)]] 2
2(1—6)+6 I
el 2” A &K/ 108u(s)|ds
It

+Chk+1(||UQHHk+1 A / |8tu ||Hk+1 )dS)
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Beweis: Wie im Beweis der Fehlerabschédtzung fiir die implizite Euler Dis-
kretisierung machen wir auch hier von der Galerkin-Projektion gebrauch. Sei
also Pyu(t) € S ) definiert durch

(VPu(t), Ven) = (Vu(t), Vn), Vi € Sio,t €0,T).

Definieren den Fehler e} := u)’ — P,u(t™), so erhalten wir zusammen mit der
Definition des 6-Verfahrens

1
AR = eft, on) + (T(Be T+ (1= 0)el!), Vior) = (<7 0n), Yoon € Sk,

wobei €)' definiert ist durch
(en'son) = (Hf( ")+ (1= 0) (- t™), on)
——P( (") = u(t™)), en)

At
~(V(Ou(t™) + (1 = O)u(t™)), Vion), Yeon € Siy.

Verwenden wir die schwache Form der Warmeleitunsgleichung fiir u, so gilt

OF (.t ) + (L= 0) (-, t™), o0 — (V(Ou(t™ ) + (1 = O)u(t™)), Vior)
= (00u(t™h) + (1 — 0)Ou(t™t, op)

und wir erhalten

(™ on) = (00u(t™™) + (1 — 0)ou(t™™, vp)
1
P — (1) )
Insbesondere folgt also
e — 00U + (1 — 0)du(t™) — Aitph(u(tmﬂ) (™).

Der Fehler e]' geniigt also einem @-Verfahren mit rechter Seite €)' anstelle
von Of (-, t") + (1 — 0)f(-,™). Daher folgt analog zum Beweis des Stabi-
litdtsresultats aus Satz 3.23

m
[lei 1] < [lehl] + € max ||
Zur Abschitzung von ||e}]| 120 gehen wir analog zum Beweis von Satz 3.18
vor und erhalten

llenl] < llup — ol + CH* || i -
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Bleibt also noch eine Anschétzung fiir ||]"|| zu beweisen, wobei wir analog
zum Beweis von Satz 3.18 vorgehen konnen. Zunéchst erhalten wir

el = 00u(t™) + (1 — 0)Ou(t™) — é(u(tm“) —u(t™))
1

b (= P — (e,

Der letzte Summand auf der rechten Seite kann jetzt analog zum Beweis von
Satz 3.18 abgeschétzt werden durch
tm

I 1
A, |(Id — Pp)0u(s)||ds < CthKt/t | Oru($)|| prier g ds.

Betrachten wir also noch die verbleibenden Terme. Mit Taylorentwicklung
fiir u(t) folgt

m—1

1 N
w(t™ ) = u(t™) + Atdu(t™) + §AtQ@,?u(tm) +35 /t . (t" " = 5)°0u(s)do(x),
pmt1

u(t™) = u(t™ ) + Atu(t™ ) + %Aﬂ@fu(tmﬂ) — %/t (t™ — 8)*(0Pu(s)do(x).

m

Aus diesem beiden Entwicklungen erhalten wir

tm+1

i(u(tmﬂ) —u(t™))) = wu(t"™) + %At@fu(zﬁm) + ﬁ /tm (¢ — )203u(s)do(z),
Ait(u(tmﬂ) u(t™) = (™) — %At@fu(tm“) + zim /t " = 5P 3Pu(s)do ().

Multiplizieren wir die erste Gleichung mit (1 — €), die zweite mit # und
addieren die resultierenden Gleichungen, so erhalten wir

ey = 00t + (1 — B)Au(t™) — = (u(t™) — u(t™)

At
At . . o [
= SHOTEET) — (1= 00kt — 5 [ = sPotuls
. tm+1
_—IQAtQ (™ — 5)20%u(s).
tm

Werwenden wir nun noch die Darstellung

tm+1

OPu(t™) = OPu(t™th) — / OPu(s)ds,

tm
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so erhalten wir

tm+1

At At
€ = 7(29 — 1)OPu(t™) + 7(1 —0) /tm OPu(s)ds

fm+ 1 ]Ler 1

0 1—-46

- (t"™ — 5)*0Pu(s) — —— (™ — 5)20%u(s).
NS ! INA !
Also erhalten wir als Abschétzung in der Norm
201 . 20-60)+6, ,1 [
lleall < At|o7 (e )| + AT 107 u(s)l|ds.
tm

Damit folgt die Behauptung mit Hilfe der Dreiecksungleichung
[lup = w(t™)]] < |[Bpu(t™) — u(t™)]] + [[eg’]]

analog zum Beweis von Satz 3.18.

Bemerkung 3.35

Zunichst halten wir fest, dass die Fehlerabschéitzung in Satz 3.24 zeigt, dass
das 6-Verfahren von erster Ordnung in der Zeit ist und lediglich in dem Spe-
zialfall 0 = % zu einem Verfahren zweiter Ordnung wird. Allerdings bleibt
auch festzuhalten, dass der Faktor |20 — 1| in der Fehlerabschéitzung klein
wird, wenn # nahe an % gewahlt wird.

Weiter wollen wir festhalten, dass der Beweis von Satz 3.24 auch zeigt, dass
wir die Frage der Konvergenz und Fehlerabschétzung beantworten konnen,
indem wir getrennt die Stabiltat und Konsistenz des Verfahrens untersuchen.
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3.6 A posteriori Fehlerabschitzung

Im letzten Abschnitt der Vorlesung wollen wir uns noch mit a posteriori
Fehlerabschatzungen fiir die Warmeleitungsgleichung beschéftigen. Das Ziel
ist also eine Abschéatzung der Form

(™) = up'l] < enluy’)

herzuleiten. Dabei werden wir uns auf die Betrachtung der impliziten Euler
Diskretisierung mit linearen Finiten Elementen beschranken. Zunéchst wer-
den wir dazu eine kontinuierliche Gleichung fiir den Fehler herleiten.

Lemma 3.36 (Fehlergleichung)

Seien u eine geniigend glatte Losung der inhomogenen Wirmeleitungsglei-
chung aus Definition 3.7 und v}’ € Sﬁo, m = 0,... M die impliziten Euler
Diskretisierung aus Definition 3.16. Wir definieren zu den Funktionswerten

(u}")m—o,....ar €ine in der Zeit stiickweise konstante Funktion ;" : [0, T] — Sy

ay |, =t firm=0,...M — 1.
und eine stetige und stiickweise lineare Funtion @} : [0, 7] — S¥, durch

uh(t)\]m::Ttuh+ I firt e I, und m=0,... M — 1.

Mit dieser Notation definieren wir die Fehlerfunktionen €, e durch

€ i=u— 1y, e:=u—1uy

Dann gilt fiir geniigend glatte Testfunktionen ¢ : [0,7] x Q@ — R, d.h. ¢ €
L*(0,T; H}(Q)) mit schwacher Ableitung dyp € L*(0,T; H1(2)), die Fehler-
identitéat

L(et) p(t)) = —(Ve(t), Vo)) + (e, aup(t) + ((f ~ P)(D) 0(0)

—(V(a, (t) — @y (1)), Vo(t)) — (R(uy’ ) (1), @(t) — vn(?)),
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fiir beliebige v, (t) € Sy, wobei das Residuum R(uy’) definiert ist durch

(R(uy')(1), 0 (1)) = (Oetiy’ (1), 0(8)) + (V' (1), Veolt)) — (F (1), o(t))

und f : [0, 7] — L%*(Q) ist definiert durch f(t)|7, := f(t" )Vt € I,,..

Beweis: Es gilt

L. o) = @2.00) + (2.000)
= (F(0) 0(0) — (Ve(t), Vplt)) — (V! (8), V()
(@l (1), (1) + {6, 0o 1)
= —(Velt), Volt) + {6, deplt)) — {R(ui") (1), (1)

da aufgrund der Definition des impliziten Euler Verfahrens gilt (R(ull)(t), v, (1)) =
0, fiir alle vy, € SF .

h,o*

Bemerkung 3.37

Ausgehend von der Fehlergleichung in Lemma 3.26, kann man versuchen
a posteriori Fehlerabschiatzungen zu beweisen. Dazu kann man einerseits
versuchen ¢(t) = é(t) zu wahlen, andererseits kann ¢ allerdings auch als
Losung eines geeigneten dualen Problems gewéhlt werden. Um zu einer Feh-
lerabschitzung zu gelangen, muff dann noch v, (t) gewdhlt werden, z.B. als
H_j-Interpolation von (). Im folgenden Satz werden wir zuniichst den ersten
Ansatz wéhlen (vgl. hierzu auch [CF04]).

Satz 3.38 (A posteriori Fehlerabschitzung)

Es gelten die Notationen und Voraussetzungen aus Lemma 3.26. Sei f, du €
L*(0,T;L*(Q)) und k = 1, dann gilt fiir den Fehler é(t) := u(t) — ) (¢),
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€ [0,T] die a posteriori Fehlerabschitzung

tm
(™) = i ||z +/0 1V (u(s) = wt! ()] 12(pds < lluo = uf 7200

tm m—1

ey [ 11 = DI+ 3 A B+ C W+ C o)

J=0

Dabei héingt die Konstante C' nur von der Regularitét der Triangulierung ab
und die Indikatoren n); ). . und njump sind definiert durch

. 9
niime = Hv( - U%)H )
e = S I s
J
Melement *— Hh f(t»H )
TeT, L2(T)
. ) 9
Tamp = D Hh(S)”Q[VU%H(t)-n]l\Lz(S)
SeE(Tn)

wobei £(T,) die Menge der Seitenflichen von 7, bezeichnet.

Beweis: Wir wahlen o(t) := é(t) in der Fehlergleichung aus Lemma 3.26.
Mit

(@(0), Bee(1) = 5 NEDI

folgt dann nach Multiplikation mit 2

d

SIEDIF +2/1ve®|F

= V(i (1) — ! (1)), Ve(t) — 2Rl )(1), &(t) — (1))
12((f — (). é(t)).
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Mit noch zu wihlenden Parametern «, 8 folgt dann

eI+ 21V = 2((V G (e) — a(1), V()
— (@il (1) — £(£).&(t) — (1)) — (Vi (), V(E(t) — wn(2)))

t) =@y (1)), VE(t)) + ((f = F)(&), &)
= > (D)@ (1) = F(£), h(T)(&(t) = on(t))) 2

= 3 (TP (£), AT V() = vn(®))azer ).
Mit partieller Integration, k& = 1 und Cauchy-Schwarz folgt nun die Abschétzung

d ~ 2 ~ 2
eI +2f[ve)l]

< 2V (@' (6) — @ ) VeI +2lI(f — FOI lle)l]
+2 ) AT By (8) — fED) gy [|P(T) (&) — vn ()] 2oy

TeT,

+2 ) () [V () - 0]l g2 | |(T) PV @) = va(t))]] 2o

Se&(Ty)

Wihlen wir nun vy, (t) = I;(é(t)), wobei I;, die H}-Interpolation ist, so folgt
mit @ = 1 und 8 = 5 (vgl. Beweis von Satz 2.62)

I1A(T)H(Et) = Tn(e@) 2y < cllVED] 20y
|(T) "2V (&(t) — ()2 < clVED 2w

die Abschétzung

SO +201ve)
< 2V @) - @ o)l Ve )H+2H(f—/f(t)H e
+O[ (X @)@t = £z

TeTh

(X ISR @) )] IV

Se&(Th)
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Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung und der Youngschen Ungleichung
folgt

d - 2 ~ 2

Sle®IP + 2l ve@))

< 2\|V<ahM<>—uh<>>\| + SV
Hell(f ~ FOI + 5 I9e0)]?
(3 IMTY@a (1) ~ FE)leqr))

TeT,

H(OX0 1SV @)l )] + 5 IVEOIE

Se&(Th)

Integration iiber die Zeit ergibt dann

[leem)[* +/O [Ve(s)lI” < lle(o)]”

tm

w2 [ 9@~ al @) + 1]l - Fo))ds
v [ [( S ID@a o - (oDl

TeT;,

(D IR AR ()l ) |

Se&(Tn)

Verwenden wir nun die Definitionen von € und e, so folgt

™) = a1+ [ IV Gls) = 61 < fluo = ] ey [ 16 = Fs)IPds

+2Z / Y asl v — I

J+l 2

S aif( T ot - o,
TeTh
+( Z |h(S UQVW“()'"”@?(S))]
Se&(Th)

Mit

tJ Y
[ Car)e=3
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folgt dann die Behauptung.

Bemerkung 3.39

Die a posteriori Fehlerabschiatzung aus Theorem 3.28 ist nicht optimal bzgl.
der L>(0,T;L*(2))-Norm. Insbesondere gilt dies fiir die Konvergenz des
Sprungresiduums 7;ump. Dies liegt vor allem daran, dass der Fehler € bzgl. des
Ortes nur in H} () liegt und wir daher bei den Interpolationsabschiitzungen
nur eine h-Potenz gewinnen kénnen. Dieses Problem 143t sich umgehen, wenn
man beispielsweise die Testfunktion ¢ in der Fehleridentiatiat aus Lemma 3.26
als Losung des folgenden dualen Problems wahlt

—(Orp(t), V) + (Vo(t), Vi) = 0, Vo e Hy(),
p(T) = e(T).

Um mit diesem Ansatz zu einer optimalen a posteriori Fehlerabschétzung in
L>(0,T; L*(Q)) zu gelangen, bendtigt man ein parabolisches Regularittsre-
sultat und eine Stabilitdtsabschétzung der Form

el 20y < Clle(T)] 12q)-

Eine andere Moglichkeit besteht darin analog zum Beweis der a priori Feh-
lerabschiitzung vorzugehen und als kontinuierliches Aquivalent zur Galerkin-
Projektion eine sogenannte elliptische Rekonstruktion einzufiithren. In diesem
Fall kann dann die elliptische Regularitit ausgenutzt werden. Diesen Zugang
wollen wir nun im Detail darstellen (vgl. hierzu [LMO06]).

Definition 3.40 (Elliptische Rekonstruktion)
Set vy, € S;]f,o und der diskrete Laplace-Operator —Ay, : S}Iio — S,]f’o definiert
durch

(—Apvn, 1) == (Vun, Vor), Ve € Spy.

Dann definieren wir den elliptischen Rekonstruktionsoperator R : S}]f.o —

H(Q) durch

(VRun, Vo) = (=Apup, ), Vo € Hy(Q).

Bemerkung 3.41 (Galerkin Orthogonalitit)
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Ist vy, € S;f,o und R : S};O — H}(2) der elliptischen Rekonstruktionsoperator,
so gilt die Galerkin Orthogonalitét

(V(vy, — Rup), V) =0, Yy € S;L“’O.
D.h. vy, ist die Galerkin-Projektion der elliptischen Rekonstruktion

(O Ph(RUh).

Definition 3.42 (Zeitabhingige Rekonstruktion und parabolischer
Fehler)

Seien u eine gentigend glatte Losung der inhomogenen Wirmeleitungsglei-
chung aus Definition 3.7 und u}' € S}If,o; m = 0,...M die impliziten Euler
Diskretisierung aus Definition 3.16. Mit den Notationen aus Lemma 3.26

definieren wir die zeitabhdngigen elliptischen Rekonstruktionen u : [0,T] —
Hi(Q) und @ : [0,T] — HY(Q) durch

a(t) = R (t), Vte]

O7T]7
a(t) = Rauy (t), Vtelo,T],

a(t) erbt bzgl. der Zeit die Regularitit von @) und ist daher insbesondere
schwach differenzierbar beziiglich t.
Mit Hilfe der Rekonstruktion u(t) zerlegen wir den Fehler é(t) in

et) =e(t) — p(t)

mit dem Rekonstruktionsfehler

e(t) :=a(t) — ay (1)

und dem parabolischen Fehler

p(t) == a(t) — u(t).

Bemerkung 3.43
Wir wollen bemerken, dass mit Hilfe des diskreten Laplace-Operators die de-
finierende Gleichung des impliziten Euler Verfahrens punktweise geschrieben
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werden kann, als
Oty (2, ™) — Aput(z) — Pof(z, ™) = 0.
Dabei bezeichnet Py : L*(Q) — S} ) die L*-Projektion, definiert durch

(POU7 Qph) = (Ua Sph), \V/gﬁh c S}I;O.

Mit der Definition von u und der Galerkin-Orthogonalitét der elliptischen
Rekonstruktion folgt dann fiir alle ¢ € H}(£2)

Bty (2, t771),0) + (Va(t™™), Vi) = (Rf (™), 9) = 0. (3.11)

Der Vorteil der Zerlegung des Fehlers in Rekonstruktionsfehler und parabo-
lischen Fehler liegt darin, dass die Effekte der Orts- und Zeitdiskretisierung
nun unabhéngig voneinander untersucht werden kénnen. Ausserdem ist der
parabolischen Fehler p(t) € Hg () und hat automatisch bessere Regularitits-
eigenschaften, falls die Daten und die Regularitéit von 2 dies zulassen.
Weiter sei angemerkt, dass der elliptische Fehler ¢ aufgrund der Galerkin-
Orthogonalitdt mit Hilfe einer a posteriori Fehlerabschatzung abgeschétzt
werden kann, wie wir sie in Abschnitt 2.5 hergeleitet haben. Benutzt man
zudem ein Dualititsargument, so kann man auch in der L*(0,T; L*(Q))-
Norm eine optimale a posteriori Fehlerabschétzung erhalten.

Neu ist also insbesondere die Behandlung des parabolischen Fehlers. Dazu
leiten wir zunéchst eine Fehlergleichung fiir p her.

Lemma 3.44 (Fehlergleichung fiir p)

Es gelten die Voraussetzungen und Notationen aus Definition 3.32. Dann gilt
fiir m =1,..., M und fiir alle p € L*(0,T; H}(€2)) mit schwacher Ableitung
Owp € L*(0,T; H1(2)) die Fehlergleichung

%(P(t), p(t)) = —=(Vp(t), Vo(t)) + (p(t), Oie(t))
+H(V(a(t) — a(t), Ve(t) + (Oe(t) + (Pof — f)(2), (1))

Dabei ist P : [f(Q) — S,]f,o die L2-Projektion und f : [0,T] — L%*(Q) ist
definiert durch f(t)|, :== f(t™)Vt € I,

Beweis: Es gilt

%(p, o)) = (Dup(t), p(1)) + (p(t), Duip(1)).
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Betrachten wir also noch (9;p(t), p(t)). Mit der schwachen Form der inhomo-
genen Wirmeleitungsgleichung erhalten wir mit u(t) = —p(t) + @(t) und

(Gip(t), (1)) = =(f(t), (1)) — (Vp(t), Vo(t) + (Va(t), Ve(t)) + (O, ¢(1)).

Subtrahieren wir davon Gleichung (3.8), so erhalten wir

@ip(t), (1)) = ((Pof — f)(B),0(t) = (Vp(t), V(1))
+H(V(@(t) —a(t)), V(1) + (9@ — @' ) (1), ¢(t)).

Mit e = @ — @} (t) folgt nun die Behauptung.

Bemerkung 3.45

Vergleicht man die Fehlergleichung fiir p mit der Fehlergleichung fiir ¢ aus
Lemma 3.26, so ist wichtig, dass in der Gleichung fiir p der Term mit den
Kantenspriingen nicht mehr auftaucht. Im néchsten Satz werden wir aus der
Fehlergleichung fiir p eine a posteriori Fehlerabschétzung fiir p ableiten.

Satz 3.46 (Abschitzung des parabolischen Fehlers)

Es gelten die Voraussetzungen und Notationen aus Lemma 3.34. Ausserdem
sei  hinreichend glatt, so da8 wir uniforme H2-Regularitit fiir die Poisson-
gleichung erwarten konnen. Dann gilt fiir alle t"",m = 1,..., M die Fehler-
abschétzung

tm

1/2
(Lmax oI +2 [ 195 )
e[0,¢m]
m—1 m—1 211/2

. . ) 2 ;
Hp H +4 [( At (nijme + ngpace + néata,t)) + Z At (nglata,x) }

Jj=0 j=0
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Dabei sind die Fehlerschatzer definiert durch

: 1 :
Mime = 511=Ba(}™ = w))ll,
. 5 1/2
Mnce = C1[( D0 IIMTA(=Bnuna(s) + Auna(s)laer))
TeTy,
3/2 9 1/2
(O3 1R Tunils) -l )
Se&(Th)
. 1 i+l
Thaar = a7/, N = DENlds,
; . 9\ 1/2
Tans = C( 2 IMD)((R = 1) f )
TeT,

wobei gilt w, ,(t711) := L (u)t! — u)).

Beweis: Analog zur Vorgehensweise zum Beweis von Satz 3.28, wiahlen wir
als Testfunktion ¢ = p und erhalten aus der Fehlergleichung fiir p nach
Integration in der Zeit

[1pI* = [1p(0)[* + 2/0 1V (s)|ds
< 2/0 {\(V(ﬂ(S) —u(s)), Vo(s)| +[(0e(s) + (Pof = f)(s), p(s))] | ds.

Ist t}' < ™ der Zeitpunkt, fiir den gilt ||p(t)")|| = max,co m)
durch die entsprechenden Ungleichungen fiir ¢ und ¢!

p(s)]], so folgt

IL’NL

oI = [1p(0)]]" +2/ 1V p(s)|["ds

0

[\(V(Q(S) —u(s)), Vo(s)| +(9re(s) + (Pof — £)(s), p(s))] | ds.

Wir werden jetzt die Terme auf der rechten Seite nacheinander behandeln.
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Fiir den ersten Term gilt

ti+1

|9 —ae). Voehits = [ ST A = ). plo)las
< [ S A = il s
< max (o)l G- = )|

J+1

Betrachten wir nun den Term ftj (0 (), p(s))|ds. Mit der Definition von
¢ erhalten wir mit w,; := @uh

i1 i+

/tj [(Dee(s), p(s))|ds = /N (R (uns) — uny)(s), p(s))|ds.

Wir wenden nun ein Dualitdtsarbument an, um diesen Fehler optimal zu
kontrollieren. Sei daher v : [0,7] — Hj(f) definiert als die Losung des
dualen elliptischen Problems

(Vo, Vio(s)) = (p(s),9), Ve € Hy(2),s €[0,T].

Dann gilt mit ¢ = R(uns) — unye)(S)
(R(uni) = uni)(s), p(s)) = (V(R(uns) = uni)(s)), Vo (s)).

Dies Umformulierung erlaubt uns jetzt die Galerkin-Orthogonalitét der ellip-
tischen Rekonstruktion zu nutzen. damit erhalten wir insbesondere

(R(unp) = uni)(s), p(s)) = (V(R(uns) = une)(s)), V(e(s) = In(¥(s)))-

Dies wiederum ergibt mit der Definition der elliptischen Rekonstruktion und
elementweiser partieller Integration

(Rlung) —un)(s),p(8)) = D (=Dpune(s) + Dung(s), 9 (s) = In((s)2(a)

Verwenden wir nun die optimalen Interpolationsabschétzungen fiir ¢ (s) —

In(¥(s)), d.h.

19(s) = (@ ()l 2y < CRT) ()| ma )
[(s) = In(¥ ()l 25y < Ch(S)* (s )IHa $)
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so folgt mit o = 2

{(Runs) = un)(s). oD < O[3 TP (= Brns(s) + Bunalo)|agry)
TeTh
(30 1A Tuns(s)- TL]Hiz(S))l/Z]W(S)\Hz(m
Se&(Th)

Mit der H?-Regularitéit des dualen Problems gilt

[(8) 20y < Cllp(s)l|

und wir erhalten

[{(R(unt) = uni)(s), p(s))| < € max [|p(s)]]

s€[0,tm]
) 9 1/2
(2 I (= Agnals) + Auna(3)] a7 )
TeTy,
3/2 5 1/2
(30 RSV uni(s) - wllas)) ]
Se&(Th)

Insgesamt haben wir also gezeigt

i+l

| l@es)pnlds < € max [lp(s)lar
2 j+1 1V ] (2 1/2
(2 BT (=B #) + Aun (7)o )
TeTy,

3/2 Jj+1 2 1/2
(D IS (@) - nlllag))

Se&(Th)

wobei nach Definition gilt w, ,(t7*1) = & (u}"™ — u]).

Schliellich bleibt nur noch die Abschéitzung des Datenapproximationsfehlers.
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Wir erhalten

/ ((BF = 1)(s). pls))]ds :/ ((PF = P)(s) + (F — £)(s). pls))]ds
< [ IRT = D)ol = Bpl) s

ti+1

w0 = 1) ptopas
< OVAI( Y Inm) (A~ 1)@ IP)

TeT,
i+l 1/2
([ vets >\|2ds)
tJ“
+ max [lp(s H/ (s)]/ds.
OtTVI

Wir fassen nun die erzielten Abschétzungen zusammen, indem wir die Nota-
tionen aus dem Satz verwenden

tm

Pt — I\p(0)1|2+2/ IV(s)|["ds

0
m—1
< 4‘ ’p tm H Z At (ntune + 77space + 77data t)
AN

1/2 .
+4Z / V() Pds) VL 1y

Da fiir Vektoren a,b € Rm“ und ¢ € R gilt
lof? < +a-b] = [lal < el +b]],

. . m It 2 1/2
erhalten wir mit ¢ = [|p(0)]], an = [lp()[], @ = (f IV(s)IPds) . j =

0, C. ,m—]., bm =4 Z;n:_ol At (ngime+ngpace+néata’t) und bj = 4\/ At néata,x’j =
0,...,m — 1 die Behauptung.

O

Satz 3.47 (Fehlerabschitzung fiir ¢)
Es gelten die Voraussetzungen und Notationen aus Satz 3.36. Dann gilt fiir
alle s € [0,T] die Fehlerabschétzung

le(s)I] < nspace (@’ ()
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mit
~M Y 5 1/2
Mepace @) (5)) 1= C| (D2 11T~ 20} (5) + A ()21 )
TeT,
. 2 1/2
(O ISPVE ) Alll)
Se&(Th)

Beweis: Der Beweis folgt analog zur Abschétzung des zweiten Terms im
Beweis von Satz 46. .

Mit Hilfe der Satze 3.36 und 3.37 erhalten wir nun mit Dreiecksungleichung
eine optimale Fehlerabschétzung fiir den Fehler e.

Satz 3.48 (A posteriori Fehlerabschiitzung)
Es gelten die Voraussetzungen und Notationen aus den Sétzen 3.36 und 3.37.
Dann gilt fiir alle t",m =1, ..., M die Fehlerabschétzung

max [[u(s) — ' (5)||120) < [[Rup — uol|p2) + Max Tspace (@ (5))
86[0 tm 86[0,15 ]
— : . : 2 . 211/2
4 [( Z At (ngime + ngace T nilata,t)) + At (n(jiata,x> } .
=0

Beweis: Der Beweis folgt mit ||e(s)|| < ||e(s)]|+]|p(s)|| und den Abschétzun-
gen aus den Séatzen 3.36 und 3.37. -



Kapitel 4

Das CG-Verfahren und die Kondition
der Steifigkeitsmatrix

In Abschnitt 2 und 3 haben wir gesehen, dass Finite Elemente Verfahren auf
die Losung eines linearen Gleichungssystems fithren. Da die zugehérigen Ma-
trizen diinn besetzt und oft symmetrisch und positiv definit sind, eignet sich
zur Berechnung der Losungen der resultierenden linearen Gleichungssysteme
das konjugierte Gradientenverfahren. Betrachten wir aber zunéchst allgemein
Gradientenverfahren zur iterativen Losung linearer Gleichungssysteme.

4.1 Gradientenverfahren

Generalvereinbarung 4.1

In diesem Abschnitt gelte stets
1) A€ R™™ mit A = AT,

2) A sei positiv definit und

3) be R™.

Ziel: Lose das lineare Gleichungssystem Ax = b.

Dazu wollen wir das Problem zunéchst in ein Minimierungsproblem iiberfiihren.

159
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Deﬁnition 4.2 (Minimierungsaufgabe)

Sei F(z) := (A™Y(Az — b), Az — b), x € R™,

x hezj}t Losung der Minimierungsaufgabe (M), g.d.w.
(M) F(z) = min F(y).

yeR™

Lemma 4.3
A, b seineen mit den Eigenschaften der Generalvereinbarung 2.1 gegeben.
Dann sind aquivalent:

1) z € R™ 16st Az = b,
2) x € R lost (M).

Beweis: A positiv definit == A~! positiv definit. Also gilt F'(y) > 0 Vy €
RT’L‘

1) = 2): Gilt Az = b, so folgt F(z) = (A710,0) = 0.
Folglich 16st = die Mlmmlerungbaufgabe (M).

2) = 1) xlost (M) = VF(&z)=0 <= 2A4r-0) =0 <=
Az —b=0 = 1)

O

Idee der Gradientenverfahren 4.4
Aus Lemma 2.3 folgt: Ar=b <=  F(z)=0.

Idee: Sei (z,)nen eine Folge im R™ definiert durch

Znal = ZpFapt, n=12...
mit Koeffizienten «;,, € R und Richtungsvektoren ¢, € R™ \ {0}.
Wihle ay,, t, so, dass F(z,) — 0 (n — o).

Ansatz fiir die Wahl von «,,:

(tn, Tn)

6”<Atn,t )
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mit 5, € R und 7, := b — Az, der ”Residuenvektor”.

Dann gilt:
F(z) = Fzn1) = (A7) — (A7, — Aagty), m — Aanty,)

= 2ay, {ty, ) — a2 (At t,)

_ <tn Tn>2 <tnarn>
() - 2BM totn) 52@415” tn)
SRR A e N
" n<Atnytn> -
——

— Fir 0 < 6, <2ist F(z,) < F(zp41).
—> (F(2zn))nen ist monoton fallend.

Also folgt: litm F(z,) = A > 0 existiert.
—  (F(2n) — F(2n-1) )nen ist Nullfolge.

Man nennt 3, den Relaxationsparameter der Gradientenverfahren.

Die Gleichung (*) zeigt:

Fir 8, = 1 wird F(z,) — F(z,4+1) maximal und F nimmt auf der Geraden
Zp + apt, ein Minimum an.

Definition 4.5 (Allgemeines Gradientenverfahren)

Seien (Bn)nen und (t,)nen gegeben mit B, € [0,2] und t, € R™. Dann heifit
die Folge (zp)nen, zn € R™ Losung des Gradientenverfahren mit Startwert
21 € R™ wenn gilt:

7”1:[)—1421

und firn =1,2,... gilt
bn, T
Qp = Bn < : >

<Atn7 tn> ’

Zn+1 = ”n + &ntna

Tpi1 =b— Azpi =1, — Aty
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Definition 4.6 (Konvergenz)
FEin Gradientenverfahren heifst konvergent, falls gilt

r — 0 (n— 00)
Dies ist dquivalent zu

Zn — A7 (n — o)
= z, — (n — oo) mit Az =b.

4.2 CG-Verfahren

Das CG-Verfahren erhélt man durch eine geeignete Wahl von Abstiegsrich-
tungen t,, die ein A-orthogonales System in folgenden Sinne bilden.

Definition 4.7 (A-orthogonal)
FEin System von k Vektoren qq,...,q. € R™ (k < m) heiffit A-orthogonal oder
A-konjugiert, wenn gilt:

(Agi,qj) =0 i #j; 1,5 =1,...k,

Fiir k = m bilden A-orthogonale Systeme eine Basis des R™. Wir setzen

(#,y)4 = (Az,y), [|z]l4 = V{2, 2) 4 = (A, 7).

Definition 4.8 (cg-Verfahren) ”conjugate gradient”

Wihle im allgemeinen Gradientenverfahren 8, =1 Yn=1,....m+1, t; =
r1 und

tn =1Tn + anfltnfl
mit Yp_1 = —% fiirn =2,3,....

Idee: Das A-orthogonale System wird mit Hilfe des Schmitd’schen Orthogo-
nalisierungsverfahrens bzgl. (-,-) 4 schrittweise aufgebaut.
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Satz 4.9 (Algorithmus und Konvergenz des cg-Verfahrens)
Sei z1 € R™ und t; = r; = b — Az. Dann lautet das cg-Verfahrenfiir n =

L., lmit ] < m:
0 = (tnia)
n = (At tn)

Zn+1 = Rn + antn
T'nt1 = b— Azn—l—l

- (Arnt1,tn)
Tn = TG )

tn—i—l = Tn+1 + 'Yntn

Es erfiillt die Gleichungen

b) <7“Z',7“j>:O 1§]§’L—1
c) (ti,ry) = (rjry) 1<j<i
und [ < m ist so gewéhlt, dass gilt .1 = 0.

Beweis: (siche Numerische Lineare Algebra)

Bemerkung 4.10

Fiir Gleichungssysteme resultierend aus Diskretisierungsverfahren, wie z.B.
der Finit Elemente Methode, ist m so grofl, dass man in der Praxis weniger
als m Schritte iterieren wird. Dass dies Sinn mach zeigt die folgende Fehler-
abschétzung.

Satz 4.11
Sei k(A) = iﬁf&; die Kondition von A € R™". Dann gilt fiir das cg-
Verfahren fiir Az = b:

A1)
o=zl <2 (YD L)y
4 k(A) +1 4

wobei ||y|| 4, := v/ (Ay, y) definiert ist.

(ohne Beweis)
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4.3 Kondition der Steifigkeitsmatrix

Im Folgenden wollen wir untersuchen, wie die Kondition der Steifigkeits-
matrix von Finite Elemente Verfahren von der Gitterweite h abhéngt. Die
Antwort auf diese Frage liefert der folgende Satz.

Satz 4.12 (Kondition der Steifigkeitsmatrix)

Sei Q C R? ein Gebiet und 7, ein zulissige Triangulierung mit o(T) <
oVT € Ty. Weiter sei X := HJ"(Q2) und X;, C X ein endlichdimensionaler
Finite Elemente Teilraum mit Basis ¢1,...,¢pn. Sei B : X x X — R eine
symmetrische, koerzive (¢p) und stetige (¢p) Bilinearform. Dann gilt fiir die
Kondition der Steifigkeitsmatrix S € RV*¥ definiert durch

Sij = B(pi, ¢;)
die Konditionsabschitzung

k(S) < ch™2™.
Beweis: Es ist nach Definition x(S) := ’;“fa—"((g)), daher schétzen wir zunéchst
Amax(S) nach oben und dann Ay, (S) nach unten ab.
1. Schritt: Abschéitzung von Apax(S).
Es ist

Amax(s> — sup (Sé-af-) .
cerM\ {0} |€]

Ist £ € RV \ {0}, so gilt

N

(S€,€) =" Bl ;)65 = Blun, ),

i,7=1
falls v;, € X, definiert ist durch

N

un(z) = Z Sipi().

i=1
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Mit der Stetigkeit von B folgt also

(S€,€)

2
cf|unIx

2 2
clonlx = ¢ Z \Uh\Hm(T)

TeTh

¢ Y (vn on) ey

TeT,

=c>y (Z Eixt)(&xT)(@is 5) amr)

TeT,  i,=1

IAIA

Wir definieren die Matrix S? durch
T
Sz'j = (1, SOj)Hm(T)
und 7 durch
&= éxr,
wobei 7 die charakterisitische Funktion auf 7" ist. Dann folgt weiter

(S6,6) < ¢ (ST ¢Mpn

TeT

ST&-T)&T N

Cz ( . )R ‘fT‘Z
I3

ST , N

S sup (STn Z)R €7

T€77—L 77€RN ‘/’7‘

c Z )‘maX(ST)KTP

TeTh

cmaX)\maX ST Z |§T|2

TETh

TeTy,

IA

IA

IA

S cmax)\max ST Zf dmaXa

Te
=1

wobei dp.x die maximale Anzahl von Simplizes ist, auf denen eine Basisfunk-
tion ungleich Null ist. Somit haben wir gezeigt, dass gilt

< Ty,
Amax(S) < cmax Amax(ST)
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Mit Cauchy-Schwarz und Skalierungsargument folgt nun weiter

|S£‘ = (i) amm)| < leilamm|ejlamr)
C|VF51‘2m\detVFT||% o F\Hm(TO)|%0j © Fle(TO)
Ch—2m+d.

IAIA

Insbesondere folgt also
Amax(S) < h™2mHd,
2. Schritt: Abschitzung von Ay, (S).

Mit der Koerzivitat von B folgt

(S€ rv = Blvn,vn) 2 collvnllzgma) = collvnllz2(q)
N
= 0 > > & (i e
TeT i,5=1

Wir definieren die Matrix MZ durch

M% = (i, %‘)L%T),

so folgt weiter analog zu Schritt 1
(Sga é)RN Z COdmin min )\min(MT) |€|2
TeT,
und somit

min > I minMT-
A (S)_cjr%%A (M*)

Mit einem Skalierungsargument folgt nun

N
(MTf}f)RN - Zﬁfff(¢i7¢j)L2(T)

i.j=1

N
= |detFr| Y &€l (¢io F i 0 F)rxmy)
ij—=1

> ch|¢]’.
Somit haben wir

Amin (S) > ch?.
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3. Schritt: Abschitzung von k(.5).

Mit den Abschétzungen aus den Schritten 1. und 2. folgt fiir die Konition

>\1’nax (S) h72m+d »
= > = ch ™.
K(S) >\Inin <S) = hd ‘

Folgerung 4.13 (Konvergenz des CG-Verfahren fiir Finite Elemente
Verfahren)

Betrachten wir das Poissonproblem, so erhalten wir aus Satz 2.77 als Abschitzung
fiir die Kondition der Steifigkeitsmatrix eines Lagrange Finite Elemente Ver-
fahrens (m = 1):

k(S) < ch™2.

Verwendet wir zur Losung des resultierenden Gleichungssystems Su = f das
Konjugierte Gradientenverfahren (CG -Verfahren), so gilt fiir die Konver-
genzrate des Verfahrens (vgl. Numerik II)

VK(S)—1 ht—1 2
VE(S) +1 ch—1+1 c

Dies bedeutet, dass eine Halbierung der Gitterweite h zu einer Verdopplung
der CG-Iterationen fithren wird.

Zur Verbesserung der Kondition der Steifigkeitsmatrix konnen Methoden zur
Vorkonditionierung angewendet werden. Fiir mehr Details verweisen wir auf
die Literatur, z.B. [Bra97, Hac91, Saa03].
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