Die Lésung der charakteristischen Gleichungen liefert

(o)) = ((s J;rlflimy)) TF’i’

Entlang der Kurve mit 0 = det D& = det(d(t,z)/0(y, s)) = —1—scosy beginnen—{| -
die charakteristischen Kurven, sich zu schneiden. Das Definitionsgebict liegt-{l
zwischen den randstdndigen chﬂrakterzstzschen Kurven, v = 0 und z =2, und +

der Kurve {(t(y,5), 5(s,5)) | 5 = —co),
{(t,2) eR? |0 < & < ,t < —Colsy firz=y—tany }.

Einschub: Satz von Gaufl

Wir méchten letztendlich auch nicht-glatte Funktionen u als (verallgemeinerte)
Losungen zulassen. Hierzu nutzen wir Integration, um unerwiinschte Ableitun-
gen zu eliminieren. Die Grundidee in 1D ist folgende: Gegeben

v (z) = f(z,u(z)) auf Q = (a,b),

multipliziere beide Seiten mit einer glatten Funktion 1 und integriere partiell,

b b
u(b)b(b) — u(a)yb(a) - f il = ] f(z,u(z)) da

Diese Gleichung macht auch fiir nicht differenzierbares v Sinn. Fiir nD benttigen
wir den folgenden Satz:

Theorem 13 (Satz von Gaufl). Q C R™ sei offen mit stiickweise stetig diffe-
renzierbarem Rand. Ist u stetig differenzierbar, gilt

/Qum,. (z)dz = fan u(z)y;(z) da

fiir die nach auflen zeigende Finheitsnormale v auf 9.

Beweis. 1. Lokalisierung: Uberdecke 99 durch offene Mengen Uy, ..., U, so-
dass 90N U; der Graph einer stiickweise stetig differenzierbaren Funktion
ist und 2N U; auf einer Seite des Graphen liegt. IFiige Uy mit Uy C Q hin-
zu, sodass Uy, ..., U; ganz € iiberdecken. Wiihle hierzu eine Partition der ¥z
Eins, d. h. uneuclhch oft differenzierbare Funktionen 70y -« =2 mit Tréger i
in Uy, ...,U; und EJ oM = L. Es bleibt zu zeigen EJ o fg(rbu z; da TJ

Zji:o fan njuv; dz bzw.

fV(nju)da;:f njuv de .
Q a0

2. Koordinatentransformation: Nach einer orthogonalen Koordinatentrans-
formation diirfen wir annehmen

U;NQ={z €|z, > g(@)}

fir # = (z1,...,2,_1) und eine stiickweise glatte Funktion ¢ : R ! — R,
Die Normale an 9§2 N U; ist dann gegeben durch

- . 1 g(z
,9(@) = s (V1) -




3. Partielle Integration: Mit v(z, h) ::(‘r’)jt;(:i‘, g(&) + h) ist
_ Owv(E,h) = On(mju)(Z,9(2) + 1),
P 2D umn 7 Bw(E,h) = Oi(mju) (%, 9(F) + h) + Dig(&)Dy (nju)(, g(T) + h)
T .-

dn und somit
f V(nu)(z)de = / f V(nu)(&, (&) + h) dh dZ
0 Rr-1.J0
= / f (Vv — v (%9))(:7:, h)dhdz
rr-1Jo

n—1 o0 oo _
=0 j( / f Oy (z, h) di dh) e; — f ( / dnv(E, h) dh) (Vg(;v)) d .
iil_ 0 RBn—1 Bn-1 0

Durch partielle Integration bzgl. x; fiir ¢ < n ergibt sich aufgrund des
kompakten Trigers von v

f Bivd:i-: 0
Bn-—1

und durch partielle Integration bzgl. h

/Doo Onv(&, h) dh = —v(Z,0) = —(nu) (&, 9(F)) .

Bemerkung 14. Der Satz hat verschiedene Varianten:
o [oVu(z)de = [ u(z)r(c)dz.
o [odivb(z)da = [,,b(x) - v(z)de fir stetig differenzierbares b: Q — R™.
° fQ Ulg; + Vg, dz = |, aq Uovidx fiir u,v stetig differenzierbar.
o [quVude = [, wrde — [vVede ...

e Der Satz gilt auch fiir Lipschitz-Rand 9§ und schwach differenzierbare
Funktionen.

Schwache Losungen

Irage: Wie konnen auch nicht-glatte Funktionen wu als (verallgemeinerte)

Losungen aufgefasst werden? ) .
Idee: Nutze partielle Integration, um Ableitungen loszuwerden. sefer D. T A

Hiufig kann die partielle Differentialgleichung in Erhaltungsform ‘geschrieben
werden,

divG(z, u(z)) = Rz, u(z)) (11)
fiir Funktionen G : R™ x R =+ R”, R: R” x R —+ R. Wir wollen (11) auf einem
Gebiet € losen fiir Cauchy-Daten

u=g auf I' C 9.




