Beweis. 1. Nach Lemma 6 existiert £~ auf V sowie z(y,0) = g(zo(y)), p(y,0)

mit F(p(y,0), 2(y,0), &(y,0)) = 0 und z5(y)p(0) — V,9(zo(y)) = 0. Lése
Charpits Gleichungen mit diesen Anfangswerten —  z(y, 5), p(y, 5).

2. Zeige f(y,s) = F(p(y,s), 2(y,s),&(y, 8)) = 0.

Esgilt f(y,0) =0und f(y,s) =I5, -p+F.2+ F,-& = F,- (—F, — F,p)+
Fy(Fy-p) + Iy - Fp =0,
x

3. Zeige pfﬁj) = Vu(z) fir u(z) = 2(27(z)).

o (4) und (5) implizieren z(y, s) = p(y, s) - #(y, ).

* zy(:U: S) = pT(y,S)ﬁTy(y,S), denn T(S) = zy(y,s) ¥ I pT(ya S)i'y(y: S)
erfiillt die gewohnliche Differentialgleichung

7(5) i 2y(y» 3) " ﬁT(ya S)d‘:y(y, 5) =T pT(ya S)fi’y(y? 3)
= pgﬂ“z + pT:'t‘:y — jiT:f:y — pT:E‘y

4)-(6) A
() ngp — (—pF, — Fm)Ta:y

= £ F(p(y, ), 2(y, 8), &y, 8)) + Fo(p- &y — 2)
= —Fr

mit Anfangswert r(0) = ;—yg(mo(y)) —zg(y)p(y,0) = 0.
d
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Beispiel 9. Ldse das Cauchy-Problem - P ]

u +uu, =1 auf (0,00) xR :
45 S5 af I’ = {t.= i}, E

rd

i
o ’ o [ (tx) (1,2) i
Charakteristische Kurven sind gegeben durch ( : ) = | pitap2 ), also ,Ef]‘

i W
)\ [ O bsa(0)2(0)st LOEORO) ) iy
( z ): 111(0)3+z(03(1+p2(0)s) r‘
5 TFp2(0)e

Parametrisiere I' durchy v (0,y). Dies liefert Anfangswerte (t(0),z(0)) = (0,y)
und z(0) = y; Lésen von (7) liefert p(0) = ('7Y). Insgesamt ergibt sich

(t,z) (s:y+ys+355°)
( P ): sty .
P = ('1")

z—12/2
1+¢

Hieraus folgt (s,y) = (¢, ) und somit schliefilich

2D 42 /2
u(t,z) = Z(t,%) =t 11—t|-t/

Bemerkung 10. Fiir quasilineare Differentialgleichungen

bu(z), ). Vu(z) + c(u(z),z) =0




kdnnen die charakteristischen Gleichungen (4)-(6) vereinfacht werden:
b(z(s),z(s)) - p(s) + e(2(s),2(s)) = 0 impliziert

(s) = b(z(s), 2(s)) , (8)
#(s) = —c(2(s),z(s)), (9)
p(s)=—(b:-p+e)p—bup—ca, (10)

worin bereits die ersten beiden Gleichungen © und z bestimmen und (10) somit
ignoriert werden kanmn.

Definitionsgebiet

Das Gebiet, auf dem die Losung eines partiellen Differentialgleichungs-Problems
wohldefiniert ist, wird oft Definitionsgebiel genannt. Fiir Probleme erster Ord-
nung ist das Definitionsgebiet beschréinkt durch verschiedene Umstinde:

e Die charakteristischen Kurven z(s), die die Hyperfliche I' mit Cauchy-
Daten schneiden, durchziehen nicht den gesamten R™. Nur der von solchen
charakteristischen Kurven erreichte Teil des R” kann zum Definitionsge-
biet gehoren.

e Entlang einer charakteristischen Kurve kann die Losung z(s) der gewdhn-
lichen Differentialgleichung aufhéren zu existieren.

e Die charakteristischen Kurven z(s) kénnen sich schneiden. Da zu jedem
z(s) auch ein Funktionswert z(s) der Lésung gehort, wiirden an einem
Schnittpunkt mehrere Funktionswerte vorliegen. An den Schnittpunkten
ist die Parametrisierung & des R™ nicht mehr wohldefiniert, d. h. wir haben
typischerweise det Di = 0. ‘

Beispiel 11. Betrachte das Cauchy-Problem

Up, +Upy =1, u=uu9 auf T = {x; =0,0 <23 <3}.

Parametrisiere T' durch 20(y) = (0,y), 0 < y < 3. Die (vereinfachten) charak- |
teristischen Gleichungen ? A

8 a
5 )= (%)
mit Anfangswerten x(0) = (0,v), 2(0) = y haben die Lésung
ooy (s,5+y) X
(2) =— (y/, ,o‘l_gy'zs) 5
Das Definitionsgebiet liegt zwischen den charakieristischen Kurven durch den
Rand von T, 2(s) = (s,8) und 2(s) = (5,3 + ), und endet auf jeder charak-

teristischen Kurve, wenn z — oo, d. h. fiir s = 57 Insgesamt ergibt sich das
Definitionsgebiet

{xeR?|21+3 >z >0, $2<n;,+\/%%}.
Beispiel 12. Betrachte das Cauchy-Problem

ug +uty =0, u(t,2) =sinz auf I' = {0} x (02r).
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