Beispiel 1. ug, + uz, = 1 hat allgemeine Lisung u = £1E22 | F(2y — x5) fiir

beliehiges F' : R — R. ,’~ X3,
thzy Flps =1 o
. { w=0 a.uleg{;lf—'zz} *\i\ | o~ \ a fA
impliziert F'(2x,) = OVTl, daher F' =0 (emdeutzqe Lésung) : l Vo NP R a)

L= %(1) Plai=1 Ga¥® = aopivs +apniv; = v+ = V2 £ 0,
d. h. I' ist nicht-charakteristisch

Uy +ur2—1 ¥

» { u=0 ouf P={s,=z2} } e I

@mphzsert x + F(0) = Ole, daher unldsbar (keine Lisung) : { \ff YR A

V= ( ) EM 10V =11+ =0, d. h T ist chamkﬁmstzsch

e { Uy Tilep =1 }
u=m; ouf Pl={z1=x2}
zmplzzzert z1+F(0) =z ‘v’ml, daher F'(0) = 0 (unendlich viele Losungen)
i *( ) Z|a| 10av%* =0, d. h. T ist charakteristisch

Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung

Motivation: Linearer Fall

Betrachte
a(z) - Vu(z) + ag(z) =0

mit Randdaten auf einer glatten (n — 1)-dimensionalen Hyperfliche I' ¢ R™, I
i

wls) =glz) . anf . |

4

Die Richtungsableitung von wu in Richtung a ist !

a(z) - Vu(z) = —ag(z),

{7\ X
d. h. wir wissen, wie sich u &ndert entlang der ,,charakteristischen Kurven* s — \
z(s) mit X,
#(s) i= & = a(a(s)). ORI
Sei I' parametrisiert durch zp : R*"™* — R”, zo(y) € I'. Zu & € R™ konnen o uf
wir s,y finden, sodass & = z(s) fiir eine Lésung x(s) von (1) mit z(0) = 2o(y), Xz T / /3 oo,
d. h. wir reparametrisieren R™ durch eine Funktion & : R* "1 x R — R”, (y, s) 1“ pd 7}_/ ] it
Z(y, s). Es folgt § 5 ,»r)\
‘f./:” ;_?
g ) ? | S
we(w,9) = u@O) + [ Fuier)ar = g(aO) - [ w@@ar. %
o OF 0 ; E
. ||-‘J.’f
Wir erhalten u(z) = (uo &) o 27 1(z) g

Bemerkung 2. Damit v auf R® definiert ist, muss & invertierbar sein. Fir
lokale Invertierbarkeit ist det D # 0 hinreichend. Auf I' ist det D&(y,0) =
det(zg(y)|a(zo(y))), d. h. wir brauchen a(zo(y)) ¢ span(zf(y)). Die Spalten von
x4(y) spannen den Tangentialraum an I auf, somit brauchen wir a - v # 0 fir
die Normale v and I'. Dies ist genau die nicht-charakteristisch-Bedingung aus
Cauchy—Kovalevskaya.




Beispiel 3. Betrachte das Cauchy-Problem

Uy, +Upy, =1 im R? %,
uw=20 auf I' = {x1 + 25 = 0}. o
. I ,\L\P}}
Charakteristische Kurven sind gegeben durch @(s) = (}), also xz(s) = (g;:)
Parametrisiere T durch xo(y) = (_yy) und R? durch &, wobei &(y, s) = z(s) fir |’ =
die Kurve (s) mit 2(0) = zo(y), also &(y,s) = (“17,). Wir erhalten LT
u(@y,9) = u(@w,0) + [ 1dr =0+
0
und somit u(z) = (o) o271 (z) =z + 2. S
Tz 15

Nichtlinearer Fall

Betrachte
0 = F(Vulz), u(z),z) (2)

fiir glattes F' mit glatten Cauchy-Daten auf einer glatten Hyperfliche
u(z) =g(x) aufl.

(Glatt heiBt hier C2.)
Idee: Information fliefit entlang charakteristischer Kurven.
Ziel:  Iinde charakteristische Kurven und wandele pDgl in System von
gewdhnlichen Differentialgleichungen entlang der Kurven um.
Notation: e Fiir eine Kurve z(s) schreibe z(s) = u(z(s)) und p(s) = Vu(z(s)),
d.h. F(p(s),u(s),z(s)) = 0.
a

@ = g o
ds
o F,, F,, F, =Ableitungen von F(p, z, ) nach erstem, zweitem, drit-
tem Argument.
Suche gDgl fiir z und p.

Theorem 4 (Charpits Gleichungen). Seiu € C*(Q) eine Lsg von (2). Entlang
von Kurven x(s) in Q mit i

@=F,
(3)
gilt
i=p-F,, (4)
p=—pF, —F,. (5)

Diese gewdhnlichen Differentialgleichungen heifien Charpits oder charakteristi-
sche Gleichungen, Kurven x(s) oder (z:(s), z(s),p(s)) heiflen charakteristische
Kurven.

Beweis. Betrachte zunéchst eine allgemeine Kurve z(s). Es gilt

#(s) = Vu(z(s)) - &(s) = p(s) - &(s)
B(8) = Du(z(s))i(s).



Um D?u zu ersetzen, differenzieren wir (2) nach =
bl 1

0 = D*uF, + VuF, + F.

Waihlen wir die Kurve x(s) sodass @(s) = F,(p(s), z(s), z(s)), konnen wir diese

Gleichung einsetzen und erhalten Charpits Gleichungen. O

(4) bis (6) kénnen mit Anfangswerten z(0), 2(0),p(0) geldst werden. Sei I
parametrisiert durch zo(y). Werte fiir 2(0) und z(0) sind auf I' gegeben durch
z(0) = zo(y) und 2(0) = g(zo(y)) fiir y € R* L. p(0) erhalten wir durch Lisen
VOI1

0= F(p(0), g(wo(y)), xo(y)) pDel
0 = z4(y)p(0) — Vyg(zo(y)) Ableitung von u(zo(y)) = g(zo(y)) nach y.
(7)
).) Die Losung von (4) bis (6) fiir diese Anfangs-

Oy, To1 v Oy Ton
) e

(CCO(:U) T (aynfl‘?"ﬂl By Tan

werte liefert eine Parametrisierung &(y,s) des R¥ mit &(y,s) = x(s) fiir die

Kurve mit 2(0) = zp(y) sowie Funktionen 2(y, s), p(y, s).

Definition 5 (Nicht-charakteristisch). Fine glatte (n — 1)-dimensionale Hyper-
fliche T' C R™ heifit nicht-charakteristisch zu (2), wenn fiir die Finheitsnormale
voaul gilt

Fylp;gyc)-vig) #0 Veel,ze R,pe R".

Lemma 6. Wenn e ' nichi-charakteristisch ist und
o fiir ein gegebenes yo € R" L eine Lisung von (7) existiert,
dann e kann (7) auch fir y in einer Umgebung U wvon yg nach p(Q) geldst
werden, und
e es evistieren ein offenes Interval I = (—4,48) und eine Umgebung V
von To{yo) sodass

VeeViyelU,sel:x=i{y,s).

&L et L2,
Beweis. Existenz von p(0) folgt aus Satz iiber implizite Funktionen (beachte:

a8 F(p(0),g(zo(y))zalz . s " s
00 iy meoig) = (77) hat vollen Rang).

Existenz und Glattheit von £7! folgt aus Satz iiber inverse Funktionen, da.
det D& (yo, 0) = det (3°) # 0. O
P

Bemerkung 7. Auch hier bedeutet “nichi-charakteristisch”, dass euf I' nach
den partiellen Ableitungen von u geldst werden kann.

Theorem 8 (Lokale Existenz). Seien

® ]‘—‘?g! F O2J
o I' nicht-charakteristisch, und :
o es gebe ein yo € R und ein p(0) € R™, das (7) l6st.

Dann ezistiert auf der Umgebung V' von x0(yo) (aus Lemma 6) eine C2-Léisung
w von (2) und (3). Esistu(z) = 2(y, 5) und Vu(z) = p(y, 8) fir (y,s) = 2~ (z).



