of which the first term converges to zero due to the weak convergence of ;.
and the second due to Holder's inequality and the uniform convergence. Let-
ting £ — 0 yields the result.

O

Parabolische pDgin
Wirmeleitungsgleichung
1y —Au=0 (32)

beschreibt die zeitliche Entwicklung einer diffundierenden Grofie (z. B. Wéarme).
Temperatur: 1: (0, T) x 2 — R (in einem Stiick Material Q zur Zeit (0, T))
Leitfahigkeit: a >0 (Materialparameter)

Wirmekapazitit: x >0 (Materialparameter)

Wiirmefluss: F = —aVu (in Richtung des negativen Temperaturgradienten)

Nettofluss: -Jay F-vdxnachVcQ
Wirmeinderung: & [, xudxin v
Wirmeénderung = Nettofluss =

d
0z—fxudx+f F-vdxzfxuf+didex=fKut—aAudx,
dt Jv av 1% 1%

und (32) folgt fiir k = a, da V beliebig ist.

Parabolische Gleichungen sind eng mit elliptischen verwandt, daher folgen wir
etwa den elliptischen Methoden. Diesmal beginnen wir jedoch mit der Fundamen-
tallssung, da Mittelwertformeln und Maximumsprinzipien dann einfacher folgen.

Suche nach einer einfachen, radialsymmetrischen Losung, z. B. der Form

u(t,x) =t vt Pr)
mit r = [x]. Mit A =62 + 218, und y = ¢ Pr ergibt sich
=gt lply =B S Ly - TP + % 2By () =0.
Wihle § = 1. Mit @ = 4 wird dies zu
0 s [yH—l Ul’ e %yn U]f -~ [Uyn—l(logv 4 %)I]I,

2
d.h. eine Losung ist v = cexp(— ).

Definition 83 (Fundamentallésung). Die Funktion

o B QPR
o1, x) = | @rom XPCGp) (>0
0 (t<0)
liist (32) auf(R\{0}) xR" und heifft Fundamentallésung der Weirmeleitungsgleichung.

Bemerkung 84. Zur Zeit t > 0 ist die Fundamentallosung offensichtlich eine n-di-
mensionale Normalverteilung/Gaufische Glockenkurve mit Mittelwert 0 und Stan-

dardabweichung v2t. fr <A : /4
TN
/ / \@6:)
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Definiere: * Qr=0Qx (0, T| n=12:
— j ft
¢ T =Q7p\Qr={0} xQU[0, T] x 3Q : 7‘ - ey
P P '\\
¢ Wiirmeballfir t e R, x € R” (ein Levelset der Fundamentallgsung) 3 \ ./
E(t, ;1) ={(s ) eR™ s, d(t—s,x-y) = L}. [ '
— S 2 .
Theorem 85 (Mittelwertformel). u e C1((0, T); C*(Q;R)) ldse (32) in Q, dann gilt
=:{{(x] B
/1% —ﬁ)'_l—x__y|2‘ o
u(t, x) = f (s, y) dyds (33)
4r" Jee,x0) 4 (f—s)z' ¥
filr jedes E(x, t;1) < Qr. (Beachte: Formel integriert nur iiber Vergangenheit!)
_4 W ) 10-FI i~ o
Beweis. 08(,{/]‘ { = 9, xe @, LHY‘) = -‘-,{-"g(c}g;‘) w ('1“ Or Y) ZE__'E:—)" U(‘/ Ay |
a 2 z 2 ;
C{r({) =2 f 17g '-'*Iéffl"/ w7 ‘r-, +oyete, (47 y) e Ayt [ Vil p)- o i{:: + Qug iﬁf,);,ly-.-/; =A+F
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A A 15 L i :'57’:;:
== (' YA~ yvn dydi- A = S [ wov.pu-® v Padydr o q = -
yheéa 23 ¥ bal - ”&‘ 4 ¥ ¢
E¢s, (2 ") - clo,0;+) :
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D tr)zo = WE) & fas U({‘) =0t (oj9) B L v—i——z o yole
P e J?»‘) 0 ,;.j,- '.r"(ﬂﬁ-’_;f‘)
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Theorem 86 (Starkes Maximumsprinzip). ue CH(0, T1; C2(CL R N C(Q) ldse (32)
inQy, dann gilt

maxu = maxu.,
Qp I'r

Ist u(t, x) = maxg—u fiir (1, %) € Qr, soist u konstmztml_}{ L folls A 2vricnn w..A,;i.fn ot 33¢)
(Analog fiir Minima durch Ersetzen von u mit —1.)

Wie kann dies physikalisch interpretiert werden?
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