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Hausaufgabe 11 (Abgabe bis Mittwoch, 02. Juli, 12 Uhr)

1. (Aus Evans, PDEs) Sei u eine glatte Losung von u; — Au = 0 auf (0,00) x R"™.

(a) Zeigen Sie, dass uy(t,z) := u(A?t, \z) fiir A € R ebenfalls die Wirmeleitungsgleichung 16st. (0,5 pt)

(b) Nutzen Sie dies um zu zeigen, dass v(t,z) := x - Vu(t, x) + 2tus (¢, x) ebenfalls die Wérmeleitungsgleichung
16st. (1pt)

Nehmen Sie nun n = 1 sowie u(t,z) = v(\%) an.

o

(a) Zeigen Sie
Up = Ugg & v"(2) 4+ 50'(2) =0.
Zeigen Sie, dass eine allgemeine Losung gegeben ist durch v(z) = cfoz e=*"/4ds + d. (1pt)
(b) Differenzieren Sie u(t,z) = v(%) bzgl.  und wihlen Sie die Konstante ¢ passend, um die Fundamen-

tallosung ® zu erhalten. Warum ergibt dieses Vorgehen die Fundamentallosung? (Hinweis: Was ist die
Anfangsbedingung fir u?) (2pt)

2. (Aus Evans, PDEs) Geben Sie einen direkten Beweis, dass fiir beschriinktes Q und u € C*((0,7]; C?(€2;R)) N
C () eine Losung der Wirmeleitungsgleichung gilt

maxu = maxu.
Qr I'r

(Hinweis: Definieren Sie u. := u — et fiir € > 0, und zeigen Sie, dass u. kein Maximum auf Q7 annehmen kann.)
(2,5pt)

3. Betrachten Sie fiir Q = [0, 00) das parabolische Problem

up—Au=f in (0,00) x
u=~h auf 00 (1)
u=g firt=0.

(a) Geben Sie die Fundamentallésung ® der 1D Wérmeleitungsgleichung an. (0,5 pt)

(b) Rechnen Sie explizit nach, dass die Greensche Funktion
GV (t,z) = B(s —t,x —y) — (s — t,x + y)

fiir s,y > 0 auf (0, s) x Q die Differentialgleichung —9,G*¥) — AGY) = 0 erfiillt. (1pt)
(c) Schreiben Sie mit Hilfe der Greenschen Darstellungsformel die Losung von (1) hin fiir f =0, h =0,

g(x):{l T <2

0 z>2.

(0,5pt)

(d) In der Vorlesung hatten wir den Fall h = 0 betrachtet. Wie sieht die Greensche Darstellungsformel fiir
h # 0 aus? Geben Sie die Losung an fiir f und g wie oben,

h(t):{l t<3

0 t>3.
(2pt)

(e) Nehmen Sie nun d,u = h auf 9Q statt u = h an. Wie sieht die Greensche Darstellungsformel aus? (2 pt)

(f) Leiten Sie eine Greensche Darstellungsformel her fiir das obige Problem, nur dass u; — Au ersetzt wird
durch u; — Au + u. Wie sieht das von der Greenschen Funktion zu 16sende Problem aus? (Hinweis: Sie
brauchen die Greensche Funktion bzw. die Fundamentallésung nicht explizit zu finden.) (2pt)



