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Aufgabe 1 (Gram-Schmidt Orthogonalisierung) (4 Punkte)
Eine Menge von linear unabhéngigen Vektoren {uy,...,u,} € R™ lidsst sich mit Hilfe des
Gram-Schmidt Verfahrens in eine orthogonale Basis {vy,...,v,} € R" iiberfithren. Das
Verfahren lautet wie folgt:

® VU1 = Uy
. k—1 <vj,up>
Uk = U= D05 <v;,0;> Vi 1 2
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Berechnen Sie eine orthogonale Basis zu{ | 2], [2 ], 2]}
1 1 2

Aufgabe 2 (Relaxationsverfahren) (4 Punkte)
Sei A = L+D+R € R™" mit D = I,,, wobei I,, die Einheitsmatrix in R™*" bezeichnet. Sei
T die zugehorige Iterationsmatrix des Gesamtschrittverfahrens zur Losung von Az = b.
Die Eigenwerte \; der Matrix T seien reell und erfiillen —1 < A\ < ... < A\, < 1. Fiir
w € R sei das Relaxationsverfahren durch die Iterationsmatrix T'(w) = (1 — w)I,, + wT
und die Iterationsvorschrift 1) = T'(w)z® + D=1b, 2(®) € R™ definiert.

a) Zeigen Sie, dass T'(w) die Eigenwerte pu; = 1 —w +wl;, i = 1,...,n besitzt.
b) Bestimmen Sie wy so, dass der Spektralradius von 7'(wp) minimal wird.

c) Zeigen Sie, dass der Spektralradius von T'(wp) fiir A\; # —\,, kleiner als der Spek-
tralradius von 7'(1) = T ist.

Aufgabe 3 (Vorkonditionierung von LGS) (4 Punkte)
Zu einem Gleichungssystem Ax = b mit A = (aij)Zj:I € R™™ a;; # 0,b € R™ besteht die
Zeilendquilibrierung darin, das System C' Az = Cb zu l6sen, wobei C' = diag(cy, ..., ¢,) €

R™" mit ¢; == (37—, lax|) . Die Diagonalvorkonditionierung verwendet stattdessen die
Matrix C' = diag(ay,...,a;}). Gegeben seien fiir a # 0 die folgende Matrix und ihre
Inverse:

1 0 0 1 0 0
A= 1 a a® mit A7l = —% % —%
1 2a 4a® 3z —a5 5



Berechnen Sie fiir @ > 4 die Konditionen cond(A), cond.(CA) und cond.(C'A) (d.h.
bzgl. der induzierten ||| __-Norm). Welches der Verfahren ist daher fiir groBe a zu bevor-
zugen?

Aufgabe 4 (Programmieraufgabe: cg-Verfahren) (4 Punkte)
Implementieren Sie das cg-Verfahren zur Losung eines linearen Gleichungssystems

Axr =10

mit A € R™*™ b € R™ gegeben und A positiv definit und symmetrisch.
Das cg-Verfahren zur Losung von Ax = b startet mit einem Vektor z; € R™ und t; =
ry = b — Az;. Die Funktion zur Losung des LGS sollte von der Form

cg(A, b, z1, tol)

sein und neben der Nédherungslosung auch die Anzahl der durchgefiihrten Iterationen
zuriickgeben. Der Parameter tol sollte fiir das Abbruchkriterium < r,,7, > < tol ver-
wendet werden.

Die Hilbert Matrix is ein notorisch schlecht konditioniertes Problem fiir Az = b mit

ay = (i+j =107 bi=Y (- i+ =) (=1 m)
j=1
und exakter Losung x; = (—1)""' i = 1,...,m. Testen Sie das cg-Verfahren mit m = 5
und m = 10. Wéhlen Sie fiir tol zum einen le — 13 und zum anderen le — 8. Verwenden
Sie als Startvektor den Nullvektor. Geben Sie jeweils den maximalen Fehler zur exakten
Losung sowie die Anzahl der Iterationen im cg-Verfahren an.

Aufgabe 5 (Bonus-Nikolausaufgabe) (4 Punkte)
In der folgenden Matrix versteckt sich eine saisonale Botschaft,

0 11 9,7 99
8,7 10,1 10,5 10,4

o o o 11 |,
11,4 11,1 10,4 10,1

0 0 10,4 11,6
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Mit der Verkettung welcher sechs NumPy-Operation lédsst diese sich extrahieren?



