Dr. Frank Wiibbeling, Dipl.-Math. Marzena Franek WS 10/11

Ubungen zur Vorlesung Einfiihrung in die Numerische Lineare Algebra

Ubungsblatt 9, Abgabe: Montag, 13.12.2010, 12.00 Uhr

Aufgabe 1: (4 Punkte)
Seien T,,(t) = cos(n arccost) die Tschebyscheff-Polynome fiir ¢ € [—1, 1]. Zeigen Sie:

(a) 27T, (t) ist ein Polynom n-ten Grades mit Hochstkoeffizient 1.

(b) {T;}_, bilden eine Orthogonalbasis des Polynomraums II,, beziiglich eines gewichte-
ten reellen £2-Innenprodukts, d.h.
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Aufgabe 2: (6 Punkte)

Sei k(A) = 4= die Kondition der symmetrischen und positiv definiten Matrix A € R™™,
wobel Apax der grofte und Ay, der kleinste Eigenwert von A sei. Seien (z;) die durch
das cg-Verfahren zur Lésung von Az = b generierte Folge von Néaherungslésungen und

Iyl 4 := \/(Ay, y) fiir y € R™,

(a) Betrachten Sie das Polynom

Tn(()‘max + )\min - 2)‘)/()‘max - )\min))
Tn(()‘max + )\min)/()‘max - )\min)) ’

mit dem Tschebyscheff-Polynom

p(A) =

T cos(n arccost) fir [t] <1,
=11 [+ VE=T)" 4 b+ vE=1) "] i g > 1.

Zeigen Sie

1
max
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Amin SASAmax |p( )| Tn(<>\max + )\min)/<>\max - Amin))

(b) Unter Verwendung der obigen Darstellung der Tschebyscheff-Polynome zeige man
weiter, dass gilt:

Tn((>\max + )\min)/()\max - Amin)) = % ((%) - <%> ) .

(c) Folgern Sie schlieflich die Konvergenz des cg-Verfahrens:

lew -l <2 (VA1) g,
k(A)+1



Aufgabe 3: (4 Punkte)
Nikolausaufgabe
Gegeben seien die Matrizen

1 -1 0 O 2 -1 0 0

-1 1 -1 0 -1 2 -1 0

A= 0o -1 1 -1 |’ B = 0o -1 2 -1
0O 0 -1 1 0O 0 -1 2

und b = (0, —1,—1,0)7. Fiihren Sie, falls méglich, mit 2(® = (0,0,0,0)7 fiir jedes System
zwei Schritte des CG-Verfahrens durch.

Aufgabe 4: (Programmieraufgabe, Abgabe: 13.12.2010, 12.00 Uhr)
Implementieren Sie das cg-Verfahren zur Losung eines linearen Gleichungssystems Az = b
mit A € R™™ b € R™ gegeben und A positiv definit und symmetrisch. Neben der
Néaherungslosung sollte auch die Anzahl der durchgefiithrten Iterationen zuriickgegeben
werden. Das Verfahren soll abbrechen, falls (r,,7,) < eps. Testen Sie Ihr Verfahren mit
m = 601 an der Matrix A = (a;;) mit 4,j = 1,..,m:

aii:47 aij:—l, fallsy;éz, j:Z+1, j:Z—l, j:m+1—l
und der rechten Seite
bi:—m—l—i—?n'fiiri%%undz’;«ém,b%:m#—l, by = 3m.

Die exakte Losung ist z; = 1.




