Die Gauss-Elimination

Satz 1 Sei A eine (n,n)-Matriz, deren Hauptabschnittsmatrizen A; reguldr
sind. Dann gibt es eine eindeutige Zerlegqung A = LR, wobei L eine linke
Dretecksmatriz mat lj; = 1 fiir j = 1,...,n und R eine rechte Dreiecksmatrix
15t.

Satz 2 Sei A eine (n,n) Matriz. Dann existieren eine Permutationsmatriz
P, eine linke untere Dreiecksmatriz L mit 1j; = 1,5 = 1,...,n und eine
rechte obere Dreiecksmatriz R derart, dass

PA=LR (1)

gilt. (1) heifft LR-Zerlegung von A und ist in %n3+(’)(n2) Operationen berech-
nebar. Ist A requldr, so ist auch R reguldr und die Gausselimination liefert
die eindeutige Liosung des Gleichungssystems Ax = b. Lineare Gleichungs-
systeme Ar = LRx = b werden dann durch Losung der Systeme Ly = b
und Rz = y berechnet, was %(n® —n) bzw. £(n* + n) Rechenoperationen
bendtigt. So kommen wir zur Lésung von Az = b auf insgesamt %n3 +O(n?)

Operationen.

Hier behandeln wir nur den ersten Satz, wir berechnen die Gausselimination
ohne Pivotsuche. Sei also vorausgesetzt, dass alle Hauptabschnittsmatrizen
A; der Ausgangsmatrix A regulér sind.

Sei allgemein die Matrix A und der Losungsvektor b durch

1 1 1
o o all )
A= AN = : : , b= b —
agl) o aﬁ},% bg)
gegeben.
Beispiel:
3 45 —22
A=-2 4 6| =40, p=|-44] =pM
1 2 3 —16

Allgemein gilt im j. Schritt:
Nach dem Algorithmus von Gauss wird %—fache der Gleichung j von
Gleichung ¢ subtrahiert.




1. Schritt:
Zunichst am Beispiel:
Subtrahiere das —%—fache von Zeile I von Zeile II:

3 4 5| —22| =21+ | =21 —+
[ADPpD = | —2 4 6 _44;(7 ’ <—‘
1 2 3| —16
Daraus ergibt sich
3 4 5 —22
AP = 0 5 F ] -4
2 4 26
0 5 31 -%
Nun allgemein:
Berechne fiir alle Zeilen 1 =2,...,n
(1)
a:
li =~y (2)
a1q
Berechne weiterhin fiir alle Spalten k =2, ... ,n in der Zeile i die Elemente
agp = ay) — lnagy (3)
und weiterhin
b = b — bl (4)
Es folgt
T AR il Y
(2) (2) (2) ,
AP 0 ayy ... ag, | by | - —lipll ]+
0 a(22) aslzn) bg)

Wir iiberpriifen diese Formeln an unserem Beispiel: Berechne (2) fiir j =
l,i=7+1,...,n,alsoi=2,3:

1
agy
1
agy



Damit berechnen wir agz) nach (3) firi = 2,3, k = 2,3:

—2 20
o = o) ) =1~ () 5

@2 _ O

—2
Uy3 = Qg3 l21a13 =6— < 3 ) =
2 1 1 2
a:(sz) = a:(sz) l31a12 = <§> 4= 3
1 4
aé? = a(l) 131a13 = <§> 5= g

und %) fiir i = 2,3 nach (4):

b = b8 — 19 p{Y) = —44 — <_—2> (22)= 100

3 3
1 26

Seien nun die ersten j — 1 Schritte berechnet, dann haben die Matrix AW
und der Vektor 1) die Gestalt

1 1 1
agl) ‘1&2) e agn) bgl)
N nG) () () j
|AD)|pl) = ai) - aj) bg.” |- =l ]+
0 a,(fj) a% b,(lj)

Nun muss AUHD |50+ berechnet werden. Dazu werden fiir alle Zeilen i mit
i=7+1,...,n die Werte

(J)

R ’3
lij = o) (5)
ajj

der Matrix L;;q berechnet und dann fiir diese Zeilen und alle Spalten k =
j+1,...,n die neuen Matrixelemente fiir AU+1):

ag ™ =af) —lyaf). (6)

Weiterhin muss auch der Vektor b in allen Zeilen ¢ = j + 1,...,n analog zu
den Berechnungen der Matrix A modifiziert werden:

bEj—H) — bgj) _ l”bgﬂ) (7)



Damit erhalt man nach n — 1 Schritten die Matrix

(1) (1) p(D

all DY a/ln 1
| A=) |p(n=1)
0 a"(fz;l:'l—l) b1(1n_1)

Die Matrix L wird durch die berechneten [;; gebildet! Es werden keine Ma-
trixprodukte LA berechnet! Alle Berechnungen, die im Programm durchge-
fithrt werden miissen, sind mit den Gleichungen (5), (6) und (7) gegeben!

Berechnungen am Beispiel: Es wird der j = 2. Schritt durchgefiihrt, nach (5)
gilt fiir i =75+ 1,...,n, also hier ¢ = 3:

2

I _ %32 3 i

27702 T 20 10
22 3

Damit folgt flir k=7 +1,...,nund fiiri = j4+1,...,n, also hier k = 3 und
1=3

3 2 oy 4 1 28 2
a’i(’>3) = agg) — l32a§3) = g — 1_0 . ? — 57
26 1 —176 —14
p3 @ g @26 1 —1i6 —14
3 3 3205 3 10 3 -

Das Gleichungssystem wird dann durch das so genannte Riickwirtseinset-
zen gelost: Fiir j = n,n —1,...,1 berechnet man die Komponenten z; des
Losungsvektors x durch

a§-§‘ k=j+1
Also am Beispiel:
1 14
x3 = g T = =7
n = g (--2)-
T, = é (—22 —aPz, - a%):ns) = é (-22-4-1-5-(-7)) =3



Programmerliuterung:

Hier werden nur die relevanten Zeilen des Codes erldutert. Die Eingabe der
Matrizen etc. sei vorausgesetzt!

Wir haben n — 1 Schritte, welche wir mit j bezeichnen. Im j. Schritt werden
fiiri =5+ 1,...,n die Werte

o)
)
ajj

berechnet. Dies wird im j. Schritt nur fiir ¢ = j + 1,...,n gemacht, da die
ersten j Zeilen ja unverdndert bleiben! Dann miissen die neuen Zeilen und
Spalten der Matrix A berechnet werden. Die ersten j Zeilen bleiben wie ge-
sagt unverdndert. In den ersten j Spalten werden alle Elemente unterhalb
der Zeile j zu 0 berechnet. Dies machen wir aber nicht im Programm. Im
Programm werden nur die Werte neu berechnet, die noch fiir weitere Berech-
nungen notwendig sind - fiir das aktuelle 4, also in der . Zeile sind dies die
Elemente
agp = ay) — lnagy

fir k= j+1,...,n, also die Spalten j+1,...,n. Alle weiteren Elemente a;;
von A, die sich theoretisch zu 0 berechnen wiirden, werden mit den Werten /;;
iiberschrieben. So kann Speicherplatz gespart werden. Da wir die Matrix in
jedem Schritt aktualisieren, also die Ausgangsmatrix immer wieder mit den
neuen Werten iiberschreiben, miissen wir den Index () nicht weiter beachten.
Weiterhin muss noch der Vektor bim j. Schritt aktualisiert werden. Die ersten
7 Zeilen bleiben unverdndert, fiir i = 7+ 1,...,n gilt:

7 7

i1 ) .
b(J ) — b(J) _ lwbgﬂ)

Bei der Formel fiir das Riickwértseinsetzen,

1 . :
Tji =~ bg-")— Za%)xk , J=mn,...,1
Gjj k=j+1
kann man erkennen, dass wirklich nur auf die Elemente a;; von A zugegriffen
wird, fiir die j > ¢ gilt!

Es ergibt sich also der folgenden Matlab-Code:

% ueberschreibe die Matrix A in jedem Schritt mit den neuen
% Werten, berechne nur die Werte, die wirklich "= 0 sind.

% Der Algorithmus setzt keine Werte von A auf Null! Da

% hinterher beim Rueckwaertseinsetzen nur noch auf die



% Elemente in der rechten oberen Dreiecksmatrix zugegriffen
% wird, ist dies nicht notwendig!!!

% In die linke untere Ecke von A wird in Zeile (%) die

% Matrix L geschrieben

for j=1:N-1 % Schritte

for i=j+1:N % Veraenderung der Zeilen
A(i,j)= AGi,3)/A(5,3); % (%), Berechnung 1_ij
for k=j+1:N % Veraenderung der Spalten

A(i,k)=A(i,k)-A(i,])*A(j,k);

end
b(i) = b(i) - A(i,j)*b(j); % Veraenderung b

end

end

% Rueckwaertseinsetzen

for j=N:-1:1
summe = 0; % Initialisierung der Summe
for k=j+1:N % Berechnung der Summe
summe = summe + A(j,k) * x(k);
end
x(j) = (b(j)- summe) / A(j,j);
end

Erlauterung zum Riickwirtseinsetzen:

Eine Summe Zé\le vg, kann in Matlab auf zwei Varianten berechnet werden.
Zum einen verfiigt Matlab iiber den Befehl sum. Ist v = (v1,v9,...,v,)",
so liefert sum(v) die gewiinschte Summe. Dies kdnnen wir ebenso mit einer
for-Schleife realisieren. Dazu wird ein Skalar s zu Beginn gleich 0 gesetzt
und dann werden die einzelnen Komponenten von v hinzu addiert:

s=0;
for k=1:N

s =s + v(k);
end

liefert das gleiche Ergebnis wie sum(v).

Achtung! for-Schleifen sollten eigentlich vermieden werden! Sie sind sehr
zeitaufwendig! Da wir aber hier nicht wirklich {iber alle Spalten summieren,
sondern fiir jedes j einen anderen Beginn der Summe haben (und die anderen
Elemente von A nicht auf 0 gesetzt wurden), konnen wir hier die for-Schleife
nicht umgehen.



