Prof. Dr. H. Maurer, Dipl. Math. Maike Schulte WS 06/07
ﬂbungen zur ,Einfiihrung in die Numerische Mathematik*

Ubungsblatt 3 , Abgabe: 10.11.2006 , 8.00 Uhr

Aufgabe 9: (4 Punkte)
Berechnen Sie die Cholesky-Zerlegung A = LL! fiir die Matrix

4 0 -2 =2
0 1 3 0
A= -2 3 11 3
-2 0 3 14

»von Hand«. Uberpriifen Sie Ihr Ergebnis mit Hilfe von Matlab unter der Verwendung des
Befehls chol.

Aufgabe 10: (2+1+1+2 Punkte)
Gegeben sei die symmetrisch positiv definite Matrix

A B
_ (n+m)x (n+m)
A= ( B C ) eR

mit A € R™" B € R™" und C € R™*™. Somit existiert die Cholesky-Zerlegung A = LL!

mit [ = ( éll LO ), Ly € R™" Lo € R™™ und Loy € R™*™. Zeigen Sie:
21 Lo

a) Das Schur-Komplement S := C'— BA™! B! und der Block A sind symmetrisch positiv
definit.
Hinweis: Betrachten Sie den Vektor z = (5}) und wihlen Sie v, w zur Berechnung

von x' Ax geeignet.
b) Wenn N eine reguldre Matrix ist, dann ist M = N - N* symmetrisch positiv definit.
¢) Es gilt S = Loy L},.

d) Auch die Umkehrung von a) gilt:
Wenn A und S positiv definit sind, dann ist auch A positiv definit.

Aufgabe 11: (Programmieraufgabe, Abgabe: 17.11.2007, 4 Punkte)
Programmieren Sie das Cholesky-Verfahren zur Losung des LGS Ax = b in den drei Schrit-

ten
A=LL", Le=b, L'z =c.

Testen Sie das Programm an der Matrix A aus Aufgabe 9 mit b = (—10, 11,49, 63)".



Anwendung: Gegeben seien eine stetige Funktion f : [a,b] — R, a < b € R, und Werte
Ya, Yp € R. Gesucht ist eine zweimal stetig differenzierbare Funktion y : [a,b] — R, die das
Randwertproblem (RWP)

y(t):f(t)a a<t<b, y((I):yaay(b):yba
16st. Mit einer Schrittweite h > 0 werden die Ableitungen approximiert durch

(y(t+h) —y(t))

(4(t) —y(t —h)) ~ % (y(t+h) —2y(t) +y(t = h)) .
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Die Diskretisierung des Zeitintervalls
a=ty <t <ty<..<t,<typy1=0b, ti=a+th, 1=0,1,...n,n+1,

mit der Schrittweite h = (b —a)/(n + 1) liefert die folgende Approximation des RWP:

(0t 1) = 29(0) Fylt— W)~ f(1), i=1m, (o) = a, yltee) = b

Uberlegen Sie, dass man eine geeignete Approximation y; von y(t;), i = 1,...,n, erhilt
durch die Losung des LGS:

2 —1 0 Y1 —h2f(t1) + Ya
—1 2 —1 Y2 —hzf(tg)
1 2 -1 Y1 —h2f(tn-1)
0 -1 2 Yn —h*f(tn) + yb

Losen Sie mit Hilfe des Cholesky-Verfahrens das obige RWP auf dem Intervall [a, b] = [0, 10]
fiir

(a)  f(t)=1, Ya =0, 1y =250 mit n=9,
(b)  f(O) =32, ya=0, y=2500 mit n=09,19,49,99.

Berechnen Sie jeweils den absoluten Fehler der numerischen Losung y;, ¢ = 1,...,n, im

Vergleich zur exakten Losung y(t) = ¢ baw. y(t) = 1t



