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EinfUhrung: pDgln. 2. Ordnung
Partielle Differentialgleichung
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EinfUhrung: pDgln. 2. Ordnung
Klassifikation pDgin. 2. Ordnung
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EinfUhrung: pDgln. 2. Ordnung

Energieminimierung: Elliptische Dql.
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EinfUhrung: pDgln. 2. Ordnung

Gradientenfluss: Parabolische Dgl.
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EinfUhrung: pDgln. 2. Ordnung
Erhaltungsgleichung: Hyperbolische Dgl.
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EinfUhrung: pDgln. 2. Ordnung
Reduktion hyperbolischer pDgl. 2. zu 1. Ordnung in 2D
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EinfUhrung: Diskretisierungskonzepte
Finite Differenzen
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EinfUhrung: Diskretisierungskonzepte
Finite Volumen
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EinfUhrung: Diskretisierungskonzepte
Galerkin-Verfahren/Finite Elemente
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Finite Differenzen: Parabolische pDgl. (1D Warmeleitung)
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Finite Differenzen: Parabolische pDgl. (1D Warmeleitung)
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Finite Differenzen: Parabolische pDgl. (1D Warmeleitung)
Fourier-Transformation & Satz von Plancherel/Parseval
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Finite Differenzen: Parabolische pDgl. (1D Warmeleitung)
L2-Stabilitat

Stalnlidad < Jm-:ﬂ Rrberlbobin. i, Dakr (2.8 RB odor 12chc Sk dee
P'D@C dnrzwéjv‘ gﬂ_ru«&!. AIAMH Ar[omkg_

M%Sw\y 0’44 B odindslarhe in ladiade, v, Norten
=) Stod-lito¥ bagl . Lersé. Novioin
“y~ g = £, ulé=o) =

~ = U= a—‘/‘ ﬂ'g.rl- v, - u. = ’\: U[-é':a) =8,~u
ﬁﬁnaaﬂn =/ / U("“’) =ﬁ, 3 t Tk #{ / ¢ 0

Thint u €8st wey~tx=f auf 5,2xQ (Q=R cole Q=la,8] mit 0-Dirichlel-RB)
[u($)Up € lu(e=o)l,, + J° | £(5)1 ofs
Beus :-,'l:!.'r_Sl=£«,lr7, zllullblﬁllulle = z\fum(x— ZJM(ArAff)r(r 2]‘ |Dee| L+ u/-{x £2||u|| ||g|| .
fac =R, Ffué—u,,,'ﬂ(f 6 d) - (5) alet)- -Jt)
= V71 " £ = - %% ‘( =9 ZIIuHLz— |Iﬁllte-2f g%l *Gfa(‘: <21lall zII(IILl
"l Peola. J—aﬁlw f—lIuIle‘II(II 0O



Finite Differenzen: Parabolische pDgl. (1D Warmeleitung)
Semidiskrete Fourier-Transformation
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Finite Differenzen: Parabolische pDgl. (1D Warmeleitung)

|2-Stabilitat )
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Finite Differenzen: Parabolische pDgl. (1D Warmeleitung)
|I2-von Neumann-Stabilitat
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Finite Differenzen: Parabolische pDgl. (1D Warmeleitung)
Beispielrechnung
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Finite Differenzen: Parabolische pDgl. (1D Warmeleitung)

-Stabilitat: Maximumprinzip
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Finite Differenzen: Parabolische pDgl. (1D Warmeleitung)
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Finite Differenzen: Parabolische pDgl. (1D Warmeleitung)
I"-Stabilitat bzgl. Datenterm
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Finite Differenzen: Parabolische pDgl. (1D Warmeleitung)
Konsistenz: Abschneidefehler
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Finite Differenzen: Parabolische pDgl. (1D Warmeleitung)
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Finite Differenzen: Parabolische pDgl. (2D Warmeleitung)
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Finite Differenzen: Parabolische pDgl. (2D Warmeleitung)
Alternating Direction Implicit (ADI) method U-Lu=o
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Finite Differenzen: Parabolische pDgl. (2D Warmeleitung)
Ausblick: Nichtlineare pDgl.
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Finite Differenzen: Parabolische pDgl. (2D Warmeleitung)
Ausblick: Nichtlineare pDgl.
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Finite Differenzen: Parabolische pDgl. (2D Warmeleitung)
Beispiel nichtlineare pDgl.
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Finite Differenzen: Hyperbolische pDgl. (1D Transportgleichung)
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Finite Differenzen: Hyperbolische pDgl. (1D Transportgleichung)
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Finite Differenzen: Hyperbolische pDgl. (1D Transportgleichung)
Lebesgue-Raume
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Finite Differenzen: Hyperbolische pDgl. (1D Transportgleichung)
Lp-Stabilitat
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Finite Differenzen: Hyperbolische pDgl. (1D Transportgleichung)
|2-Stabilitat
h+au, +cu :7[/ A,ckm_xlomf', a20 , =R

ién " " o~
—a—ru - U +au_x_:_‘u'-f- +cM‘h=F'h
At DX J J

The: (Z'z—ﬂn.e;l’io‘;f) Sei {/{'-mﬁ(c'l. Zg oAuy (/(VM"-M(— [/uﬂw\rl/f_‘ a.— . Esist
g e ncat  g-stagd!

e (uzwt nmﬂ A’cZ “lF e‘““"““'*-“’m € A% K8t L vonNesnsns - sl
(4 / = ‘;/, e S
- n/ax A k
Bees:. Setre MJ- 32’4,; iy U™ k) ¢ ‘bea(k
bx
Mrl(k) &.. ) an.(k)— e": M""(L A A
= T(" oy ), o (k) - Flo Vo ¢ Gn /[bx nfbx]

= A" (el — (1- 2~ - et £) O M OERY DSt E )

. — _ M ¢n - i AR 2 i Aw - i A
» Su /\—lrv\kax|>\(l<)| =) “U- "‘2 ﬁ:"“ ”L -‘-'Ar\“[/f "Lz A-&r\ |7 IL'L
{&f a0 wir i "c-"/ﬂ—c/bv'{_/ =A|| Uhl(zl*‘A-.l,"FwI-._ < M‘M”M hI—Z_At/\ "Fh"l_q.

h=0
—cAt
fﬂ coe e faths po LA -apst

])(k)| (A CA‘&)"#%@',,." l‘—A" 9,. (n- cAl:)) =D N¢ 44—(442!)A£c2,c"2“,°t1l-5‘r/u£-l4 ket



Finite Differenzen: Hyperbolische pDgl. (1D Transportgleichung)
I"-Stabilitat
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Finite Differenzen: Hyperbolische pDgl. (1D Transportgleichung)
Domain of Dependence
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Finite Differenzen: Hyperbolische pDgl. (1D Transportgleichung)
Konvergenz (Konsistenz + Stabilitat)
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Finite Differenzen: Hyperbolische pDgl. (1D Transportgleichung)
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Finite Differenzen: Hyperbolische pDgl. (1D Transportgleichung)
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Finite Differenzen: Hyperbolische pDgl. (1D Transportgleichung)
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Finite Differenzen: Hyperbolische pDgl. (1D Transportgleichung)
Numerische Dissipation
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Finite Differenzen: Hyperbolische pDgl. (1D Transportgleichung)
Ausblick: 2D und Nichtlinearitat
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Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)
PDgl.-Theorie: Einflhrung Buz{ pu AT
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Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)

PDgl.-Theorie: Schwache Ableitung K cR?
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Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)
PDgl.-Theorie: Sobolev-Raume
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Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)

PDgl.-Theorie: Allgemeinere elliptische Probleme & Randbed.
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Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)
PDgl.-Theorie: Schwache Losung
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Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)
PDgl.-Theorie: zugehorige Bilinearform
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Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)
PDgl.-Theorie: Existenz, Eindeutigkeit, Aquivalenz zu Minimierun:

QZ: Ce X ein Hillbectg o y o XX R gue fl;y@w\zﬂaq‘w/ 2:X=> R Livew,
Wir ﬁrLuo‘V(\"w ,{o%h-olt gzlin(.]wyzu: ¢, C>0, soday {J.rm% e e X /Zé/-
Koecdridart | Ellip Kz idct : a(v,v) »c “U’“;
Begohid n kbt lefu ) £ Cllull, \IUIIX
Begrhitn kblsst : 2| € Clviy

L:(éax—lulc@m.wlmmu) St X i Hitbertramm | a eint kotraive, Geschankst
Blintarfervn, L linvays nd Lesthwdnkt. Dana existivrt Lis ﬂjhoéx«?ﬂ—
L.:m; ue X 1w alu o) =L0) VveX

The: £ 2usablel. 4 JOMWLL, A . alu,v)= alsa) Vu o€ X s Dape 254

a(u,v)=Llv) VeeX = U = argmin T ali ) - 2(E)

Kex
Rees : S ‘ Sus JEX = %a(u, v\ -4 [U’) - (%a.(u,b!)— Z(k)) = %q[l}—u,:f—u) 4—4(1J"u,|4>— Z(ﬂ'-u)

- c 2
,—ia_(f—u,:f-u) 2 f“‘f""“x

yet St E(u) = %a(M,uJ-— 2U) | doown &b 0= 3 ElY(0) = alu)-215) VX O



Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)

PDgl.-Theorie: Schwache Losung Poisson-Problem
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Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)

PDgl.-Theorie: Poincaré-Friedrichs-Ungleichung
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Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)
PDgl.-Theorie: Poincaré-Friedrichs-Ungleichung Il
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Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)

PDgl.-Theorie: Schwache Losung aIIgemgiqe eIIiptiTsche pDgl.
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Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)
Ritz-Galerkin-Verfahren: Existenz, Eindeutigkeit, Minimierung
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Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)
Ritz-Galerkin-Verfahren: Fehlerschatzung

o XxX=> R mil a,(v,v).!c”u“x’ g |alulv}|&C||u|IX|Iull,{/ 2 : XK= R nid |£6,)|_4 Ellu’lx
XX, a(wv) =€) YveX, alu,,u,)=Llg) VYyeX,

%2 (fwér{(c'h-Ur“fuymaﬂiJ#) a{u,‘— L, U'A) =0 Vu_ €KX

Bes: Suwbahar G(w,u.)= L)V v e X, von alu, v )=A(L)V v eX, D

M' Tf o fymmdﬁd‘c[_, s6 S Cu w2, = aluv) 2 S/fa,@«/ﬂroduk# a«/ X, e

Chuqudka&,mwf "M.U 'J(u u>‘_ ‘r\.&’ol- Fwnthoﬂm

j«a&_flu-n Dr@(fhd’k/ Z‘CMJ// MJ Dltr A//omnwﬁmjmr U Moﬁq‘o‘fora[ zaX @'Zj[ ( I'a LSoL

bor :-(Cén- Lewma) Nw-uly € Smin Nu-ully , Toot-Berdspaproviimakin.”
VA€ X,
(Btd"qﬂpronuvlwh) L3 a szﬁi-"d,74('{ ||L4. lA" J_th. "1!‘,‘ MI
Beow: . ¢|Iuh-u|| ¢ a(w,~u,u,- )=025u,,, w, V, -n) £ Clluk-uﬂxllu‘ wly, vieX,
-a.cam,wmsct = |(u«, M-" So(bpbogu, - -1 a-(u ‘j;.'“)(lluh"*"n.“"h"’-“n VUL(.Xh a
C‘auaarswuwz

wy tsﬁL (/MJJ ’(‘d ,@‘I‘MJ&(‘L A,ﬂfir&xcw\aj@y_ Cnh U, M‘Lﬁ, mlhdl s buob‘\, Wdh"lfh M“xk Mvc‘n‘lh.

Vi€ Xy



Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)
Lineare FE: Ansatz
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Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)
Lineare FE: Matrixassemblierun
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Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)
Llneare FE Berechnung lokale SystemrEatrix

xrx) (£)  Bibht Tawf Tyotr,

‘; ’\’A SOSTONS coen

% X, ‘e Deocksfpile = |T, | =l0xq-x) % (x;x:)| /2 = et D, /2
%zmak‘r Deccack T, rieclefide ITe | =[x 29 x G-
Sehe H(8)=a-44- 4y ()= G ¥y = 4y D auf futd; 0§74, 0P, 26DG R

Man kinn AC meit Hille olee @ unst 6, berchuct wwL.
Bep: + ale,v) =£uwo(x = AL, = M.-hcp;ocx:f‘f;tf: IMDQI'(F?IT,/{V;‘P»(

=) A! _lJ_ A 7_ n)
-a(u,u)=f£\?u-\7vo(x = A, = ng" vd> d‘k— g_w DO, Do, V¥, | oAt DG, | A3
AR De :De g N )
b %), Tgm %)\ e ne; g™ %) RS
¢ zI'rl((x -x.), (xl-x) - HQI’ (x -X )} o %) |x,—z-><.;|2

R
ca A —XK; - X —

ate (PR e [
~4”'¢| 0 A “a 0 4|_rz| _xfz_x“' ¢1 I-:
lll" C’_

E Y

Reg= X, | ol Vi ‘.',L)




Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)
Lineare FE: Masse- & Steifigkeitsmatrix fur requlares Gitter

M: Se. qﬂ,...,d)” Cne EML'\S p(kv 'F-E"Q&MAMS XL. .

Mosserntrir M, <(§: dyote) | Stilheatmatin L, <([00:- 0, «cx){/.
Asstn btiteumy vom B = £(0,) Lonkbcoivt e folls i fots fmh;r?(a)kr olie
Dreivcke (HA) j ist £ (o) = | foddx for feX, leomn man arich B=Mh(p5(x”))ﬂd\w.h

A“/frmw ﬂyz(hAa;/fach g#«r IBuaon, wsir ofze S\?mhaﬁ‘:& dech doreled esrechin -
SN gy e b (WA G ]

N 2

A

}{v%' -G, olx = ﬂi [(*:) . (;) - (;)(:):I:A

-n)

0

2 \| \ } Ox (:) (9') _ivlk Vb, dx = _‘504’-'.'9 $en, olx 9_&045.-‘\74;_,," dw=-1
ZT ’(11‘_)’( N =) L,ﬂ = <.---n ...-I'Q_-_.av . eq .. )

U
=L, (&..) = W, U, U Wi, =Wy,

Fnif Di//m;.uw ﬂlr—A: -Uiw -Ue. *’::'1: Ui - Wiy,

< , = xt 1 -
K’I&_{d’;’o{x= A—é’f £¢L4’£:qu =£Q¢.-:u,, O‘k-iq?; ¢:r.{n,.-,.) Mx=% (HA) =’”v..=%‘ 4,,.,,41.,-,-“_ ,,,,_“)




Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)

Lineare FE: InterPoIatlon und A priori Fehlerabschatzung
a: XxX=2R wit alow)2elvlly & latuw)le Clulylvily, C:X>Runid L] Clviy

XX=t2(0), a(wv) =€t) VveX alu,,u,)=£lg) Vy.eX,

bhr Lsvdden. ﬂruiﬁc llu- ut,,,ll2 M Lrie 74-5[3 SE ol t

_l{ Tiu= 7_ wixe) §;e X, i FE- Lhepoladt von w

D/, Eu..;lna Litriny (V.£,T) renntn wir ~4W‘M/,m,muh g;roﬂc'reﬂ’o(fc
aflowe !raud/mnaumg T, o(l,o?.,ﬁdhzmcﬁ,; a«f: ,U/b.af coneA Db, = .

lhn- B .B, L—,Jﬂ 2- Notr
Thu: AL(a;wﬁ--.’miwu;/mbk Tﬁ%{;@[;;ﬂ«a wt'fjiﬁtruﬂ-‘k L Lx shert C> 0, ins

alehagig von £ it lfu~Tonllg € En* luelyn=Cut Iz , 190 -OT,ullz £ Ch lulye,
Kor . |lu-uy ||1 £ Cllen- .thIH,, ¢ CELE(ge 1t }luIH; Tt Iu(H;
Vor olenn Beyseis .&Lﬂun Wi wodd tne me .LV\-/W'MI’(/'R.A&. vow Qmo‘m]m\iqu‘.
lld.hn >1L\ ‘/( VTG_J- g _qb(MCUAAJ/M i)) T > L\ /J‘P VTG.S_ » 'rT 3 T
2|l
Beus: S Odee ?Lﬂ«.wz./vnuwn Tukrees = ,”T@ == 2|71 =loket 6] =1,2, , |IDBY -z,qz(’h'r/z

‘I'

Dl (4 a4 b2 » ey h
Z4‘—:0\-"’C"'C _éb'-r&‘l--{zs‘ééh /|) "?_151-?1'5(' 4 Zz-—".l)e ”Z 2}1‘5 2 32’432: D




Bw Su V&H(f’/ﬂz) mo‘ f u'(:,o)o(.s-— i
“""E —of g(l/( X, %) IU'(s u))ols)o‘x o, = jf‘ru(x,,x,) -v( s,x,_)MuJV(S,Kz) U(s,o)o(s ol, elx,

I 2 o i [ 200,00 st

dk %

gj{”(f{ﬂ (x| ety ff S‘ | (s e)l.(fm) oy, dx,

.1 a 1.1, 20 ¢
aff' (11 |3_v (¢l deet) [ |§—,‘;{s,a| Aéds) ol dx,
'] § 172 o dtatst oy 2§ ["[152 (o) (s it

Il

23 15 213 [ =2 ov
/4'44403 Lor v mit .(ﬂv'(O,s) As =0,
Secve H(T), G:(op7" =R I=vawfT; Gx, %)= v(1-x, ,1-x,) eef (013 \T e b
daus. st §e R eoaT) mit 16Nz =2Nolle (1), 195 =2 IOVl 2 (o V6 =00 auf T
Luw{ Vitx, )= (2.7 ula-x, a-x.) o loa]°\T: St e C:'([o,nj‘/'iil),ﬁ(f:m (st
M G dorep ol x =q[tra(1w{afx +1{cﬁo(;znfb(*=!wf-w d’(—JVU-t(afx +£Gf)-(-u)alx-TItW-qo{ﬁ—;EVfr-c{dx)




+Ses v €H(T) wid f‘u(sroj =0 aoﬁf‘f;ﬁu(o/s)o{no, o (st ||u||u 2||U|\[t‘||QUIIL; Z||Vul|Lz
C RS DO, &2 by ) Ad icudisbens biie Suh bonT duf Lw?., hy hrangfecmied ird
wino jeole Seht vou T pcndyders D%«féabyt hrt [2 bransfecinnied i
1oe°ll, € ¢/logl, <Zp/hs | T, | =lAet Dy | 12 =u1>o,n /1D, /2
VeIl = é‘zlnl;f | D6 V- T.ua)o b I2otx £ ZleIIIDe, I |19 (- Ty 6) LI i
.L;'" 211198 13192 (- T, )0 B, =zz; 21T, 1 1067”1 D&’ (Ve T o6, DB, Ip
422 D61 e, ||F 2 |"2|§ PoYop, olx <fp 4h f(‘D’u)dx ¢4 Jost”DZu”

Se ve HH(T) wit v(00) = v (4,0)=0, Imcm

T_ (s 1
”A“l}= f;:} lA"I. "ol x

lolls = J lvix,,: )”Lz. X, ‘Zf"v(x,,a) v, - :r(x,,o)llu oA, ~Z||u'(,o)||z+2f .22 (x,, 3 ufx

£ 2I|"”—” (.0l +z||—¢||u <5, 12, 20w I, < 2(cen lIoul; +2£IID i,
Spurmh

‘Pﬂtml

o pmir £ ((c'+4)||17 o
“Nu-Taa ILz -Z J (n-T, ) oln = -Z zl‘mf(a-rh.,.)oa dx & CZ 2171 { (Y (u- au)°9,))

& !
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Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)

Lineare FE: Aubin-Nitsche Dualitatstrick S
a X xX-> R keerziv, RJWI )@;ZJW/ L. X=>W Drschwan et g,,b_w X X, U erretterm

weX: alu,vl=llv) VveX , weXaluw,vu.)=Lv) YyeX,
LJI.I' L..ﬂ:-c‘-lq,““h’u” ‘Ck|u|H1=7||M,” M” CL\luIH!/ hﬁw (7!(/Iw(0¢ % ||M ‘M"Ll C@’MlHl

E:(/‘lwﬁm—/\“hk'[_mmﬂ) S‘ct ’rl Hieetrir‘%w» ndt .ﬂuy?@’ Etb&ﬂvﬂg XC’H, we:x,
mii/a (u—, ) (u,;u u) ViveX. EJGt@'(C’O u&La,,yj von 4 Wi

Dug‘t;\,ﬁ;trk— ¥.e- fanm. “"1,."“” ¢ ”uh' Vl-" I W, I
l4r X\
Becs: |l “"--MHH = (q_,_— ul“‘u"") = a_(uh-u,u) = a (u.-u, w-th) € Cllu-u "X hor- u,\lll( VM,ﬁXLU
H \ st olies goohbotef-oiert?

kor: Se2 K=HT7 (8) | ol Fdr a.jdlc, deat die Lé‘swﬁ wr von o (v, )= [rv) Yvel®
el | | p € clivlia Vie ). Dann o Ju,-ull, 2 C | el e
Bews: Mik H=L2() o Ju,e M"Lz € Clw.-wll, Leré!’ lve-ui by £ Chluli nlusl o £Ccl IMIH,lluh-ull,_g a

Beachtr: )LAbbJ\h/z(H(._f(h Sehe. vertwe , doy uéH 2 J, cH ik |.,.rl ‘C“-f”
o~ ke
Off gitt jesbocl. nicht w5, eH* )2 B. far SL= l 9 2 lu,- u||-O(L) -



Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)

Lineare FE: Beispielrechnung ~An=0 ad
5 u=-2 2 u=-1 N=-2
15 15
1 1
05 “255
0 0
2
101 101
5 :
s 5
~ 107 402
103 1073 10°
g -1 2 h 101 107 W 107




Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)

Lineare FE: Reqularitat (Friedrichs-Theorem)
ir ha/mj‘tzay* """\’“HH" ¢ Chlulyy & - ull,y ok lul ;s {Ulr les, 12 ¢ ¢Vl

&,::S\: C0,4]7 a(uv) =_£ Pu-Vy+ uw(z/ Z(u)=5{/vo(></

{ué)(:H:(ﬂ), a (wv)=L(v) YueX } = { |u| ;_C.'M“e
L€ X a(u,wr)= (-r,'sz YueX wang—CIIfll,'

Baw:(Beosis (.;r w; for w, swﬁyi ||uu,_‘1 £ Nullfp 2atu,w)=L) £0f 12 ulle

|"'~|Ht"=§‘ )xi |3x.ax,_| .)x,_l oAx = )x’-l ~2 ';a,‘ g:;x %ﬂ = |zﬂ(’< =

=l aully =lf-ull —2II/|ILMZIIuIIp £201 2 AN 5
Thei2. B, Getbars & Trlinger Thon 8.2) Stit Q. Guichndnke 20 Chripelis
aluv)e { WACL 1T - eV - olr o £0)= [ frate,
Ak L;ﬁrcfuffz.fh/\i, e o e, fe (), a kotrtiv, W& HA(s1) .
Die Sthovacls (s we H76Y e aluw)=e(v) Vvél—l"(,q), b=h anlIL,
el Nl & Clhalys UL+l € Hagiyve 2, b cl)

Ahnliches gilt fir stiickweise glatten Rand sodass auf keinen zwei benachbarten Stiicken Neumann-Randbedingungen gelten
(ciehe 7 B Racuta Mazziicato Nistor Zikatanov: Interface and mixed botindarv valiie nroblems on n-dimens<ional nolvhedral doma

W
ixil 2)x= ax * éx | olx



Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)

FEM: Allgemeine FE- Raume
E_‘K Ein liniks Elnend v Lin In/vbe (k /V)—

( E&wwg&&cé Ramrm o -fwuﬁ.,»/mm / Ml«..‘., nodiler Vorgbtbn) it
cKelR" cﬁ&w, b‘((f\fmﬂ, uu'ZaprJathkau(yh‘A ch;vLLCLWLJ[uHm Racd
P it k- dimtnsionalin Posn. on Foukdsin 2 K- R
/l/ $ Ny, 1,} hufMu??L Liverr u-baz('ﬁaé%/u- LMWIwufv&M&a«{ 7
f: Sei (KT 0) e finika Elewtnt st i 1% .., %] tive Basic von P duat
2 A b N (!k)- g - Evne Seleche Basie haide nodm&'@mu’zﬁr F
Th: ¥, 7€ nilt MW= N(w)VNe/;/-_’) v=F
Bes: N(y- '7) N(Y)-ME)=0YN ’7umc£f2uzagcn,o(a.u N(g)=0 YN =D b=o0.

_{ Eine Uinter éga umjdmu‘s qaeR” c.r‘ G Moél‘c[% Ma:’:. R offentrﬁajé-
n~i (A K~ K =0 firctf e) k... vkh =

.MS'@C W] Untecttliong von S ot (k. U’,‘/z/') 2o ﬁwéo Flunrd Yz 11,
Y =f v QR vl e P K, NN\ Ve /' Vern . MR et fiite -Eblomess - Rann



Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)

ax

FEM: FE-Beispiele

B (7D~ Lagrauge-Elment) K=(01), im,wa U et 4 // oy f
N, (v)=v(0) , Ny(s)=vie) wim T f 5 !
redafoBags: ¥, (N=4-%x, 45 (x)=x ;l, ,,

Mh.?iz.

&f_): (ZD—LV,-M?(,-E&.WGJ‘) k-’f—l—:“E(x,y)GCo/A]zl )’é'f"‘}/ y :P,, )/ 3 N 71’\121 ,\I3.}

N, (5= v(0,0) , Ny(v)=v{1,0) , N3 (v)=v(04) ﬂ|i
V?(x,yj =)y " 1

“—DM ng:f.' l{:,(’((}l)s: /{‘X—)l, C{’z()‘,y) =

By : (7D Crouatix-Reanant -Elee f) K=T, P= J’,/iN,,,
Nz(")—lf(olz) Vo (v)= 0'(;,)

M ('U') U (1 17
nodale Lass: \k,{x'y):'Z(x*'}')"ﬂ, q;(x,y):ﬂ"lk, K(k,,v)" 1 2)/ 0 2
i‘ﬂi[ZD'L7rM7o'E&M~¢~*) k"'T/ :P::Fz //’/4"’4, - N }/ N, (v)= "('&i)/' Y'r
Y Gyl (1-2x-2) (1-x-5); %5,y F X(1-2%) ; Y5 b )=y (172, :zli .,
S
8,2 3 "

Valuy)=bxy ) b (o) =4y (1=x-) | H (aiy) =l x (1-x-y)



Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)
FEM: FE-Beispiele

(2D - An c—'EQ bon-tr OcA
e <( ij yi -t i) Jc.h;w
K= ’I ?.—_ yh,/{/:: {H" ) A/ f/ k=ns2e.. "(y--f-ﬂ,/N (‘7) 'lf(Z‘,

Boo: (2D Henmik - Elewment) K=T, F= T, din. P=12

Nobo) = v(a,) ) M= v(z,), Np(d =v(ag) , N =v(y) N
Nplo)= 2Le) , W)= 8E ey, M= 20 (3,)
N
by () =22 (z,), Ag(u)e;j:—cez), May™ 5 (2) > o,

nodalds ZAMJ Ve fle w il po{?h.a—w\ .L:..krpn'(ﬂﬂllm

2 " 3 4 ¢ 1

k:T_/?= ml/—:"\), Vo poeey k] l< éﬂ_ﬂé(_b“, _Ii'f" A 242§ 4-5'
N(u‘) = Fonkbnsisct fzo QLC&""‘-W\!‘@G&‘/‘W& Ly ka@ 2 an 2,,2,, 6. 2;
FS ,tb" L +q MAM&VVL 2(.64/14_»31‘5,6-&,_%;(,“ WOFD(W

=D 3(ete.o o) = 3L | Foon fonsheiirin => wrihle £ I~3 +M+xt</3J
‘( Lrgahu Lt {A L Trntenkhonu., G 2,




Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)
FEM: Interpolante

2 S (RPN tive fivide Elontnd nait adlaber Basis L Y,,.., % F . Die Lokate

L tepetounte s Fomkbin-v: KR ¢ .lZ(U'=é__ N; ()
Seidk, . k) Lantucttilin ven 9L st (k:, :P,"/;/") &ivn %L'M'ko Flonert Wizt 1
.Pfcjwﬂﬁ—r[ao‘(mﬁ Livvone: 1R 5t Pﬁ%«:u.;tr“ olercd. I"‘Jll(;=TVl s Ve

Der Lodb[\;riga ﬁt‘mjﬁ/ Eleure fe - Ratun Z%o‘ A MVJM&«»W& x: il"ul Ue C“Cﬁ)}_
M: :L—J‘ Liv &Cr(.f_l) V\reC"’(ﬁ)/ So L'Lél“ Xu ech c’ '/fufﬁ—E&Mhﬁ_—Rm_

Th: For giine f—im(u/uz;erwa mi¥ Za_erE]L— ool Hermitt = £ Guntntes (s¢ Oler Zayeﬂiryr.
FE -Ravin-  tan C-FE-Ran. .

Cav: Es vkt 2n 2£(74h oloss M{zz;u.r Kounte (,=b?;n?',' 2055 un. 200G Elensiven
gt Tol,= L vl, Vvect@u.
Far ein Lol_im.uyc— Elimtnt - e Ordiosng Sincd I Tivle -8lyyusnt voun Grack e

=) clie ?€0<l'bz7w|ﬂa~ v (2)=v(2) :Tkjv(z;,,] Fic e vt d Fesktz 2, onf e



Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)
FEM: Bramble-Hilbert-Lemma

Def- KCR” heip shernfBmgy zr;fe_mzua Bk, futts dic kovinse Hitle
ymijuﬂﬂ;raj&xé Kuﬂl(ﬁ Co(ixjvﬂ)c-k.
Eane C(nvi—rlbftumr} 2k4,..., ka ron N1 L\L«{A/ J%",qw’tﬁumc'[m\.- ooks 7'30‘4&/‘,6 V-‘L
/,g,(,zr V£=4,..,|M.' fi_é #" / ol q@i'—‘:Du,rolmmuaéq;m?//cn Balls i [<;

Thn: (Branble- Hillet-[euma) St k..., Ky ] i J%—Tmem'/mc Undobeiloung yor.
Here Bestloinbeber, fomenn /e_d—iu‘ﬂ. , andd seen (ki \7‘;/{) livite Elntnse wit
() Ki ghnnformgn Byl eineoBalls licae. Fown oles Leomns st
() 3., cPec(k), GpaHlick v Dupot b Seof
B) _w < beselrinke Livcorformen anf C(K}), _
Aonin Gt fiir w345 wnol 0€jem:  |u- Ll c(w,».,ao)k::—s VT
=2 |v- Turlyigg € Clomp) K7 I0hray  fatls Trehi(s)

HJ(a)

B

||uh- M’”I—I" £ C L\IMM lu.|“,“ 1Zﬁr ST p@fi;ovﬁ‘-ern Pm—d't’ewcg CFE ‘Arrrozf'h—-anw



Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)

Variational Crimes: Abweichung von exakten Methoden
Fishr habe. 1 r FE-Arprom‘m ﬂm/ruchlu‘, bet Aenun k, o{,'c(7&;o£u_

Qo‘.mﬁ%&-cﬁayy W{ wie e (ol alw,w)=L>s) Vve X), s a,,,{w
Unterasm X, . Tn oler Praxit erirel doron jeoloch Oft alrpturiclan, 2. €.

A krwnn—v@'h—-'da,aﬁ Rosl 5L / oA J'Laloc( i 7;114;‘[7&-6&% b Ry, B e
S

Die Sytbeminatrn A,,flfo(d»h_,(p,.)d‘ oder tohte foite B, =:fL 76, o
wtren mo, a,o,,roxz'ma—ﬁj' /l'—viduuf, 2.8, wnit Quastotor
. Der _/Ch_f.v(f--E&h,.hJL! - IRvecin. XL ¥ gqf ke Telvaiunn e LSJM,VIMM-IM' X
(1.8 o5t oy Crovzex~Rasort ~FE-Rovn. ¢ H(52))
Selche Abviclivser Brstichndt pan als |, Vonahnal Coivned”
Byw: ¢lv) =S‘ LW vi)d winot eactht durcd Mibchpmkbtiquactntor o
Jlb(l-m @mLCA’ T Aor /lu\.va&le 37 Al olesch
g, () = ZZ Tl LGIv(R)  wit Ry ton. Mithpukl vorn T, .




Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)

Variational Crimes: Strangs erstes Lemma
weX 2356 el s) =€) VU’GX/ a )@i&wu/ kaazuu‘ ﬁofcMuW L Z«—Maf' Qe tthoitinks

w X st & by )= L()VoeX,  a, biliuas, ?&ld'?mp(ﬂ ke, £ L:any
XL,CX A, e ("t«/'fh)3 C"Jh” teralrh. yori
Cl&n?w ra, b 4, mbse neur auf X, defiritet sen! 2.8, koruee afu, v )
gra.o(,imh Vo U, an Laaun, Qmabva-‘wquju‘- MM/ ’Zar L
Pkt v auns X HUS) wlirle ol jesoots viviat obeffiniet sei-
(S“ﬁ’uy.:a,,ro*a L!Mq.m) ro‘.,rﬂ,z,'h K2 0 i hsngig um b oild
"M wll Lk[(bﬂ Ql(‘_ A ” + S0 |°LLITLIU’L)'°¢;.(UHU,,)|> + |[(Wh)‘[;'(b"h” ]

o-rkex “I.J'h“x N‘l xl. ||wkux

Beru: _(';,;u’h ¢ Xu wnd W, = -V, .
"’” “h“)—(.“'l“a‘ ("‘h UL | Y )'“(u‘ ‘}h[U"h E‘ U'hl"rh) ﬂhfffub",.ﬂ*[a (ukruk)_'a'("‘luh\]

£ Cllu- V,,.|| ||w || [;(cr,.,r.rk a,,‘(,;”w—,ﬂ (:g_(w -4, (WL.H
P C"K- v, | |6t.(rfuof:.) c (VHUI |Z(wh) ¢, (V’;.”
X A ||wku

Nuwize wan  [up-uly €llu-villy + llu, - vl 1

=>clu-vy |l




Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)
Varlatlonal Crimes: Strangs erstes Lemma - Anwendung

L&f{, -Ou +« =£ OAA/_SZ, Cal”J u=0m{h
= K=K () ale) = [Putr e wvste, Llo)=ffods erfsllen L-Betonyay
f M.uwfmunaguf (0 £T) vw,,#'j ot ln, X:: 40»‘0\«7-&7m«‘7¢t‘E—2¢m
a=0, {, (v) {(x!u'(xl B Tn;'oczrcﬁd

Ted xeVn
uhéxh Las¢ a ("'Llu-h) = 2,:(,;0 -/ UZ.€X WL//DIA o lu,- ‘*“ L
Es gt K50 wit llog-ulls € K lulye o 81 1ZII ) #& (k|2 -k ||£\|CL)
Iﬂ(‘—fg) az(hfl‘l

Bews . Sktuns: lu-wll , €lc|inf llw-u,
20 g el [u-\{x I uu’:s)( ol

Bactllle-Hillert . Lml lw-u, I,,. € llu- I“”H‘ . C(f)l"lulu’-
ke L
| €l ) -4, ()] -|14W<x Ir (Pu)etx |¢ Z JI/a T, (fur)] A
Z M fer- I, (f ) ||L1(T¢Jf_|‘L ﬁch)u FZA .

4(2 )t C(fsl?(ZI/w.JHt ) = ¢l (ZI(w..IWT,)

2
| ful o =5 .0 +Wgvr, o 8 Votx €@ (wariz? (x;l*t;-éxlpﬁfxil)llw,,llw,m



Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)

Variational Crimes: Strangs zweites Lemma
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Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)
Variational Crimes: Strangs zweites Lemma - Anwendung
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Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)
Variational Crimes: Strangs zweites Lemma - Anwendung (Forts.
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Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)

Variational Crimes: Dualitat (Erweiterung von Aubin-Nitsche)
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Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)
Variational Crimes: Dualitat - Anwendung
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Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)
Dualitat: Duale Raume
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Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)
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Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)

Dualitat: Elliptische Differentialoperatoren
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Finite Elemente:Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)
Adaptivitat: Idee einer adaptiven FE-LOsung
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Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)
Adaptivitat: A posteriori-Fehlerschatzung
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Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)
Adaptivitat: A posteriori-Fehlerschatzung in [
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Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)
Adaptivitat: Lokaler Fehlerschatzer
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Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)
Adaptivitat: Zuverlassigkeit lokaler Fehlerschatzer
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Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)
Adaptivitat: Effizienz lokaler Fehlerschatzer
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Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)
Adaptivitat: Effizienz lokaler Fehlerschatzer (Beweis)
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Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)
Adaptivitat: Effizienz lokaler Fehlerschatzer (Beweis Forts.)

L\’T' “'r”(} ¢r) < ||l4h" u ”Hn(,r;- ["1- " 7= ?"L'-(T) / At

hellrll, ) £ b ITlaery by o=l

Cai ¥ el (T) unt TI_"I’o{x=/'/ IO gy & by
¢, .
Bip: (Elomart Blose) - W=ty % % N\ (veefetsn)

L4 zl

W=y (D&fter)
[Flaemy = [5E 9 de 6 0P I 7900y £ 1700 10 Wl

Sloler ~. || — — Z - — —
— L -A —
= ||'Y"||La.(1_) ~ 7 "'{;"H""(T) (/\ "'r"Hw{E, “'r‘ T"H"'('r)
) _ M4y _ o (Up-0,1s)

“T”H"'('r) - s“?’ ™ = Jup — < ||M -ull,,.

T, ('r) Ul gry wehgn Nl H*(T)
:bf) -9 : _ | I l )

| “*"me Sp, T 6 berleen Vol £ -l

u;H (1-) | e (r) € H(T) “U‘"”H"(-r)

Y
—p 2 .
c IML'RIIH-{T\'LL\T """""E'(ﬂ + CZ‘.; 0|u la." He(N(S)) l'\ "'ff-f”L(-ﬂa.” b\s "J'J "LYS))U



Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)
Adaptivitat: Clément—lnterpolation
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Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)
Adaptivitat: CIément-Interpolation (Beweis)
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Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)

Adaptivitat: Verfelnerungsstrategle
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Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)
Adaptivitat: Verfeinerungsstrategie Forts.
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Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)

Adaptivitat: Eigenschaften der Bisektionsmethode
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Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)

Adaptivitat: Verfeinerungsprozedur
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Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)
Adaptivitat: Verfeinerungsprozedur Forts.
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Finite Elemente: Elliptische pDgl. (2D Poissongleichung)
Ausblick: Nichtlineare elliptische pDgl.; Gamma-Konvergenz



