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Numerik partieller Differentialgleichungen

Losungsvorschlag der Probeklausur

Aufgabe 1. Bestimmen Sie, fiir welche (x,y) € R? die Gleichung

(14 2)uge(z,y) + 22y ugy(z, y) + y2uyy(:1c, y) + uz(z,y) =0

hyperbolisch, parabolisch oder elliptisch ist.

Loésungsvorschlag: Wir betrachten die Eigenwerte der Matrix

v

Wenn A1, A2 € R die Eigenwerte von M sind, dann gilt

o NI

) ,a(z,y)=1+z, bz,y) =22y, clz,y) =y

N Q

1
det(M) = >\1>\2 = CL(ZL‘, y)C(IE?y) - Zb(x>y>2 = y2(1 +x— $2)

und wir miissen drei Falle unterscheiden:

1+V5

1. Ist y = 0 oder x = =52, so ist die Gleichung parabolisch, da dann V(1 +2—2%) =0

gilt.

2. Der Fall y?(1 + x — %) > 0 tritt genau dann ein, falls

@€ (30 V) 50+ V8 ) x R\(0)

gilt. Unter diesen Umsténden ist die Gleichung elliptisch.

3. In allen anderen Fillen ist die Gleichung hyperbolisch.

Aufgabe 2. Schreiben Sie in Pseudocode eine Implementierung des expliziten Fulerverfah-
rens fir die Wdarmeleitungsgleichung

, (x,t) € [0,L] x [0,T]



Loésungsvorschlag: Seien M, N € N mit M, N > 0. Setze Az = L/M, At = T/N und
c = At/(Ax)? Das Verfahren (in Pseudocode) lisst sich dann wie folgt darstellen:

for j=0:M
u(0,§) = £(L/M);
end
for k=1:N
u(k,0) = 0; u(k,M) = 0;
for j=1:M-1
ulk,j) = (1-2c)u(k-1, j) + u(k-1, j+1) + u(k-1, j-1);
end
end

Aufgabe 3. Betrachten Sie das folgende Differenzenschema

U; +1_ Up — Az (Ujj‘ll - Uj_+11> UjQ = ug(jAT)

zur numerischen Behandlung der Transportgleichung

ur+au, =0, z€R, a>0
u(0,z) = ug(z)

1. Bestimmen Sie die Konsistenzordnung des Verfahrens.

2. Fiihren Sie eine £2-von Neumann-Stabilititsanalyse durch.

Losungsvorschlag: Mit Hilfe der Taylorentwicklung lisst sich fiir u € C? zeigen, dass
u(t,z + Ax) = u(t, z) + up(t, ©) Az + upe (t, ) (Az)? + O((Az)?)
u(t,r — Ax) = u(t, z) — ugp(t, 1) Az + upe (t, ) (Az)? + O((Az)?)

Subtraktion der beiden Zeilen und anschliefende Division durch Az liefert folgende Appro-
ximation von

2Ax

Fiir die Zeitableitung haben wir

[u(t, z + Az) — u(t,x — Az)] = uy(t, z) + O((Ax)?)

u(t + At, ) = u(t, z) + ue(t, ) At + O((At)?)

:7§m@+Auﬂ—u@xn=m@w%H%Aﬂ



Ersetzt man nun UJ' in der Verfahrensvorschrift durch u(tn, x;j), nutzt die hergeleiteten Ap-
proximationen an die Orts- und Zeitableitung und macht von der Gleichung u; + au, = 0
Gebrauch, sieht man, dass Konsistenz von der Ordnung O(At + (Ax)?) vorliegt.

Wir machen nun den Ansatz UJ" = Nle~WAT 1 — At/Axz und setzen dies in die Verfahrens-
vorschrift ein:

N\l p—iiAz _ \n,—ijAz _ gu(An—He—z’(j—H)Am _ )\n—i-le—i(j—l)Ax)
2
— )\ne—z’ij(l _ glu)\(e—iAm _ eiAm))
Wegen e A% — ¢A% — _ 2 sin(Ax), erhalten wir

A=1—apisin(Az) & A= (1+apisin(Az))~!
Fiir den Betrag einer komplexen Zahl gilt |a + ib|?> = a® + b? und es folgt
A2 = (1+ (ap)?sin?(Az)) ! < 1

Die Analyse zeigt, dass das Verfahren uneingeschrénkt stabil ist.

Aufgabe 4. Sei Q C R” ein Gebiet und ug € L*(Q). Errechnen Sie die Gateaus-Ableitung
des folgenden Funktionals

1 A
Ju| = §Hu - UOH2L2(Q) + 3 /Q \Vul? de, uwe HY(Q)

Lésungsvorschlag: Fiir u,v € H'(Q) ist fiir jedes t € R auch u + tv € H'(2). Unter
Verwendung von |Vul? = (Vu, Vu) und [lu — uol|2, = (u — ug, u — ug) 2 folgt:

1
8t‘7[u+tv]‘t:0:§8t </Q(u+tv—u0)2da:+)\/

(V(u+tv), V(u+ tv)) dx)
Q

t=0

= (u—ug,v)2 +>\/<Vu,Vv> dx
Q

Aufgabe 5. In dieser Aufgabe wird das sogenannte Morley Element betrachtet:
Die Pfeile stehen dabei jeweils fiir die Auswertung der Normalenableitungen in den Kanten-
mittelpunkten.

1. Bestimmen Sie eine nodale Basis zu P = TI2.

2. Berechnen Sie einen Eintrag der Steifigkeitsmatriz L = ([, Voi(z) - V;(x) dx)ij, wo-
bei ¢; die im Knoten x; lokalisierte Basisfunktion bezeichne und eine uniforme Trian-
gulierung (vgl. rechte Abbildung) zu Grunde liege.



1. Morley Element 2. Uniforme Triangulierung

Lésungsvorschlag:

1. Wir studieren zunéchst die Basisfunktionen fiir den Spezialfall des Finheitsdreiecks. Fi-
ne Basisfunktion hat wegen der Wahl P = II? als Ansatzraum die Gestalt ¢;(z,y) =
a1 + asx + azy + aux? + aszy + agy®. Der Satz aus Funktionalen besteht aus Knoten-
auswertungen und der Auswertung der Normalenableitung in den Kantenmittelpunkten.
Gemeinsam fithrt dies auf die Losung von linearen Gleichungssystemen des Typs

1 0 0 0 0 0 o
1 1 0 1 0 0 o
1 0 1 0 0 1 as |
00 -1 0 -3 o0 ay |79
0 -1 0 0 -3 0 s
o L L 1 1= 1
V2 V2 V2 V2 V2 @6
fir+=1,2,...,6. Wir erhalten:
Yi(z,y) =1—z—y+2y
1 1, 1,
Yo(z,y) = (@ +y) + 52 —zy — oy
1 1 1
V3(z,y) = §($ +y) — §$2 —zy+ §y2
Ya(z,y) = —y + 3
¢5($,y) =T —|—{L'2
) v

2
X
Ye(r,y) = +f2+x/§my+

V2 V2 V2 V2

Ist T nun ein Dreieck, welches durch eine Abbildung ® : Tief — T aus dem Einheits-
dreieck hervorgeht, dann ist Hiitchenfunktion ¢7; durch

eri(z,y) = 0i(®(2,y))

gegeben.



Ty

Y1 e

2. Wir betrachten die Funktion ¢, die wir uns dem Dreieck 7} in der unteren linken Ecke
zugeordnet denken.

Die Transformation ®1 : T, — 11 die das Referenzdreieck auf 77 abbildet, ist iiber
die Skalierung p — (Ax)p gegeben, wenn Az die Gitterweite bezeichnet. Mit Hilfe des
Transformationssatzes gilt dann

/ V1 (@)|13 de = / IV (o1 (@1 ()] |3] det @y (2)] da
Ty Tret

2
= 1 — L2 (Az)? dx
-1 + 21’1
ref 2
1— xl
Ax / / 1+2$2) + (—1+2$1)2d$2 dzy
B 3(Aaz)2

Aufgabe 6. Sei Q C R? ein Gebiet und p € R mit p > 1.

1. Definieren Sie den Raum W1P((Q).

2. Betrachten Sie nun den Spezialfall @ = Bi1(0): Fiir welche a € R ist die Funktion
u(z) = cos(||z||2) [|x]|§ Element von LP(Q) bzw. von WHP(Q)?

Hinweis: Verwenden Sie bei Bedarf (ohne Beweis) die Ungleichung (a+b)? < c(a? +bP), die fir a,b >0
und eine Konstante ¢ € R gilt.

Loésungsvorschlag:
1. Sei a ein Multiindex mit || = 1. Definiere die Normen || - [[y1p(q) und || - [lpp1.00()
durch
1
P
lullwroy = | > 1Dl
o<1

s = DOL oo
[ullwr @) gj?i” ull oo ()

und setze dann fiir p € R oder auch p = o

WHP(Q) = {u € Lioe() | [ullwro) < oo}



2. Auflerhalb einer e-Umgebung von 0 kénnen wir u(x) im klassischen Sinne differenzieren
und die Regeln partieller Integration anwenden. Sei ¢ € C§°(2), dann gilt

/ ud; dxr = lim ul;p dx
Q =0 Jo\ B (0)

= lim / uv;p do — / O;up dx
=20\ Ja@\B:(0)) Q\B:(0)

= lim / uv;p do —l—/ uvyp do — / Oiup dx
=0\ Jan dB.(0) O\B.(0)

= lim / uv;p do — / Oiuep dx
=0 \ JoB.(0) O\B.(0)

Fiir das erste Integral gilt

/ uvip do < / luvip| do < ce® area(0B:(0))
8B (0) 8B.(0)
— 65a+d_1

Konvergenz liegt im Fall a > 1 — d vor. Bedenkt man dju = x;[a cos(||z2)||=[5 2 —
sin([|]|2) ||z[|5 "], so gilt zusammen mit |d;u| < a|z]|§ " 4|2 fiir das zweite Integral

1
/ Ojup dx < / / (ar®™t + ) 7T p(r0)| dr dp
O\B.(0) e Jga-1

1
< CSd—1|/ (ara+d—2+ra+d—1) dr
€

Konvergenz fiir ¢ — 0 liegt fiir « +d—2 > —1 vor, was genau dann gilt, wenn o > 1 —d.
Insgesamt ist die Existenz der schwachen Ableitung 0;u fiir o > 1 — d gesichert.
Um die Bedingungen fiir u € LP(Q) zu erarbeiten, betrachte

1
JullZ, = / (@) P dx = / / u(r)Pri=t dp dr
B1(0) 0 Jgi-1

1
:/0 /Sdl | cos(r) [P reP+4=1 dip dr
1
< |Sd_1’/ ,r_ap-l-d—l dr
0

Das letzte Integral ist endlich, falls ap+d—1 > —1 gilt, also genau dann a > —%. Wenn
wir die vorherigen Abschétzungen beziiglich d;u und den Hinweis mit einbeziehen, sehen



wir
10sullZ, = /Q Bl do < /Q (allllg™ + [2113)? da

< / oP|2]|P 7P + (]S da
Q

1
= c/ / (aProP=P 4 poP)pd=L dop dy
0 Jgi-1

1 1
=c ]Sd*1| </ aPpla=Dptd=1 g, —|—/ poptd-1 dr)
0 0

Das erste Integral existiert unter der Bedingung a > p%fl, das zweite, falls @ > —%

erfiillt ist. Insgesamt gilt damit

ap > —d=u € LP(Q)
ap —p>—d=uc WH(Q)

Aufgabe 7. Sei Q =[0,1], f € L?(). Wir betrachten folgendes Problem

—Au(z) + q(x)u(z) = f(z) x €
u(y) =0 y € 092

. Stellen Sie die schwache Formulierung dieses Problems auf.

. Beweisen Sie unter geeigneten Bedingungen an q die Ezistenz einer schwachen Ldsung
dieses Problems in X = H}().

. Sei X;, C X ein endlich-dimensionaler Teilraum. Leiten Sie das Céa-Lemma her und
gewinnen Sie mit seiner Hilfe eine erste, einfache Fehlerabschitzung fiir den hier be-
trachteten Spezialfall.

. Wir nehmen an, dass die Lisung des Problems
CL(U,’U}) - (f?w)LQ(Q) Vw e H(%(Q)

fiir ein festes f € L2(Q)) der Abschitzung [ulr2(0) < CRll fllL2() mit einer Konstanten
Cpr > 0 geniigt. Zeigen Sie, dass die Betrachtung des dualen Problems

Gesucht ist ¢ s.d. a(p,w) = (u — up, w2 Yw € HY(Q)

zusammen mit der Abschitzung des Interpolationsfehlers ||v — Inv| g1 () < Crhlv|p2(q)
auf die Fehlerabschitzung

lu = unllr20) < C(Cr,Cr) b ul 2oy

fihrt, wobei C(Cr,CRr) > 0 eine Konstante ist, die (unter anderem) von den Konstanten
Cr,Cgr > 0 abhdngt.



5. Nun werde die Diskretisierung der schwachen Formulierung mit linearen Ansatzfunktio-
nen auf dem dquidistanten Gitter (zo,21,...,TN—1,2N) mit ©; = i/N betrachtet. Der
Operator £(w) = (f,w)r2(q) werde mit Hilfe der Mittelpunktsregel

/abh(x)dx ~ (ba)h(a;_b>

diskretisiert. Erzielen Sie mit Hilfe des ersten Lemmas von Strang eine Abschditzung fiir
den Fehler ||up — ul| g1 .

Lésungsvorschlag:

1. Multiplikation mit einer Testfunktion v und partielle Integration fithren auf

/Vu YVo(z) + g(x)u( d:n—/f

=:a(u,v)

Das Problem hat dann folgende Form
Bestimme u € H}(Q), so dass a(u,v) = £(v) fir alle v € H(Q) gilt.

2. Das Lemma von Lax-Milgram besagt, dass das Problem aus 1. eine eindeutige Losung
besitzt, sofern a eine koerzive, beschriinkte Bilinearform auf H}(€2) ist und ¢ stetig von
HZ () nach R abbildet. Die Stetigkeit von ¢ folgt aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung,
denn

) da / [f(@)o(@)| dz < [[fllr2llvllz < | flle2llvllm

Zum Nachweis der Stetigkeit von a betrachten wir

)| = /QVu(x)Vv(x) +q(@)u(z)v(z) do| < /Q [Vu(z)Vo(z) + q(z)u(z)v(z)| dz

la(u, v

< [ulpr ol + /Q lq(z)u(z)v(e)| de < |ulgifolg + gl zee lull2[|v] L2

< max{L, [[gl[ze<} [[ull g [0l

Diese Abschitzungen sind zulissig, sofern ¢ € L () ist, was wir nunmehr annehmen.
Was die Koerzitivitdt angeht, gilt

a(v,0) = [ IVo@B + gla)ola)? da
_ (Z /
(/ dm—i—Z/ )

In die letzte Abschitzung floss dabei die Poincaré-Ungleichung ein. Wir fordern also
zusétzlich zur Annahme ¢ € L*(Q), dass ¢ > 0 sein soll. Wenn diese beiden Bedin-
gungen erfiillt sind, liefert das Lemma von Lax-Milgram die eindeutige Losbarkeit des
Problems.

83!:Z

| \/

ox;



3. Wir bezeichnen den zu Grunde liegenden Finite Elemente Raum mit X;. Wegen Kon-
formitit gilt X, C X = H}(Q). Das Céa-Lemma wird nun mit Hilfe dreier Zutaten
hergeleitet:

e Koerzitivitit von a: a(v,v) > cl|v[|3,
e Stetigkeit von a: a(u,v) < Cl|ul| g1 ||v|| g
e Galerkin-Orthogonalitdt: Erfiillen v und u;, die Gleichungen

a(u,v) =1l(v) Vv e X
a(un,vp) = U(vp) Yop € X,

Gilt insbesondere a(u,vy,) = l(vy) Vv, € Xp, und durch Differenzbildung
a(up, —u,vp) =0 Vo, € Xp
Mit ihrer Hilfe gilt:
cllup, — ullF < alup, —u,up, —u) = a(up — u, vy — u)
< Cllup — ull g [lon — ull

c .
= flup —ullgr < = inf flu— vyl
C’UheXh

Wir haben bereits als Stetigkeitskonstante C' = max{1, ||¢||} errechnet. Mit Aufgabe
4 auf Blatt 6 folgt weiter:

IVolZz = 7*v]72
Damit lassen sich die Rechnungen aus Aufgabenteil 2 verbessern und wir erhalten fiir

die Koerzitivitdtskonstante ¢ = % Insgesamt gilt dann

lun — ull g < 2max{1, |lqllz} inf [lu—on|m
v €Xp

4. Wir verwenden folgende Aussagen:

(a) Stetigkeit von a: a(u,v) < Cgllul||g1||v|| g1

(b) Elliptische Regularitéit: |ulg2 < Cgl|fl|r2(q) gilt fiir die Losung von a(u,v) =
(f,v)2 Vo € HY(Q).

(c) Interpolationsabschétzung: [[v — Inv|| g1 () < Crhlv|g2(q)-
(d) Galerkin-Orthogonalitéit: a(up — u,vy) = 0V, € Xp,.

(e) Aussage des Céa-Lemmas: ||u — up||g1 < Coea infy, [[u — wp|| g1
Sei nun ¢ die Losung des dualen Problems a(w, @) = (u — up, w) 2 Vw € HE. Es gilt:

(@)
lu—unllFe = (u = up,u—up) 2 = a(u —up, ) = alu —un, © — pp)

(@)
< Csllu = unlllle = enll



Da dies fiir alle ¢y, gilt, folgt mit zweimaliger Anwendung des Céa Lemmas

(e) . .
Csllu—unllgille — enlla < CsCly inf |lu—wp|gr inf [lo — onllm
wpEX} phEXh

CsCga llu — Inull g |l — Ingl| g

AT IA

C(Csv CCéa» CI) h2‘“’|f’[2 ’90|H2

—
=
=

C(Cs, Ccéa, Cr. Cr) h? |ul g2 ||u — up| 12

IN

Kiirzen durch ||u — up|| 2 liefert dann die Behauptung.

5. Mit @; := (z; + x;-1)/2 und h; := z; — x;—1 haben wir

N
[€(wp) — £p(wh, ]— x)wp(x) dx — hi( fwp)(T;) SZ/ f(z)wp(z) de — hi( fwr)(T;)
N | o
—Z wn(o) — f@un(@)da| = S| [ ) (6) (o -7 o
Ti-1 i=1 |/ Ti-1

= \Ifllczz/i ([wn] + |wh]) (&) (2 — T:) da
i=1 7 Ti-1

N
< HfHC2 Z(HwhHLQ(xiq,xi) + HwhHHl(%fl,wi))Hx B EiHLZ(xiflvxi)
=1
7 ) )
N 2 N B3 2
< || flle= (Z ku@p(mm) (Z 12)
=1 =1

< COh|fllezllwnll ez

Geht man nun davon aus, dass ap(vy, wy) fir vy, wy € X, exakt berechenbar ist, dann
liefert das erste Lemma von Strang

[ [(wp) — fh(wh)\]

lup, — ul|gr < K | inf ||u —vp|lgr + sup
vpeX whE€Xp ||u)h||l'f1

<K 1é1f [ — vl 1 + RC| f| o2
U

< K |Chlulg +hC| fllc2]

< ch(lulpz + [ fllc2)



