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Aufgabe 1 (4 Punkte). In der Vorlesung haben Sie die Beschrinktheit und Koerzitivitdit der
Bilinearform

a(u,v):/QVvtAVu—i-v(b-Vu)—i-quv dac—l—/F puv dx
1

unter folgenden Bedingungen gezeigt:
1. A€ L®(Q; R mit £LAE > ¢||€]|? fast diberall fiir alle &€ € R,
2. be L®(Q;RY) mit |b(x)|? < 4Eq(x) fast dberall in Q fiir ein & < c,
3. q € L*(Q) und q > 0 fast diberall,
4. p€ L>®(T'y) mit p >0 fast iberall,
5. f € L*(), g€ L*(Ty).

Dabei war Q) ein Lipschitz-Gebiet mit 0Q = T'1 Uy, I'y = 9Q\T'1, pu(T'2) > 0. Statt Bedingung
2 ldsst sich auch folgende Modifikation betrachten

2. be Whe(Q), ¢ — div b > 0 fast tiberall in €.

Zeigen Sie die Koerzitivitit von a unter Verwendung der Bedingungen 1,2,3,4,5.
Hinweis: Die Identitit vVv = %V(vg) kann bei den Berechnungen hilfreich sein.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Betrachten Sie folgende (elliptische) Bilinearform

1
a(u,v) :/0 22/ (z) (2) dx

auf dem Intervall [0, 1]. Zeigen Sie, dass das Problem

1 1
J(u) :/ 22 (' (z))? d:z:—/ u(z) dr — min
0 0
keine Lésung in H}(0,1) besitzt.
Hinweis: Studieren Sie die zu Grunde liegende Differentialgleichung und ihre (eindeutige)

Lésung u. zundchst auf [, 1]. Betrachten Sie dann das Verhalten von J(u.) fiir e — 0. Steht
Ihr Ergebnis im Widerspruch zu der Aussage des Lemmas von Laz-Milgram?



Aufgabe 3 (2 Punkte). Sei Q2 C R" ein beschrinktes Gebiet, f € L*(S)). Betrachtet wird das
Randwertproblem

—Aut+au =f inQ
u =0 aufd)

Beweisen Sie die Evistenz einer schwachen Lésung in HE(Q) fir a > 0. Welche Schwierig-
keiten erwarten Sie im Fall o < 07

Aufgabe 4 (6 Punkte). In der Vorlesung wurde folgender Satz formuliert:

Fiir alle v € H}(Q) gelten die nicht verbesserbaren Ungleichungen

loll2s < NI falls Q = [0, 1]

1
7T2

1
ﬁ ||V'U||i2 falls Q = [0, 1]2

A

vz

Erginzen Sie den Beweis dieser Behauptungen. Zeigen Sie dazu im ersten Fall, dass die
Ungleichung iber die Bestimmung der ersten Optimalititsbedingung des Problems

U/Q
inf Iz (1)
verl vz
o]l 270

auf das folgende Randwertproblem fihrt

{Au(x) = Mu(z), e
u(a) =u(b) =0

Die Existenz eines Minimierers von brauchen Sie dabei nicht zu zeigen.

Nutzen Sie fiir den Beweis der zweiten Ungleichung die FEigenschaften der semidiskreten
Fourier-Transformation U — U, wobei Sie die zweidimensionale semidiskrete Fourier- Transformation
von (Uij)ij durch

A~ — —

U(m, y) = Vx(y), VT = (U;yj(x))j, U;’j = ( .. U—l,j, UO,j7 Ul,j7 .. )

auf die eindimensionale Transformation zurickfithren kénnen. Betrachten Sie dann fir ein
v —v

festgehaltenes v € HE(Q) die Erweiterung u =

Ansatz u(-) :U<-+ < i% >>

auf [0,2]? und studieren Sie den

—v (%




