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Kapitel 0

Einleitung

Das Ziel dieser Vorlesung ist eine Einfiihrung in die numerische Analysis anhand von Differentialglei-
chungsproblemen. Zentrale Themen werden sein, die Interpolation von Funktionen, die numerische
Integration und die numerische Differentiation im Zusammenhang mit der numerischen Behandlung
von Rand- und Anfangswertproblemen.

Um das Zusammenspiel dieser Themen zu veranschaulichen, wollen wir anhand von Variationspro-
blemen motivieren, wie diese Bereiche der numerischen Mathematik zur Losung konkreter Frage-
stellungen ineinandergreifen.

Variationsgleichungen und Galerkinapproximation

In der Physik, aber auch in anderen Anwendungsbereichen, spielt das Prinzip der Energiemini-
mierung eine wichtige Rolle. Dieses Prinzip ermoglicht uns z.B. die Beschreibung des Verhaltens
elastischer Kérper. Dazu sei u(x,t) € R? die Auslenkung/der Verschiebevektor eines elastischen
Korpers im Punkt 2 zum Zeitpunkt ¢ und e(u) := %(Vu + Vu') der Verzerrungstensor. Dann ist
die potentielle Gesamtenergie eines belasteten, elastischen Korpers gegeben durch

B(u) = % /Q o+ e(u)dz — /Q fuda.

Dabei ist o der symmetrische Spannungstensor und f eine dufere Volumenkraft. Fiir idealisierte
Materialien ist der Spannungstensor proportional zum Verzerrungstensor, d.h. es gilt das lineare
Materialgesetz

o(u) = Ae(u)

mit dem symmetrischen und positiv definiten Elastizitatstensor A. Zur Modellierung elastischer
Koérper mit partiellen Differentialgleichungen wenden wir auf die Energie E(u) das folgende Mini-
mierungsprinzip an.
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Definition 0.1 (Energieminimierung/Variationsprinzip)
a) Physikalisches Prinzip Ein physikalisches System strebt immer in den Zustand mini-
maler Energie.

b) Mathematische Aquivalenz: Sei u(x,t) eine Zustandsvariable und E () die Energie
eines Systems in Abhdngigkeit von u. Dann strebt u gegen einen optimalen Zustand u = u(x),
der die Energie minimiert, d.h. falls E geniigend glatt ist gilt

d
—E =0
de (U - 899) e=0

fiir beliebige zuldssige Variationen .

Berechnen wir

d
—FE o =
L E(u+2p)lmo =0

fiir die potentielle Energie elastischer Korper, so erhalten wir die Gleichung

/QAE(U) : E(go)dx:/ﬂfgodx

fiir alle zul&ssigen Variationen . Nehmen wir an, dass u geniigend oft differenzierbar ist, so folgt mit
partieller Integration fiir Testfunktionen (Variationen) ¢, die auf dem Rand von € verschwinden:

/ ( — V- (4e(u)) — f)goda: =0.
Q
Mit dem Hauptsatz der Variationsrechnung folgt somit die Differentialgleichung

V-(4e(u)) = f.

oder in ausfiihrlicher Notation

d
SN O A = fi,  Vi=1,....d.

i=1 k,l=1

Im einfachsten eindimensionalen Fall, der Auslenkung eines diinnen Drahtes, reduziert sich diese
Differentialgleichung zu

—0,(Adyu) = f, bazw. —Pu=f,

fiir A = Id. Im einfachsten mehrdimensionalen Fall, der Auslenkung einer diinnen Membran, erhal-
ten wir

—V-(AVu) = f, bazw.—Au=f,

fiir A = Id. Wir erhalten also zur Beschreibung der Auslenkung elastischer Kérper in Spezialfiallen
die Poisson-Gleichung.

Galerkin Verfahren

Idee: Energieminimierung in endlich dimensionalen Teilrdumen



Die Idee der Galerkin Verfahren beruht auf dem Prinzip der Energieminimierung. Sei also V' ein
Funktionenraum und £ : V' — R ein Energiefunktional. In Abschnitt 1.1 hatten wir gesehen, dass
die Losung u vieler physikalischer Fragestellungen formal wie folgt definiert werden koénnen:
=a in F(v).

u = argmin (v)
Aus diesem kontinuierlichen Minimierungsproblem erhélt man ein diskretes Minimierungsproblem,
wenn man den Funktionenraum V durch einen endlichdimensionalen Teilraum V,, C V ersetzt.
Somit ldsst sich die Losung up € Vj, eines allgemeinen Galerkin Verfahrens wie folgt schreiben

up = arg vinei\r/lh E(vp,).

Analog zum kontinuierlichen Variationsprinzip, ist die diskrete Losung u;, dann charakterisiert durch

d
—E(up, + €vp) =0, fiir alle vy, € Vy,
de e=0

falls E¥ geniigend regulér ist. Da V}, endlichdimensional ist kénnen wir uns bei dieser Variation auf
eine Basis von V}, einschrianken. Sei also ® := {p;|i = 1,-, N eine Basis von V;,, d.h. N = dim(V},)
und up, = Zfil uip; die zugehorige Basisdarstellung von uy, so folgt

4

N
deE(;umi+5%>‘€:0:07 fiir alle j = 1,..., N.

Dies ist ein System von N linearen oder nichtlinearen Gleichungen fiir die Unbekannten w;,i =
1,..., N, das mit numerischen Methoden gel6st werden kann.

Galerkinapproximationen erhédlt man aus diesem allgemeinen Prinzip durch spezielle Wahl des end-
lichdimensionalen Teilraums V3, und zugehériger Basis ® mit der Eigenschaft, dass

d

e CRED
de SO+€SDJ 5:0#0

nur fiir eine kleine Anzahl von Paaren (i, j) gilt.
Beispiel in einer Raumdimension

Wir betrachten das Energiefunktional eines elastischen Drahtes in einer Raumdimensuion, dass in
der einfachsten Form gegeben ist durch:

1
E(u) ::/ %&CUQ + fu.
0

Ein Minimierer dieses Funktionals erfiillt

d
dieE(axU‘f‘gax@) . =0.
Wir berechnen
d d 1
—F T = I 50z T 2
—B(du+ep) = - 3@t 20g) + J(uteg)
d 1
= 5z / (8xu + 5896%0)6:0‘10 + f‘p'
dE 0
Also folgt
d d !
= 7E = — €T T .
0 de <U+ESD) e=0 ds/o(?u@cp—i—fgo
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Bezeichnen wir mit (-, -) das L2-Skalarprodukt auf dem Intervall (0, 1), so lautet unser Problem also:
Finde eine Funktion u € V', so dass fiir alle Testfunktionen ¢ € V gilt

(02w, 0 p) = (f, ). (1)

Dabei sei V' ein geeigneter Funktionenraum. Sei nun V;, C V ein endlichdimensionaler Teilraum von
V der Dimension dim(V') = N, dann ist eine endlichdimensionale Approximation u;, von u gegeben

durch :

Finde eine Funktion uy € V3, so dass fiir alle Testfunktionen ¢y € gilt

(8xuh7 83690h) = (f, (Ph)' (2)

Ist (¢1,...,¢nN) eine Basis von V},, so konnen wir die Approximation wy, in dieser Basis darstellen,

d.h.
N
Up = Z Ui P
i=1

Dabei sind w; die Koeflizienten der Basisdarstellung von wj. Da es in der Variationsformulierung
(2) ausreicht mit den Basisfunktionen von Vj, zu testen, folgt mit der Basisdarstellung von wy, fiir
allej=1,...,N:

(aruiuamgpj) = (f? (pj)a
= N ui(0ai, 0upj) = (f, 0))-

Definieren wir die Matrix S und Vektoren U, F' durch

Sji == (Ozpi, 0zp5),
Ui = U,
Fj = (fa @])a

so ist das discrete Problem (2) also dquivalent zur Losung des linearen Gleichungssystems
SU = F.

Wir sehen an diesem Beispiel, dass wir zur numerischen Losung des Variationsproblem insbesondere
numerische Methoden zur Berechnung der Integrale (O,up, 0:¢;), b.z.w. (f,¢;) bendtigen.
Integrale beliebiger Funktionen kénnen in der Regel nicht in geschlossener Form angegeben wer-
den. Andererseits ist es sehr einfach Polynome analytisch zu integrieren. Eine Moglichkeit beliebige
Integrale zu approximieren besteht daher darin, diese Funktionen zunéchst durch Polynome zu
approximieren und diese approximierenden Polynome dann zu integrieren.

Dies motiviert, dass wir uns in Kapitel 1 zundchst mit der Polynominterpolation von Funktionen
beschéftigen, um anschliefsend in Kapitel 2 die darauf aufbauenden Methoden zur numerischen
Integration zu studieren. Mit diesen Vorbereitungen werden wir uns dann in Kapitel 3 mit der
numerischen Losung von Anfangswertproblemen und Randwertproblemen beschéftigen. Zur Appro-
ximation von Randwertproblemen, werden wir die gerade vorgestellte Methode wieder aufgreifen.



Kapitel 1

Interpolation

Sei {®(z,ap,...,an) | ag,...,a, € R} eine Familie von Funktionen mit x € R, deren Elemente
durch (n 4 1) Parameter ag,...,a, € R gegeben sind.

Aufgabe: Zu (zy, fr) € R?, k=0,...,n mit x; # z}, fiir i # k, finde Parameter ag, . . ., an, so dass
O (zg, ag,...,an) = fr fir k=0,...,n.

Falls @ linear von seinen Parametern abhéngt, spricht man von einem linearen Interpolations-
problem. (zy, fi) sind zum Beispiel Messdaten oder diskrete Werte aus einem anderen numerischen
Verfahren, oder f;, = f(z) fiir eine Funktion f € CY und =y, . .., z,, sind die Stiitzstellen, an denen
f interpoliert werden soll.

Beispiel:(Polynominterpolation)
V C C%(R) Vektorraum und dim(V) =n + 1, o, ..., ¢, Basis von V.
n
Setze ®(x, ag,...,an) = Y, appr(x).
k=0

n
Sei etwa V =Py, p,(z) =2, dh. ®(z,a0,...,a,) = > apa®.
k=0
Problem: Finde ein Polynom hochstens n-ten Grades, so dass p(zy) = fk.

Weitere wichtige Beispiele:

Trigonomerische Interpolation

k
d(z,a0,...,a,) = ap + a1 + a9e®™ 4 - + a, ™ = ag + Z ag(cos(kx) + i - sin(kx))
k=1

Exponentielle Interpolation (nicht linear)

Aoz Anx
D(x,a0,. -y Ay A0y -« -y Ap) = age " + -+ 4+ ape™

Rationale Interpolation (nicht linear)

ap + a1x + -+ + apx"
b(x,a0,...,0n,b0,...,bm) = b0+b1x+---+bnxm
m

Erweitertes Problem: Hermite-Interpolation
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Es werden nicht nur Funktionswerte f; an den Stiitzstellen xj vorgeschrieben, sondern auch Werte
fiir die Ableitung von .

N

Beispiel: p(z) = 3 apa®, N =2(n+1) — 1 mit p(xg) = fr, p'(xx) = di fiiv gegebene (wy, fi, di) €
k=0

R3 (k=0,...,n).

Spline-Interpolation

Sei g € N fest.

Gesucht: & € C? mit ®(z) = fr und Q>|[ € P, d.h. ® ist stiicksweise polynomial.
Tk

@]

Abbildung 1.1: Spline-Interpolation

Abbildung 1.1 zeigt das Problem fiir ¢ = 0 und r = 1, d.h. ® ¢ C'.
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1.1 Polynominterpolation

Gegeben: (79, fo), . .-, (Tn, fn) € RZ mit zy # z; (k # 1).
Gesucht: p € Py mit p(z;) = f; (1 =0,...,n) mit N minimal.

Beispiel: (zo, fo) = (0,0), (x1, f1) = (1,1)

00) 1

Abbildung 1.2: Polynominterpolation, Beispiel 1

Abbildung 1.2 verdeutlich das Beispiel, denn p(x) = 2™V erfiillt das Interpolationsproblem fiir alle
N > 1. Gesuchtes Polynom ist dann: p(x) = x.

Satz 1.1

Es existiert genau ein p € P,, mit p(z;) = f; (i =0,...,n).

Beweis:  Sei ¢q,...,p, eine Basis von P,. Dann ist das Interpolationsproblem &quivalent da-
zu, einen Vektor a = (ag,...,a,)' zu finden, welcher das LGS Aa = f lost mit A = (ag) €
R(n—‘,—l)x(n—i—l)’ Qe = ‘Pk(xz) und f = (f07 .. ‘7f7’L)T € Rn+1

Esgilt: Ada=f <= > apar=17f

k=0
= > appr(zi) = f;
k=0 "
< play) = fi mit p(x) = 3 arpr(z)
k=0
Existenz und Eindeutigkeit: Es reicht zu zeigen, dass A regulér ist.
n
Sei also a = (ag, .. .,a,)" Losung von > appr(;) =0 (i =0,...,n). Dann hat
k=0
n
p(z) = > appr(x) € P, die (n + 1)-Nullstellen xo, ..., z,. Folglich muf p = 0 sein, und somit
k=0
ag=---=a, = 0.

Also gilt Aa=0 = a=0 = A injektiv = A regulir.
Also ist das Interpolationsproblem eindeutig losbar.
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Bemerkung: Der Beweis von Satz 1.1 erlaubt es, Verfahren zur Losung des Interpolationsproblems
zu konstruieren. Dazu muss man eine Basis ¢y, ..., ¢, von P, wihlen und das (n + 1) x (n + 1)
LGS Aa = f l6sen.

Wihlt man die Monombasis ¢o(z) = 1,¢1(z) = 2, pa(x) = 2%,...,pn(z) = 2" (also p;(z) = z?),

n
so gilt p(x) = > a;pi(x) und es entsteht folgende Matrix:
i=0

QD()(.TQ) (Pn(xo) 1 29 - xg
A= : : = oo c R x(n+1)

vo(zn) - @nlrn) 1z -+ ap

A heifit die Vandermondsche Matrix; sie ist sehr schlecht konditioniert und voll besetzt. Daher
ist das LGS Aa = f sehr aufwindig zu 16sen.

n
Die Darstellung des Interpolationspolynoms Y azz* heift Normalform. Diese Darstellung wird
k=0
in der Praxis nicht verwendet. Andere Darstellungen sind numerisch effizienter, auch wenn dadurch
das Interpolationspolynom nicht verandert wird!

a) Lagrange-Form des Interpolationsproblems

Am einfachsten ist Aa = f zu losen, falls A =1, d.h. i (z;) = 0k (0 < k,i < n). Wir erhalten
mit ¢g(x;) = 0 fiir k£ # ¢ den Ansatz

or(z) = cH(a: — ;).

ik

Aus pg(zr) = 1 folgt dann
-1

c= H(mk — ;)

i=0
i#k

und somit erhalten wir

<Pk($):HM, (k=0,...,n).

io Tk T Ti
ik

Definition 1.2 (Lagrange-Polynome)
Die Polynome

n

(x — ;)
=
heiffen Lagrange-Polynome. (I{,..., ") bilden eine Basis von P, und

p(x) = Y felp(x) ist das Interpolationspolynom zu (zo, fo), - -, (Tn, fn)-
k=0

Fiir die Lagrange-Polynome gilt [ (z;) = d;;.
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Bemerkung: Diese Darstellung ist fiir die Theorie sehr brauchbar. Mit dieser Konstruktion zu

n
arbeiten ist angenehm, weil fiir p(x) = > fill'(x) gilt
i=1

play) =Y fil}(x;) = f;.
=1

Nachteil: Die Basispolynome éndern sich bei Hinzunahme von weiteren Stiitzstellen.

b) Newton-Form des Interpolationsproblems

Wahle eine Basis von P,, so dass A eine untere A-Matrix wird

k—1
or(x) == H(m —zj), (k=0,....,n) = ¢, €Ps.
=0
Jn
etwa: po(z) = 1 [ verwende Konvention [] a; =1 falls j, < jo
J=jo
pr(z) = (z—m)

p2(z) = (v —x0)(x —71)

Damit ist A untere A-Matrix, da

gok(xz) =0 furi < k.

Definition 1.3 (Newton-Polynome)

Die Polynome
k—1

Ng =[] =)

J=0

heiffen Newton-Polynome und das Interpolationspolynom p(x) = > ap Ny (x) heifft in
k=0

Newton-Form.

P _ fo
el o )fo)’ i

_ 1—wolx1)ag) __ — .

1 = ¢1(21) - xifx?) =: flzo, 1],

4o = (fa—po(x2)ao—p1(z2)ar)

g =
P2 (2)
fZ:il _:Zl:f(] flz1,z2]— flxo,x1]
= ’ 1’12*1?; b= ’:ngrxo : = f[‘,L.Ou;Ul?'CL-Q]
Diese Koeffizienten werden berechnet iiber die dividierten Differenzen f[x, ..., z,] (siche

Abschnitt 1.3).
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1.2 Funktionsinterpolation durch Polynome

Gegeben: Stiitzstellen xg, ..., z, und f stetig.

Gesucht: Interpolationspolynom zu (zo, f(x0)), ..., (zn, f(xn)).

Satz 1.4 (Fehlerdarstellung)
Sei f € C"!(a,b) und p € P, das Interpolationspolynom zu den Stiitzstellen x, ..., x, paarweise
verschieden. Dann existiert zu jedem x € (a,b) ein &, € (a,b) mit

1 n

(*) f(z) —p(z) = mf(nﬂ)(fx) ) kl;[o(x — xk)

n
Beweis: Fir x = x; (i =0,...,n) ist nichts zu zeigen, da f(x;) = p(x;) und [] (x — zx) = 0. Sei
k=0

also x # x; : Setze
n

w(t) =[]t — )

1=0

und betrachte

®(t) == f(t) = p(t) — dw(t)

mit A = % € R (beachte x fest). Es folgt ®(z) = 0 und ®(z;) =0 (i = 0,...,n) und somit

hat ® n + 2 Nullstellen. Nach dem Satz von Rolle folgt weiter: ®" hat n + 1 Nullstellen und folglich
®(+1) eine Nullstelle &, € (a,b) mit

x) —p(z
0= 0 e) = J ) — (n o i L)
Also haben wir (%) bewiesen. O
Folgerung 1.5
Seien die Vorraussetzungen von Satz 1.4 erfiillt.
Dann gilt ||f —p||, < ﬁ Hf(nJrl)Hoo ||| mit dem Knotenpolynom w(z) = jf[o(x — xj).

Beweis: Folgt direkt aus Satz 1.4. 5
Bemerkung Folgerung 1.5 zeigt, dass die Approximation durch Polynominterpolation durch eine

geeignete Wahl der Stiitzstellen optimiert werden kann. Frage: Wird der Interpolationsfehler bei
wachsender Stiitzstellenzahl immer kleiner? Das folgende Beispiel zeigt, dass dies i.A. nicht der Fall
ist.

Beispiel 1.6 (Runge)

Betrachten wir f(z) = -5 <z < 5 und x%n) = -5+ kh,, 0 < k < n mit h, := %

H_%?
(gleichméRige Stiitzstellenverteilung). Sei py, (x,gn)) =f (x,gn))

Man kann zeigen (siche Abb. 1.3), dass es ein Z ~ 3,6 gibt, so dass fiir |z| < & Konvergenz vorliegt,
wihrend der Interpolationsfehler fir |z| > & gegen unendlich geht.
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konvergent
faaa ] ECNY | s

-5 -3,68 3,68 5

Abbildung 1.3: Interpolation von Funktionen, Beispiel 1.6

Allgemein gilt:
1. Fiir jede stetige Funktion f existiert eine Folge von Stiitzstellen mit p, — f gleichméfig.

2. Zu jeder Folge von Stiitzstellen gibt es eine stetige Funktion f, so dass p, #— f gleichméafig.

Optimale Wahl von Stiitzstellen fiir das Referenzintervall [—1, 1]

Idee: Wihle Stiitzstellen x, ..., z, € [—1,1], so dass HwHLoo([q,u) minimiert wird.

n
Bemerkung: Das Knotenpolynom w(t) = [] (t—x) ist ein normiertes Polynom (n+1)-tes Grades
k=0
(d.h. Koeffizient 1 vor 1) und die Stiitzstellen o, . . ., z,, sind die Nullstellen von w. Wir erreichen
also dann eine optimale Wahl der Stiitzstellen, wenn wir ein normiertes Polynom (n+ 1)-tes Grades

finden, dass unter allen normierten Polynomen die oco-Norm minimiert.

Definition 1.7 (Tschebyschev-Polynome)
Wir definieren die Tschebyschev-Polynome auf [-1,1] durch
To(x) =1, Ti(x) =2, Thy(x) =22T,(x) — T,_1(x), Tp(x)=2""T,(x).

D.h. Ty(z) = 222 — 1, Ty(z) = 42® — 3z, Ty(z) = 22 — &, Ty(z) = 2® — 3z

Satz 1.8
Fir z € [-1,1] gilt:
Tp(z) = cos (ncos™!(z)). (%)

Weiterhin gilt:

(i) |Tu(z)] <1,

(v) T;, € Py(—1,1) mit Koeffizient 1 vor 2" (normiertes Polynom).
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Beweis: Nach Additionstheorem gilt
cos(A + B) = cos(A) cos(B) — sin(A) sin(B).

Also folgt
cos((n +1)0O) = cos(n®) cos(O) — sin(nO) sin(O)

und
cos((n —1)©) = cos(n®) cos(O) + sin(nO) sin(O).

Zusammen erhalten wir
cos((n+1)0©) + cos((n — 1)0©) = 2 cos(nO) cos(O).
Setze © := cos™!(z), bzw. x := cos(O), so folgt weiter

cos ((n + 1) cos™(z)) = 2cos(ncos™ ! (z))z — cos((n — 1) cos™*(z))

d.h. F, := cos (ncos™!(z)) geniigt der Rekursionsformel von Definiton 1.7. Weiter ist Fp(z) =
1, Fi(z) = cos(cos™!(z)) = 2 und somit F,, = T},, was (x) beweist.

Die Eigenschaften (i), (ii), (iii) folgen direkt aus (x); (iv) und (v) folgen aus der Rekursionsformel

fir T;, in Definition 1.7. o

Lemma 1.9
Sei p € IP,, ein normiertes Polynom auf [—1,1]. Dann gilt:

— > 1-n ‘
IPlle = max |p()| 22"~ und

Beweis: Annahme: Es gibt ein normiertes Polynom p mit |p(z)| < 2'™" V2 € [-1,1].
Sei @; = cos (Z). Nach Satz 1.8 (ii) folgt dann

(—1)'p(xi) < |plas)| < 27" = (=1)' T ()

und hieraus

(—1) (T(a}z) —p(xi)) >0 fir 0<i<n.

D.h. das Polynom T}, — p wechselt (n + 1)-Mal das Vorzeichen im Intervall [—1,1]. Da T}, und p
normierte Polynome sind, ist dies ein Widerspruch dazu, dass 7;, — p vom Grad n — 1 ist.
Weiter folgt aus |T},(z)| < 1, dass |[T,,(z)| < 217" und mit T}, (x;) = 217"(—1)? folgt die Behauptung.

O

Folgerung 1.10 (Optimale Wahl der Stiitzstellen)

Mit den Stiitzstellen xp = cos <w%) , k=1,...,n41 als die Nullstellen von T}, gilt, dass
n+1)

das Knotenpolynom gerade Tn+1 ist, d.h. die Maximumsnorm des Knotenpolynoms ist 2~ .



1.3. DIVIDIERTE DIFFERENZEN 13

1.3 Dividierte Differenzen

n
Wiederholung: Die Newton-Form des Interpolationspolynom ist gegeben durch p(x) = > aiNg(z)
k=0
mit
1 k=0
) k=1
Nie(w) = [[x—z;) @ k>1
j=0
Gesucht: Algorithmus zur effizienten Berechnung von ay, ..., a,.

m
Bemerkung: Setze pp,(z) = ) apNg(x) fiir m < n, dann gilt py,(z;) = f; (0 < j < m) und
k=0
Pm € P, da N € P, fiir 0 < k < m. D.h. p,, ist das Interpolationspolynom in P,, zu den Daten
(zo, fo0),- -+ (Tm, fm). Insbesondere hingt ax nur ab von (zo, fo),..., (T, fr) fir 0 < k < m. Es
wird daher die Schreibweise f[zo,...,zg] fiir a; benutzt.
Beachte: a,, ist der Koeffizient vor dem x™ im Polynom p;,.

Definition 1.11 (Dividierte Differenzen)
Seien i, ..., 1, € {0,...,n} paarweise verschieden und sei p;, . ;. das Interpolationspolynom
zu den Daten (i, fio), -y (@iy, fir). Mit fzig, ..., x| bezeichnen wir den Koeffizienten vor

Lk
x¥ im Polynom Dio,.. i, -

flio, .., ix] wird als dividierte Differenz der Ordnung k bezeichnet.

Satz 1.12
(i) Die Polynome p;, . ; geniigen der Rekursionsformel
_ (@=mig)pig,.. iy (@)= (=i )Pig,.. iy

(1) Dig, ... ix (l‘) - z;

L~ Tio
(ii) Die dividierten Differenzen gentigen der Rekursionsformel
flwiy i | = flig @iy ]
(2) f[xiou"'vxik]: ! " - - ’f[xil]:fil'

Ty, —Ti

(iii) Die dividierten Differenzen sind unabhéngig von der Reihenfolge ihrer Koeffizienten, d.h. ist
Zj,,- .., %, eine Permutation von x;,...,x;,, so gilt flxj,,....z;.] = flzie, -, Ti,)-

Bemerkung: Die dividierten Differenzen kénnen in der Form eines Tableaus geschrieben werden.

zo ao= fo | a1 = flzo,x1] a2 = flro,z1,22] a3 = flxo,x1, 22, 3]

z1 fi flw1, o] flay, w2, x3]
T2 [ flze, 3]
r3 f3
Dabei ist z.B. f[z1, z2, x3] = W Beachte, fi = flzr] und p(z) = > flzo, ..., zx] Np(z)

k=0
ist das gesuchte Interpolationspolynom.

Beispiel 1.13
Wir betrachten die Daten
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Die dividierten Differenzen liefern:

3

Das Interpolationspolynom ist also p(z) = 1+ 2(x — 3) — 2(z — 3)(z — 1).

8

Fiigen wir eine Stiitzstelle hinzu, so betrachten wir die Daten:

z|[3 1 56
fl1 -3 2 4

Die dividierten Differenzen liefern durch hinzufuegen einer “Diagonalen”:

3 T
5 2 |2
6 4

Das Interpolationspolynom lautet:
px) =1+2(z—3)— 3(xz—3)(z— 1)+ &z —3)(z — 1)(z — 5)

Beweis: (von Satz 1.12)

(i) Setze R(z) als rechte Seite von (1). Zu zeigen: p;,,. ;, = R(x).

Notation:

Dann ist
R({L‘) _ (I‘ - miO)Qk(m) — (T - %‘k)Pk—l(ﬂU)
'rik - x’io
0—(wiq—xiy ) fi
= R($ZO> = w = fiov
Ti) —Tig) fi, —0
R(z;) = “”%%Ziﬁﬁ%ml:ﬂlvo<1<h

Also ist R ist das Interpolationspolynom zu (x;,, fi,), - - . (%i,, fi, ). Aufgrund der Eindeutigkeit

folgt dann p;, =R.

a“'7ik

Flziysees®ip | = i siy ]

(ii) Aus (i) folgt, dass der Koeffizient vor 2* in R(z) durch

Nach Definition ist dieser Koeffizient gleich f[x;,,. .., x;, ], also folgt (ii).

Satz 1.14 (Weitere Eigenschaften der dividierten Differenz)

Tig —Tig

gegeben ist.

O

Sei f € C%a,b), xo,...,2, € (a,b) paarweise verschieden und ¢ fest gewdhlt mit t # x;, V k =

0,...,n.
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(i) Wenn p das Interpolationspolynom von f an den Stiitzstellen xy, ..., x, ist, so gilt:

f(t)_p(t) f'an'- xnv H t_xj

(ii) Ist f € C™(a,b), so existiert ein £ € (a,b) mit f[zg,...,x,] = %f(”)(f)

Beweis: (Siehe Ubungsaufgaben) .

Algorithmus 1.15 (Dividierte Differenzen)
Ziel: Das ganze Tableau soll berechnet und in eine Matrix gespeichert werden. Wenn eine
weitere Stiitzstelle hinzugefiigt wird, dann reicht es die Diagonale der dividierten Differenzen

auszurechnen.
Cio ‘= f i

Fir j=1,...,n

Fir i =0,n—7
R Ci+1,5—1—C4 j—1
(?147 T Titj—T;
— Cij = f[IZ, e ,JIH_]'] .

Nach Hinzunahme einer weiteren Stiitzstelle (2,41, fni1):

Cn+1,0 -=— fn+l

Fir j=1,...,n+1
- . Cntl—j+1,j—1~Cntl—j,j—1
ntl=jj - Tn+1—Tn41—j

Satz 1.16 (Auswertung des Interpolationspolynoms)
1. Fall: Die Koeffizienten aq, ..., a, seien bekannt. Dann kann folgendes Schema zur Auswertung

benutzt werden (Horner-Schema):

plx) = > ax H (z — ;)
k=0 =0 ~——
::Xj
= (((---((anXn-1+an-1) Xn—2 + @n-2) Xn-3---) X1 +a1) xo + ao)
Algorithmus:
pi=an

Fir k=n—-1,...,0
pi=plo - ap) +

2. Fall: Das Interpolationspolynom p soll nur an einer Stelle ausgerechnet werden ohne vorher die
Koeffizienten zu berechnen (Neville-Schema):

Sei pig....i, € Pn das Interpolationspolynom zu (., fiy), - - - » (Zi, fi,, ). Das Neville-Schema verwen-

-----

det die Rekursion aus 1.12 (i):
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zo fo=po(x) | poi(x) -+ po1,.n(2)
v fi=p(x) | pr2(z) :

T fo= (@) | Pams1 (@)

P0.1,...n(7) ist gesucht, also der letzte Eintrag in der Tabelle.

Beispiel 1.17

Gegeben:
zi |3 1]5]6
filt[-3]2]4

Gesucht: p(0)

(i) Mit dividierten Differenzen erhilt man

7 (x —3)(x —1)(x —5)

M@=1+%w—®—§@—wu—m+16

8

Mit dem Horner-Schema folgt anschlieffend:

p(0) = (((50-=5)—3)(-1)+2)(-3)+1)
= ((3+2)(-3)+1)
($+1)=-%

(ii) Mit dem Neville-Schema erhélt man

zo fo
O T R T
o 8 1
0—1)2—(0—5)(—3
| meiea T ]
5 oo | 09002 g
6 4
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1.4 Hermite Interpolation

Gegeben: g, ...,z paarweise verschieden und fiir jede Stiitzstelle x; Werte ¢;; € R fiir 0 < j <
m; — 1.

Gesucht: Ein Polynom p mit p(j)(a:i) =c¢j, Vi=0,...,m,57=0,...,m; — L.
Die Anzahl der Bedingungen ist n+1 := mg+mq +- - - +my,, d.h. es macht Sinn p € P,, zu suchen.

Satz 1.18
Es existiert genau ein p, € Py, welches die Bedingungen des Hermite Interpolationspolynoms erfiillt.

Beweis: (analog zu Satz 1.1)

[m]
Satz 1.19 (Fehlerdarstellung fiir Hermite Interpolation)
Seien f € C""(a,b) und a < 29 < ... < Ty < b. Mit mo,...,mpm € {1,....,n+ 1} und n +1 =
> mj
j=0
Sei p, € P, das Hermite Interpolationspolynom zu den Daten
(zo, f(20)), -, (w0, f"07 V) (x0))
(xlaf(xl))7 7(x17f(Tn171)(x1))
(@m, f(@m)), e (Tm, f(mmil)(xm))
Dann existiert fiir alle x € [a, b] ein &, € [a, b] mit
Frrh ()
() = L — 5
@)= pafe) = L ata)
wobei Q(z) := [ (z — xp)™*.
k=0
Beweis: (analog zu Satz 1.4) O

Beispiel 1.20 (Newton-Form und dividierte Differenzen)
Gesucht: p € Py mit p(zg) = coo, pP'(x0) = co1, p(1) = c10

Durch dividierte Differenzen:

T fi

zo  coo | flzo, o] fiTo, 0, 1]
zo coo | flzo,71]

T cio

Nach Satz 1.14 gilt fir ¢t € (a,b) : 3 £ € (xo,t) mit flzg,t] = f'().

Ist f' € C%a,b) so gilt:
t ano flwo, ] = f/(ZL‘())

Daher macht es Sinn f[zg, zo] = f/(x0) zu setzen. Im Beispiel folgt dann:

flzo,x1]—flro,xo]

To  Coo co1 prp—

€10—Co0
o Coo (x1—20)

1 €10
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Wir erhalten also im Beispiel f|xg, zg, x1] = (‘;110:;8)02 — xlcﬂlbm und setzten das Interpolationspolynom

in der Newtonform an:

p(z) = flzo] + flzo, mo](x — 20) + fl20, 20, 71](x — 20)*.

Dieser Ansatz lafst sich verallgemeinern zu:

n k—1
pn(x) = Zf[zo, cey 2K H(:p — zj)
k=0 j=0
mit
0= =Zmg-1 = o,
Zk‘() — = Zmofmlfl =T,
usw.

Satz 1.21 (Rekursionsformel fiir dividierte Differenzen)
Sei dg, ..., in € {0,...,n} und 0.B.d.A z;, < z;; <--- < z,. Dann gilt

flzig sz = flzig - r2ip_q ]

Ziy, —Zig

Zip F Zig
f[ZZ'O, e 7Zik] =

%f(k)(zlo) YRy, = Zig

Bemerkung 1.22
(i) Bei der Hermite Interpolation werden gerade die Werte vorgeschrieben, die bei den Dividierten
Differenzen Tableau nicht durch die Rekursion gegeben sind.

(ii) Interpolationsprobleme, bei denen nicht fiir alle j = 0,...,m; — 1 die Werte p¥)(z;) vor-
geschrieben werden, sind nicht so einfach zu lésen (vergleiche Birkoff-Interpolation in den
Ubungsaufgaben).
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1.5 Richardson Extrapolation

Gegeben: Eine Funktion a : (0,00) — R.

Gesucht: a(0) = }IL{% a(h).

Idee: Wihle ho, . .., hy, setze a = a(hy) und bestimme das Interpolationspolynom zu (hg, ag), - . . , (hn, an)
und approximiere a(0) durch p(0).

Beispiel 1.23
(i) Regel von L’Hospital

. cos(z)—1 _cos(h)—1

Berechne xlﬂlo sn 0 b a(h) = TR
Setze: ho=13% , ap=—6.258151-10"2
hi =1 , a=-3.126018-10"2

ho == , as = —1.562627 1072

= p(0)=-1.02...-1072

; : h)—1 . —sin(h
Es ist a(0) = ,1}{% Cossiil(zz) = ,111{% C(SJISI(lf(l)) = 0.

(ii) Numerische Verfahren (etwa Differentiation von f € C!)

Wihle a(h) = LR,

Ist f analytisch, so gilt die asymptotische Entwicklung

a(h) = a(0) + Zagih% mit a(0) = f/(0)
i=1

und
fh) = f<o>+§f<i><o>hi,
f(=h) = f<o>+§ FO©)(=h) = iEl FO©)(=1)ihi.

Das heiftt, a(h) ist eine gerade Funktion (a(h) = a(—h)) und das Interpolationspolynom solle
nur h%*-Terme enthalten.

Sei f(z) =sin(z) = a(h) = Sin(h);zm(*h) = Sin}fh), so folgt fiir p(x) = q(2?),q € Py:

ho=13% , ag=0.9973
ho =1 , ap=0.99934
ho=135 , ap=0.99983

— p(0) = 0.999999926.
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Satz 1.24 (Extrapolationfehler)
Gelte fiir a : (0,00) — R die asymptotische Entwicklung

a(h) = a(0) + > a;h% + ap 1 (h)hITY
j=1

mit ¢ > 0 und a,41(h) = any1 +o0(1). Dabei seien ai, ..., an11 € R unabhéngig von h. Sei (h);cn
'““ < p < 1 fir p > 0 unabhéngig von k. Mit p,ﬁ) e P,

bezeichnen wir das Interpolationspolynom in h zu den Daten (h, a(hy)), ..., (ki ,a(hgiy)). Dann
gilt:

eine monoton fallende Folge, hi > 0 und

k+n7

a(0) — p(0)| = O(hI" V) fiir k' — oc.

Beweis: Setze z = h4, z, = hz. In der Lagrange Darstellung ist das Interpolationspolynom gegeben

n n
durch p,(lk)(z) = > a(hpsi) LY ;(2) mit LY (z) = [] =2, Mit der asymptotischen Entwicklung

= g FhtiT R+
a 1#i
von a folgt
(k)(o) _ i 0 2 J n+1 1 n+1 L™ (0
Pn = . . a(0) + Zlajzk+i+an+lzk+i + o( )Zk.H kz( )
i= j=

n n+1 n . n
= a(0) %Lﬁ,i(O)Jr Zlaj ZOZiHLZz( ) +o(1 )ZOZ}JI}L” (0).
1= ]1= 1=

Um die Summanden z"L} ,(0) zu berechnen, verwenden wir die Fehlerdarstellung aus Satz 1.4 mit

flz)=2",r= 0 .,n+1 und dem Interpolationspolynom q,(lk) zuden Daten (zg, f(2k)), - s (Zktn, [ (Zk+n))s

b o9 (e) = zf(zm (), baw. ¢P(0) = ;0 BN ()

)(50) [1(0 — 2444) und somit folgt
i=0

- ;}ZZ—HLZ;L‘(O) = G/ (Go) (1) l:[o 2k — f(0)
-1 : r=0
0 : r=1,...,n

n
(—D)" [T zeqs @ r=n+1
i=0

Bs gilt £(0) — g (0) = ;g

Damit erhalten wir

PP (0) = a(0) + anta(— HZWJFZ LR (0).

Es gilt:
(n+1)

A

= ‘an-i-l’ H 2k = ’O‘n-‘r1|z

Qpp1(—1)" szﬂ

— hq (n+1) _ O(hfI(nJrl))'

Auflerdem gilt

L}z’i(())‘ =11 ! ‘ < C(p,n,q), unabhéngig von k:
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n

;) o(1) L7, (021}

=

< CO(p,n,q)o(1)z !

< C(p, ’rL,q)O(l)hZ(n-&-l) _ O(hz(n—i—l))’

k n
— Lpﬁ,,)(()) — a(0)] = (gD,
Algorithmus: (Richardson Extrapolation)

Zur Berechnung von pﬁf)(o) eignet sich das Neville Schema:

P 0) = pM (0)
Tom

PP (0) = p*h(0) +

. k
mit p (2) = prrst.. pin(2).
k—n

Mit ay, p, := pgl )(0) erhdlt man als Rekursion fiir ay,,:

Agn—1 — Ak—1,n—1
Qkn = Ak n—1 + h q

Als Tableau mit Startwert ay o = a(hy) ergibt sich dann

ho aop
hi aio ain
ha a0 a1 az2

hy aro ari a2 - apk

Beispiel 1.25

Berechnung von e = lim (14 )" = }llin(l)(l + h)%, d.h. a(h) = (1+ h)%

n—00
Wahle hk = 2_k - ak70 — a(hk) — (1 + 2—k‘)2k'
— 9,0 = 27 aio = %, aso = % ~ 2.44.

Als Tableau:

n=0 n= n=2
k 0: h():l 2
k=1: hy=1 % 5
k=2: hp=75 $& 30 231 x~267708

21

Es folgt also z.B. a2 =~ 2.67708 als Approximation von e ~ 2.718281828. Bereits as 5 liefert

as s ~ 2.71827, wahrend a5 ~ 2.6769 ~ ags.

Nebenrechnung:
9
_ a1,0—a0,0 __ 9 12 _ 5
aiy = a0+ g =31t+t37=3
(7)1
a20—a1,0 __ 337
42,1 =a20 + —5—1 = I

Allgemein: h’;l—;" = 2 hktntk — on
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_ a21—ai11 _ 257
agz2 = a1+ —or—g7 - = g

Aufwand: Die Richardson Extrapolation eignet sich vor allem, falls a(h) sehr teuer zu berechnen
ist, etwa falls fiir den Aufwand A(h) gilt A(h) = O(1/h). In unserem Beispiel folgt dann fiir
a(1/32) der Aufwand A(h) = 32, wéhrend der Aufwand zur Berechnung von asy gegeben ist durch
A1)+ A(1/2) + A(1/4) =T7.
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1.6 Trigonometrische Interpolation

Gegeben: (zo,%0), ..., (Tn,Yn), T paarweise verschieden, xy € [0,w), w > 0.

Gesucht: Periodische Funktion ¢, : R — R mit Periode w, welche die Daten interpoliert, d.h.
VeeR: ty(r+w)=ty(x) und t,(zx) =y, k=0,...,n

Annahme (0.B.d.A): w = 27.

Die Fourier Analysis legt nahe, die gesuchte Funktion ¢,, aus Funktionen der Form

1, cos(z), cos(2x), . ..
sin(z), sin(2x), ...

zusammensetzen.

Ansatz: Suche Koeffizienten (ag, by) mit

tn(x) = % + Z ay cos(kx) + by sin(kx)) + (;)amH cos((m+ 1)z),
k=1

wobel

0 : n gerade n gerade
(CRES ,  m:i=

1 : n ungerade 5= ¢ nungerade

|3

Viele Aussagen der diskreten Fourier Analysis lassen sich kompakter iiber C formulieren, wobei die
Eulersche Formel
e'” = cos(z) + i - sin(z)

benutzt wird.

Definition 1.26 (Trigonometrische Polynome)
Wir definieren den Raum der Trigonometrischen Polynome vom Grad n durch

t*(Z) _ cheikz}

k=0

T, = {t*: C — C

Mit w := e gilt t*(2) = Y cpwt.
k:_

Lemma 1.27
(i) Seien (ar)f2,, (br)p, reelle Folgen. Setze bg = 0, a_j, = ay, b, = —by und ¢, =
fiir k € Z. Dann gilt:

(ap,—1i-by)

N[ =

+ Z a, cos(kx) + by sin(kz)) Z cpe'®

@0
2
k=1 k=—m
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(ii) Sei (cx)pt_,,, cx € C. Setze ap = ¢, +c—, by =i (cx —c—), k=0,...,m. Dann gilt:

m

1 “ . ikx
540 + kzl (a cos(kx) + b sin(kz)) = kz_: cre™.

Beweis: (Ohne Beweis) 5
Voraussetzungen und Notationen fiir diesen Abschnitt

e Aquidistante Stiitzstellen, d.h. z; = n%rlk:, k=0,...,n.

o w(r) = e Ei(r):=e* =wh(z) (k€ Z).

R . L Gk ok
o w:=¢e "t €C, wg :=w(xg) =e"nt1 =" (k € Z).

Lemma 1.28

(i) (Ex)kez bilden ein Orthonormalsystem, d.h. (Ey, E;) = 0.

(ii) wZ“ =1, d.h. wo,...,w, sind die (n + 1) Einheitswurzeln und wo, ..., w, sind paarweise
verschieden.

Ik o ol -1 _ T

(iii) wy, = wy, Wpy1—f = W_p, Wy = Wy

n
(iv) n%_l > wffl =0k, 0<k, 1 <n.
7=0

n+1l : (n+1)]j

n n
(v) Fiir festes j € N: Y sin(jag) =0, > cos(jzg) =
k=0 k=0 0 . sonst
Beweis: (Siehe Ubungsaufgaben) 5

Satz 1.29 (Trigonometrische Interpolation in C)
Zu gegebenen Daten yo, ..., y, € C existiert genau ein ¢ € T, mit ¢ (z) = yx fur £k =0,...,n.

Die Koeffizienten ¢, sind gegeben durch:

n

1 y 1 _j
CcL. = .e_ka: W ].
k n—I—lJZ(:)yJ n+1jz;y] k

Beweis: Um die Existenz und Eindeutigkeit zu zeigen, verwenden wir Satz 1.1, der auch im Kom-

n
plexen gezeigt werden kann. Es existiert daher genau ein p € P, mit p(z) = 3. cpz® mit ¢, € C
k=0
und p(wg) = yr (k= 0,...,n) (Interpolationspolynom zu (wp, yo), - - -, (Wn, Yn))-

n n n

Mit IL;(’L') = kZ:O Ck(fikx gllt f:;(Tl) = kZ:O (jk(gikxl = kzo Ck’wlk = p(U)l) =Y.
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Um die explizite Darstellung der Koeffizienten zu zeigen, verwenden wir Lemma 1.28:

n . n . 7 n
> oyjwe! = 2 plwjwg’ = 3 <l§joclw§> wi

j=0 j=0 j=0
= Y alxw ") => am+1)i=(n+1)c.
=0 \j=0 1=0
n .
Also folgt ¢;, = %H > yw, . .
Jj=0

Satz 1.30 (Trigonometrische Interpolation in R)

5 : n gerade 0 : n gerade
Fiir n € N gegeben, setze m = ,und © =

”T_l : n ungerade 1 : n ungerade
Zu gegebenen Daten vy, ..., y, € R existiert genau eine Funktion

a  ~— o
=5 + kz_:l a, cos(kx) + b sin(kx)) + 3 @m1 cos((m+ 1)z)

mit ¢, (zg) =yk, k=0,...,n

Fir die Koeffizienten ag, by gilt:

2 — ,
ap = g jz_;yj cos(jzk),

2~ ..
by = o jz_(:)yj sin(jxg).

Beweis: 1. Sei t} das komplexe Interpolationspolynom zu (zg, 40), - - -, (Zn, yn). Nach Satz 2.29 gilt:

= E cp€™® mit ¢, = —— E yw, .
n+1:*
k=0 7=0

Cm+1 N gerade
Setze c_p =cpa1k, k=1.....m,dh.c.i1=c¢, C.o =Cp1y...,Copy = m
k n+1—k> 5 s 1T 1 ny 2 n—1, 5 m Cmto nungcradc
0 : n gerade
Setze ap, = ¢ +c_p, b, =1-(cp, —c_i), k=0,...,m und q, =
k= Ck ks br (ck k) e met1 Yeriy © n ungerade

Nach Lemma 1.27 gilt dann:

m m

+ (aj cos(kx) + by sin(kz)) = Z et
k=1 =

() 3
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Es folgt
S k SR ! I
Y= awp = D0 Wi+ Y CopWy g+ Ocmp1wy, 4y
k=0 k=0 k=1
= . > (:;gwfC + @cmﬂwan.
Fiir n ungerade gilt: m + 1 = ”T‘H und daher
why1 = cos((m+1)ay) + i sin((m+ 1))
= cos((m+1)x;)+i-0, da (m+ 1)x; = THQ'IZHQ—L = Ir.
- ! I
k=—m
* m )
& 9 4 3 (ay cos(kmy) + by sin(kay)) + Sagmi1 cos((m + 1))
k=1
= tu(zy).

2. Eindeutigkeit folgt, da das LGS, welches die Koeffiziente ay, b, bestimmt, fiir jede rechte Seite
Yo, - - -, Yn lOsbar ist. Daher ist die Matrix regulér.

3. Die explizite Darstellung der Koeffizienten folgt aus:

1 n ) 1 n )

_ _ oY — a1y)

C—f = Cntl-k = nt1 E 0: YjWpir—k = n+1 E 0: Yjwi-
j= j=

Wir erhalten:

1 " . 9
— - (e—iTk 4 Gk | — e (A
ag = ¢k +c—k ) Zy] (e + €7F) ] Zyj cos(jzk),
Jj=0 7=0
i - 2 «
by =17 - —c ) = (TR _ Sl — sin(iz).
k=1 (cr—c_g) ] jz%yj (e eI — jz%yj sin(jzy)

Bemerkung: t,(z;) =t} (x;), aber im Allgemeinen ist t,(x) # ¢} (x) fir z #2; (1 =0,...,n). Es
gilt sogar t,(x) # Re(t) (x)).

Beispiel 1.31
Gegeben: n =2, 2o =0, 1 = %w, To = ‘3177.
Es gilt: cos(x1) = cos(z2) = —%, sin(z1) = —sin(xg) =: &, 221 = x93 und 229 = x; mod 2.

o = % (yoe_io + e+ er—iO) = %(yo +y1 +y2),

™

C1

.4 . )
—idn i2 :%yo_%(yl—l—yg)‘i‘l'%(yQ_yl)'

. -2 62 .
3 (yoeﬂo +y1e7'5" + yze‘lzﬁ’T) =3yo— sy +y2) +i- 5y — ),
+ y2e )

=3 (yoe‘io +yie

Im Reellen: (m=1,0 =0)
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Re(t3(x))

X2(X)

b X2 2

Abbildung 1.4: Beispiel 1.31

ao =3 (yo+y1+12), a1 =35 (Yo — 3y1 — 5¥2)
b1:2§(y1—y2)
3

Seien yo = 0, y1 = y2 = 3, so erhalten wir

to(x) =1 — cos(x).

Dahingegen erhalten wir als Realteil des komplexen Interpolationspolynoms (siehe auch Abb. 1.4):

Re(ti(z)) = 1 — % (cos(z) + cos(2z))

1.6.1 Schnelle Fourier Transformation (FFT)

Die Schnelle Fourier Transformation wird auch FFT (Fast Fourier Transformation) genannt.

Ziel: Effiziente Berechnung von ¢y, . . ., ¢,. (ag, bx) konnen dann im zweiten Schritt schnell bestimmt
werden.

Idee: Divide and Conquer-Verfahren: Das Problem der Gréfe n wird in 2 Aquivalente Probleme der
Groke 5 aufgeteilt und separat gelost, dann werden die beiden Losungen wieder zu einer gesammten
Losung zusammengefiigt. Am einfachsten ist die FFT darstellbar, falls n = 29 —1, d.h. fiir 29 Daten

Yo, - - Yn-

Sei n ungerade und seien m = 252, 1 € {0,...,n} fest. Dann folgt

Z yajup) + Z Y2j 1o

1
@ = n—i—lzyj

Jj=0 Jj=0 Jj=0
m m
. it = eintt
Y2 Wy +w y23+1w2] , mit w=e .
i=0 7=0
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Dan+1=2(m+ 1) folgt:

1 1 1 & »
“=51m mil ZyQJng +w™ mal ;ij—ngj

Seily =l mod (m+1),dh. Iy €{0,...,m} und I = A(m+1)+{; A € N. Dann folgt | = 3 A\(n+1)+1

und somit

—1 —il2j 2 2)\]27r i112j 25

w2] n+l — n+1 = 67'

1
dd ~—1
— ¢ = 5 (cfll’e”—{—cfl o, )

mit

G = mH}:ywm ,
1 n+ 1
odd __ § :

Dabei sind ¢f"", cloldd geraade die Koeffizienten des komplexen trigonometrischen Polynoms zu den
Daten (zo,40), (z2,Y2), -+, (Tn—1,Yn—1), bzw. zu (zo,y1), (x2,¥Y3), ..., (Tn_1,Yn)-
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Idee des Algorithmus:

Stiitzstellen (Q = 3) Daten

Zo, T1, T2, X3, T4, T5, T6, LT ’?JO) Y1, Y2, Y3, Y4, Ys, Y6, y?‘
-2 Py

L0, T2, T4, Tg (Yo, Y2, Y4, Y6 | (Y1, Y3, Y5, Y7

4-4 20, - 4 A

L0, T4 (Y0, Ya] Y25 Vs |

2-8 20, - 2 /\ /\ 20, - 2 /\

Rechenaufwand: 0 - -

H
ot

48=(3-2-(n+1))

Allgemein: Pro Level 2(n + 1) Operationen bei logy(n) Levels = Anzahl der Operationen zur
Berechnung von ¢y, . .., ¢, betragt 2(n + 1) logy(n) = O(nlogyn) .

Satz 1.32

Sein =2m+1,m € Nund yo,. ..,y gegeben. ¢} (z) = Z c] * sei das komplexe trigonometrische

Interpolationspolynom zu (xo, o), - - -, (Tn, Yn)-
m ..
Sei t’" (x) = > ¢;*“"e”* das Interpolationspolynom zu (zo, yo), (2, 92) - - - , (T2m, Y2m) und todd(z) =
j=0

m
Z d ij (:COv y1)7 ) (332) 3/3) ey (x2ma me-}-l)c Dann gllt
]:

(1) tn(@) = 5 (14 e OmT) geven(z) 4 % (1 ertmetir) o (:c - T )

1
2 m+1

. ™
und es ist ¢ = % (cf”e” + w*lc;ﬁdd) , Climtl = % (cle”e" — w7t Odd) firl=0,...,m und W = e'm+1,
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Beweis: Sei r,, die rechte Seite von (x), d.h.

D=

rn(x) = j

|:(1 + ei(m—i—l)x) C;;veneij:r: + (1 _ ei(m-i—l)x) qude’i]'(x*miﬂ)}

o *i]'% odd ijx
e -m C] (erl)6

Jj=0
m
_ 1 even ( ijx (j+m+1)z odd ( ijr _ i(j4m+D)z\ ,—ii -
= 220[6]- (e + e ) + 5 (e e )e e
J:
m . 2m—+1
_ 1 Z Ce'ven_{_efljmiﬂchd eijx_i_l Z ceven
2 . J j 2 j—(m—+1)—1
j=0 Jj=m+1
n .
= 3 el e,

<
Il
o

Wegen der Eindeutigkeit des Interpolationspolynom folgt t* = ry,, falls r, die Interpolationsbedin-

gung erfiillt. Fir x; = n2T7-T1l gilt:

1 : [ gerade
etlm+)z — ei%(n-{-l)l — gilm —
—1 : [ ungerade
" tever (z;) [ gerade
*
= rp(x) =
todd (3:1 — #) : [ ungerade
teven(zy) ¢ 1 gerade
todd(x;_1) : [ ungerade

Also ist rp(z;) = y und damit ¢t} =r, = ¢ =¢;.

Da e “m+1 = 7, folgt die Formel fiir ¢; aus der Definition von ¢;.
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Algorithmus:

241 N
Fir ¢ =0,...,Q sei ti(z)= > cz,je”’”, k=0,...,29779-1
5=0

. 2d_1
das Interpolationspolynom zu (Z;90-4,¥;20-a4k)

j=0 "
Sei g >1:
Nach Satz 1.32 mit m =29 —1, bzw. n =291 —1 und den Daten
(7904, ijQ_q+k)§q:61 gilt fir k=0,...,29°(@t) 1.

g+1 1(.4 —izarrl a — q

Chel 5 \Cpy T e 2 ChyoQ-a-1 [=0,...,29 -1,
q+1 _ 1(.a —i=2%01 g
Chioa = 2\ Cki =€ 27 Cpio@-q-1

Start der Iteration (g=0): cg 0 =uk| fir k=0,..., 2@ 1.

)

Speicherbedarf: Fiir ¢ und ¢ + 1 miissen Matrizen berechnet werden:

C7= (), M = (T

O € C207"X2 by, Cotl e C297 !

Beide Matrizen sind von der selben Dimension: 2¢7924 = 2@ = p+1 und 29971929+ = 20@ — 41

q q+1

Daher sollen die Koeffizienten ¢ ;, ¢, ;" in Vektoren der Dimension n + 1 gespeichert werden

C[2%k +1] := ¢,

. qtl
D29tk + 1] == ¢

_j2m il 27 9Q—q— 27
Bs gilt: e 281! = ¢ 1282 = 7[2Q-9-17) wobei der Vektor W[i] := e 28!, 1 =0,...,29 —1
vorab nur einmal berechnet werden muss.

- 27
Mit 1 := e "2@ erhalten wir dann folgenden Algorithmus:
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Algorithmus 1.33 (FFT)

Fir [=0,...,29 —1:
CU] =Y
Wl = !

Fir ¢=0,...,Q —1

qg — q-+1

Fir k=0,...,2¢- (@) _1

Fiir [ =0,...,27—1

(%)

u= C[29k + (]
v = W20 1|C[29(k + 29=971) + ]
D29k + 1] = L(u+v)

D27k 41+ 21 = 3 (u —v)

Fir [ =0,...,29 -1

Aufwand: (x) benétigt 3 Operationen. Anzahl der Durchléufe von ()

Q297917129 = 291 = log,(n + 1)

Daher ist der gesamte Aufwand gleich

3logy(n + 1)

n+1

2

1
= O(nlogyn).

Bemerkung: Der Algorithmus kann so umgeschrieben werden, dass der Vektor D nicht gebraucht

wird. Es existieren auch Varianten fiir den Fall n # 29 — 1.

1.7 Spline-Interpolation

Motivation: Bei grofien Werten von n fiihrt die Polynominterpolation zu stark oszillierenden Inter-
polationspolynomen, da p,, € C°°(I). Das Problem tritt besonders dann auf, wenn die Stiitzstellen
vorgegeben sind. Daher verwendet man haufig stiickweise polynomielle Funktionen, d.h.

P

mit » < n. Die Interpolationsbedingung p(z;) = y; fiihrt zu p € C°(I), aber p ist i.a. nicht in
C*°(I), sondern p € C(I). Die Parameter (r,q) sind geeignet zu wéhlen:
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A A

Abbildung 1.5: Beispiel 1.34: Treppenfunktionen

((p1(x) : x € (xg,11]
pa(z) : x € (x1,x9]
P|[af:i_1,ﬂf,‘i] € ]P)T’ p(l‘) =
pn(x) HARS (wn—lywn]

p; € P, hat die Interpolationsbedingungen p;(z;—1) = yi—1, pi(zi) = yvi <= pler) =y, k =
0,...,n.

Notation: A = (zg,...,x,) ist eine Zerlegung von I = [a,b] mit z9 = a, x, = b, ;-1 < x; (1 <
i <mn).

Mit h; := x; — ©;—1 > 0 bezeichnen wir die Lange des Teilintervals I; := (z;-1,x;), Io :={a}, i =
1,...,n. Die Feinheit der Zerlegung ist gegeben durch:

h = max h;.
1<i<n

Fiir r, ¢ € N definieren wir den Raum der Splines durch

SR = {P € CI(I)

P\[i::piEPrfﬁrlgign}

Gegeben: Zerlegung A, Daten yg,...,y, und 7,q € N.

Gesucht: Px € S3¢ mit Pa(xy) =k, k=0,...,n.

Beispiel 1.34

r = 0: Die einzig moégliche Interpolation durch stiickweise konstante Funktionen ist gegeben durch
Pa(z) = y; fir x € I; bzaw. p;i(x) = y;. Fiir ¢ > 0 ist das Problem nicht lésbar.

Abbildung 1.5 zeigt die entstandene Treppenfunktion. In diesem Fall ist Pa nicht stetig!

r = 1: Es soll gelten: p; € Py und p;(zi—1) = yi—1, p(x;) = v;.
Abbildung 1.6 zeigt die eindeutig bestimmten Funktionen p; definiert durch p;(z) = y; + %(m —
x;). Damit gilt: Pa € Sko.
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r = 3: Annahme: y; = f(x3) mit f € C*(I)

(i) Fall: Wahle fiir ¢ = 1,...,n Werte x;; € I; fiir j = 1,2 und definiere p; als Interpolationspo-

lynom zu (xi—1,Yi—1), (@i, f(xi1)), (T2, f(zi2)), (@it1, f(xit1)) = p; € Pzund Pa € SZO-
Nach Satz 1.4 gilt:

@) = Pal@)l = |f(x) = pi(x)| = fD(E) b fir o € I
< 5Ol it

(ii) Fall: Wéahle p; € P3 durch Hermiteinterpolation zu (z;—1,vi—1), (zi—1, f' (zi-1)), (zi,v:),
1
(i, f'(2:)) = Pa€Sx"und || f — Pall < W [|FD]] .

Frage: Existiert ein Pa € SZQ?

Bemerkung: Fiir n > 7 ist das Interpolationsproblem in SR fiir ¢ > r i.a. schlecht gestellt (d.h.
nicht 16sbar):

Freiheitsgrade: p; € P, fithrt auf (r 4+ 1) Koeffizienten, also: n(r 4+ 1) Freiheitsgrade.

Anzahl der Bedingungen:

Auf I : 2 Interpolationsbedingungen
I : 2 Interpolationsbedingungen + ¢ Stetigkeitsbedingungen in x
I, : 2 Interpolationsbedingungen + ¢ Stetigkeitsbedingungen in z,_;

= 2n+q(n—1) =n(q+2) — ¢ Bedingungen.

Ist ¢ > rsofolgt: 2n+q(n—1) > 2n+r(n—1)=n(r+1)+n—r >n(r+1). Firn—r >0
existieren also mehr Bedingungen als Freiheitsgrade und das Problem ist i.A. nicht losbar.

Spezialfall: ¢ = r — 1 (Eigentliche “Spline-Interpolation”)

Bedingungen: n(q+2) — ¢ = n(r + 1) — ¢, d.h. es miissen noch ¢ = r — 1 Freiheitsgrade zuséatzlich
festgelegt werden.

o % % % %4

Abbildung 1.6: Beispiel 1.34: Gerade
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1.7.1 Kubische Spline-Interpolation

Gegeben: A = (xg,...,x,) Zerlegung des Intervalls I = [a,b] und Daten yo, ...,y € R.
Gesucht: Px € Si2 mit Pa(z;) =y (0 <i<n) und eine der Bedingungen a) bis d):

a) PX(a) = M,, PX(b) = M, fir M,, M, € R gegeben.
Im Fall M, = M} = 0 spricht man von natiirlichen kubischen Splines.

b) p'(a) = ga, p'(b) = gy fiir ga, g» € R gegeben.
c¢) Pa sei periodisch fortsetzbar in C?(R), d.h. yo = y, und p'(a) = p'(b), p"(a) = p"(b).

d) not-a-knot-Bedingung;: PAI[I ory) € Ps, PAI[I om € P3, d.h. die Zusatzbedingungen werden

verwendet, um die Spriinge in P’” fiir x = x1, © = z,,_1 zu eliminieren.

Satz 1.35 (Existenz und Eindeutigkeit)
Zu gegebener Zerlegung A und Daten 1y, ..., y, existiert genau ein Pa € 522 mit p(rx) = Yk,
welches eine der Bedingungen a), b), c), oder d) erfiillt. Im Fall ¢) muss gelten: yo = yp.

Beweis: Idee: Stelle LGS fiir die Momente M; := P (x;) auf.
Da p!! linear auf I; = (z;-1,2;] ist, muk gelten: pj(z) = L (Mj(z —zj-1) + Mj_1(zj — 2)).
PSS . ‘ ‘

Durch zweimalige Integration folgt fiir geeignete Integrationskonstanten a;, b; € R:

(Mj(z —x5-1)° + Mj_1(z; — 2)°) + b <l‘ - W) +aj. ()

pj(z) = 5

oy

Aus den Interpolationsbedingungen p;(x;j—1) = yj—1, p;j(x;) = y; folgt:
Yj—1 = L]\[ 1h3 — b]’%h]’ + aj,

yj = 6,1l Mh5+bj%hj+aj.

Dies ist ein 2 x 2 LGS fiir a;, b; mit der Losung

(0%) aj = 5 (yj+yj-1) — 1503 (Mj + M;_1),
bj = 55 (Wi —yi—1) — ghy (M; — Mj1).
Damit héngen die p; nur von den Momenten Moy, ..., M, ab.

Es bleiben noch die n — 1 Bedingungen p/(z;) = p,(z;) fir j=1,...,n - 1:
Aus (x) und () folgt: p’;(z) = i (]Wj (z—xj1)° = My (z; — T)Q)—I—% (yj — yj—1)—&hj (M; — M;_1).

Daher ist pi(z;) = pj,(x;) dquivalent zu
3 Mj (hjs1 +hy) + % 1 (M = My) = ghy (M; = M) =
j=1,....n-1,
bzw
shiMj—1 + 5 (hy + hjaa) My + ghiMjn = ylag, xj] — ylaj-1,25).

(W1 —y5) — 75 (W5 — yj—1) fiix

1
}l,j+1



36 KAPITEL 1. INTERPOLATION

ylzjrja]—ylzi1—z;]
Tj+1—Tj-1

Mit der zweiten dividierten Differenz ylxj_1,z;,2j41] =
hj + hjyq folgt:

und LTjtl — Tj—1 =
/Lj]V[jfl + ]V[] + )‘j]\[j+1 = 3y[$]‘,1, :L‘j,xxﬂ]

}'Lj )\ _ ]Lj+1
2(hythya)’ 7 2(hythia)

mit p; =
Wir erhalten ein (n — 1) x (n — 1) LGS fiir die (n+1) Momente My, ..., M,.
Fall a) My = M,, M, = M,.

Dies fithrt auf das (n — 1) x (n — 1) LGS fir My, ..., M,—; der Form

3y[ro, x1, x2] — 1M,

My
3ylr1, w2, 13
S M) | ke
M, — '
! 39[-1771—27 Tn—1, -Ln] — A1 My
mit
1 N\ 0
A=| 2
. A'r1,72
0 Hn—1 1

A ist reguldr nach dem folgenden Lemma 1.36, da pj +A; =1/2 <1 und Ay <1, pp—1 < 1.

Die Fille b),c),d) fithren analog auf einfach strukturierte LGS mit reguldren Matrizen, d.h. p1, ..., py
eindeutig duch (%), (xx) festgelegt.

Lemma 1.36
Sei A € R™*"™ eine tridiagonale Matrix, d.h.

a; €1 0
. g bg E
A = tridiag(b;, a;, ¢;) =
. - Cp—1
0 b, an,

Es gelte: |ai| > |c1| > 0 und |a,| > [bn]| > 0 und |a;| > |b;] + |ci|, bi #0, ¢; #0, 2<i<n-—1.
Dann gilt:
(i) A ist regular.

(i) A = LR mit L = tridiag(b;, a;,0) und R = tridiag(0, 1,7;) mit a; = a1, 71 = c1a; " und fiir
2<i<n: ai=a;—bi-1, i = cio;

Daher kann Az = b in O(n) Operationen gelost werden.

Beweis: Siehe Ubungsaufgaben

Lemma 1.37
Die Spline-Interpolation mit kubischen Splines und einer der Zusatzbedingungen a), b), ¢) oder d)
kann mit O(n) Operationen gelost werden.
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Beweis: a) folgt aus 1.35, 1.36.
b), c¢), d): (siehe z.B. Schaback,Werner: Numerische Mathematik, Berlin, Springer, 1992.) 5

Historisch: Interpolation durch biegsamen Stab (engl: spline) und Brett mit Négeln bei (z, yx).
(" (1)

Der Stab hat minimale Kriimmung, d.h. die Funktion minimiert [ Wdt iiber alle glatten
I

Funktionen y mit y(zx) = yg. Fiir den Fall kleiner erster Ableitungen entspricht dies ndherungsweise

[y (t)3dt.
I
Satz 1.38 (Minimierungseigenschaft kubischer Splines)
Sei A = (zg,...,x,) eine Zerlegung von I = [a,b] und vy, ...,y € R gegeben. Sei Pa € Si2 ein
kubischer Spline mit Pa(zx) = yr und einer der Bedingungen a), b), oder c):
a) Px(a) =0, P{(b) =0,
b) PA(a) = ga, PA(b) = g,
c¢) Pa periodisch fortsetzbar in C2(R).

Dann gilt fiir alle f € C2(a,b) mit denselben Interpolationsbedingungen, d.h. mit f(x}) = y und
b
a), b) oder ¢) und [|f"|* < oo:

b b
[17@lar= [P o

Beweis: Zum Beweis dieser Aussage bendtigen wir das folgende Lemma. O

Lemma 1.39 (Holladay Identitét)

b
Sei f € C*(a,b) mit | |/ < 0o und Pa € 522, dann gilt:

b b b
[l =reaf = 17 = [1eap
—2 ([(f’(x) - P/A(SU))PK(CU)}i:a - Z [(f(z) - PA(x))pg’(x)]l’f . > '
Dabei wurden die folgenden Abkiirzungen benutzt:

@), = g(b) - g(a),

[g(x)]" . = lim g(z)— lim g(x). Beachte : P¥ ist unstetig!

T=T_q CE/IZ CC\:EZ',1
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Beweis: Es ist

b b b
f‘f// P// _ f|f”|2—2ff"PK+f|P£|2

a

b b
= [P fIPXI —2 ("~ PA)PX
a

a

b
= [ —fIPZI —2; (f" =i -

I
T
Mit partieller Integration folgt fiir A;:
;
A = mf 1 (f" =Dl = [(f" =P, _a:;[ 1 p;

L (RS A e O
Es ist p§4) =0, da p; € P3 und

n p//eco

S =P, =

M=

[(f" = PAIPRIGL,,

~
Il
R
-
I
-

= 2 () ~ P ) PA(0) — (/e — PA(rin) P (i)
(7an) = PAan))PA(r) = J'on) = Piao) ()
[(f'(2) — Ph(«))PL ()]
— Y4 = ([(f@) - PA@)PA@] —;[(f() pil@)pl @))%,

Also folgt die Holladay Identitit.

Beweis: (Fortsetzung des Beweises von Satz 1.38)
In den 3 Fillen a), b), c¢) verschwindet der Term 2(---) in der Holladay Identitit — 0

b b b

2 2 2
1" = PAE = [15"P ~ [IPKP. .
a a

a

IN

Satz 1.40 (Fehlerabschétzung)

Sei A eine Zerlegung von I mit h < Kh; (1 <4 < n) fiir ein K > 0. Sei f € C*(a,b) mit ‘f(4)| <L
fir z € (a,b).

Sei Pa € Sx” mit Pa(zx) = f(ax) und Pa(a) = f'(a), PA(b) = f'(b).

Dann gilt fiir 1 = 0,1,2,3: |f®(z) — Pg)(x) < 2LKh*L
Also insbesondere
|f(z) — Pa(z)] < 2LKh*.

Beweis: (Ohne Beweis. Siehe z.B. Stoer, Bulirsch. Numerische Mathematik 1. Berlin, Springer

2007.)

Basiswahl fiir den Splineraum SrA’r_l: B-Splines N
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. . . . . 71
Ziel: Konstruktion einer einfachen Basis von SZT

mit
1. positiven Basisfunktionen fiir numerische Stabilitét,

2. moglichst kleinem Trager.

Definition 1.41 (B-Splines)

i — +oo

B;r :R — R vom Grad k € N rekursiv definiert durch

- 1 << tiv1
Bio(z) _{ 0 : sonst

Sei (1;),c5 eine monoton nicht-fallende Folge mit lim t; = £o00. Dann sind die B-Splines

und
Bix = wir(®)Big-1(2) + (1 — wit1,1(2)) Bit1,6-1(2)
mit t
w; lx) = tivr—t; i it
ZJC( ) { 0 : sonst
Beispiel:
(k=0)
1 Bi,o 1
Bi+1,0
I | > —r =
L tiq t .
(k=1)
1
i1
—> |
iv2 lisg t,

an dieser Stelle
1 unstetig 1

G tastie Gy it

Abbildung 1.7: B-Splines

Die Abb. 1.7 zeigt 6 verschiedene Beispiele, die bei den B-Splines auftreten kénnen.
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Satz 1.42 (Eigenschaften der B-Splines)
Sei (t;),c7 eine monoton nicht-fallende Knotenfolge, wie in Definition 1.41. Dann gilt:

(1) Zk‘tthLﬂGPkVi,jEZ,kEN,
(ii) supp(Big) C [tistith+1), falls t; < tivgrq und Big =0, falls ¢; = 4441,
) B

ik >0, > Bip(x) =1, Vo &R (Zerlegung der 1).
1€Z

(iii

(iv) FallsVieZ: t; <tiy1, dannist By € C*=1 und (Bi:’f)iez bildet eine Basis von SZ’k_l.

Beweis: (Ohne Beweis)
Beispiel Ein Vergleich der angesprochenen Interpolationen fiir f(z) =

stellt. Die Spline-Interpolation ergibt hier das beste Ergebnis.

x2+1 ist in Abb. 1.8 darge—
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Abbildung 1.8: Unterschiede einiger Interpolationen



42

KAPITEL 1. INTERPOLATION



Kapitel 2

Numerische Integration

Ziel: Approximation von

fiir f € C*(a,b) und fiir eine gegebene Gewichtsfunktion w € L!(a,b).

Ansatz: Approximiere I(f) durch eine Summe

m;—1

I(f) = Z FO(aj)w!

7=0 [=0

Definition 2.1 (Quadratur)
Eine Funktional I,, : C*(a,b) — R der Form

m mj—1

L(f) =YY fO))!

j=0 1=0
heifit Quadraturformel mit den Stitzstellen x; € [a,b] und den Gewichten ! € R. Dabei

istmeNundm; €{1l,....k+1} undn+1=> m;.
=0

Die Quadratur heifft exakt fir P, (beziglich w), g.d.w.

IL(p)=1(p) VpeP,

R(f) = I(f) = I(f)

ist das zu I,, gehéorende Fehlerfunktional.

Bemerkung;: Fiir die allgemeine Definition der Quadratur vergleiche mit der Definition der Hermite
Interpolation. Im folgenden betrachten wir meistens Quadraturen der Form

In(f) = Zwlf(l'l), d.h. m; = 1.
=0

43
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Abbildung 2.1: Beispiel 2.1

Beispiel 2.2 (w=1)
Die Abbildung 2.1 verdeutlicht diese Beispiele:

(i) Mittelpunktregel: Io(f) = (b—a)f (%2).

(ii) Trapezregel: I1(f) = %5 (f(a) + f(b)).

(iii) Simpsonregel: Ir(f) = b_T“ (fla) +4f (“E2) + £(b)) .

Satz 2.3
Gegeben seien w € L'(a,b) und paarweise disjunkte Stiitzstellen g, ..., x,. Dann existiert genau
eine Quadraturformel der Form
n
= Z w; f (),
§=0

welche exakt ist auf P,,. Dabei sind die Gewichte gegeben durch

b

wj = / w(x) L2 (x)da,

a

((;cj_%ll)) die Lagrange Polynome sind.

s

wobei L7 (z) = II
1#]

Beweis: I, exakt auf P,

< In(p)=1I(p) Vp € Py

— I,(L})=I(L}) fiir I =0,...,n; da I,, I linear und L} Basis von P,

b
— [w(x)L](z)= ZwJL”(T])—wl da Lj'(z;) = 0y5.
Bemevrkung Es ist L{of) = I(pyn), wobei py, E P,, das eindeutig bestimmte Interpolatlonspolynom

zu (zo, f(20)), ..., (0, f(z,)) ist:
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L(f) = é aaf(n) = 3. o)L @) )
b n b
= [w(@)) L} (z) f(z) de = [w(@)pa(2)ds = I(p,)
a =0 a
pn(x)

Definition 2.4

Fine Quadraturformel I,(f) = Zwlf(xl) zu gegebenen Stitzstellen a < xg < 11 < ... <
=0

T, < b und Gewichtsfunktion w E L'(a,b) heifit Interpolationsquadratur, wenn sie auf
P, exakt ist. Nach Satz 2.3 ist sie eindeutig.

Satz 2.5
Seien o, ..., 2, € [a,b] und w € L'(a,b) gegeben mit den Symmetrieeigenschaften

(i) zj —a=b—w,; (0 <j<n) (Symmetrie bzgl. “$2)
(i) w(z) =w(a+b—1x) (z € [a,b]) (gerade Funktion bzgl. “T“’)

Dann gilt w,—; = w; (0 < j < n), d.h. die Interpolationsquadratur ist symmetrisch. Falls n gerade
ist, so ist I, exakt auf Ppq.

- n - -

Beweis: Sei I,(f) :== Y wn—j;f(x;). Dann gilt I,,(p) = I,(p) V p € P,. Damit ist aber I,, exakt auf
—

P, und nach Satz 2.3 gilt fn = I, und folglich w,,_; = w;.

Sei nun n = 2m und damit z,, = ‘IT'H’ wegen i). Sei p, € P, das Interpolationspolynom zu

(zo, f(20)),- .., (zn, f(zn)) und sei gn+1 € P41 das Hermite Interpolationspolynom zu (zo, f(zo)),

B (xmfl’ f(xmfl)% (wmv f(l'm)>, (‘rﬂ% f/(l'm)), ($m+1> f($m+1)), sy (mn’ f(xn)) Mit
o J'(xm) _p;l(xm)

_ n
H (xm - :I)l)
o

und N(z) = [[(x — ;) € P41 definiere

=

l
Gn+1(x) := pn(z) + cN(x).

Dann ist Gnt+1 € Ppt1 und Gnt1(21) = pu(xr) + ¢N(z;) = f(21) + 0. Weiter folgt

q~;z+1($m) pn xm +c H - l'l (-fm)-
=0
l#m

Wegen der Eindeutigkeit der Hermite Interpolation gilt daher ¢,4+1 = Gn1-

m—1 m—1

Es gilt wegen i): N(x) = 1130 (x—a) (z — ‘%"b) 11;[0 (x — (a+b—x;)) und somit folgt N(a+b—z) =
(=1)"*IN(z) = —N(2).
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Wegen ii) gilt damit:

b
w(z)N(z)dz + [ w(z)N(z)dx

Tm

b
[ w(z)N(z)dz =
w(z)N(z)dx — ja wla+b—t)N(a+b—t)dt

Tm

~
o
+
k=l
8
QRQH\“%;@HEH

w(z)N(z)dz + | w(t)(~N(t))dt = 0.

b b
Wir erhalten: [ gni1(2)w(z)dz = [ pp(z)w(z)dz = I(p,) = I,(f), da p, Interpolationspolynom zu

f.
Seinun f € Ppy1 = [ = g1 und daher In(f) - I(Qn+1) = I(f)

Satz 2.6 (Fehlerabschitzung)
Sei I, eine Interpolationsquadratur (1.Q.) auf P,(a,b) mit Gewichtsfunktion w = 1. R,(f) :=
I,(f) — I(f) sei das zugehorige Fehlerfunktional. Dann gilt:

(n+1)
(i) |Ru(f)] < %( —a)"*2 fiir alle f € C"*1(a,b), falls n ungerade ist,

(n+2)
(i) |Rn(f)] < %(b — a)"*3 fiir alle f € C"2(a,b), falls n gerade ist und die Bedingung i)

aus Satz 2.5 erfillt ist.

Beweis:

(i) Esist I,,(f) = I(pn), wobei p,, € P,, das Interpolationspolynom zu den Daten (z;, f(x;)), i =
0,...,n ist.

b b
= [Ra(f)] = J(f —pn | f pn(z)|da
Satz 4.4 (1) (6,) 15
"z f f(T1()) 1:[ (x — )| dz
I oy
< %( —a)"t?

(ii) Aus dem Beweis vom Satz 2.5 folgt: I,(f) = I(¢n+1). Dann folgt die Behauptung mit Satz

4.19.
m}
Bemerkung;:
1. Die Abschiitzungen lassen sich leicht verallgemeinern auf den Fall w € L'(a, b).
b| n
2. Die Abschiitzung [ | [T (x — 2x)| < (b—a)™*? kann fiir gegebene o, . . ., x,, deutlich verbessert
a k=0
b| n
werden zu [ | [] (z — zx)| < K(b—a)"™ mit K < 1.
a k=0




Satz 2.7 (Koordinatentransformation)
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Sei I,(f) = . @pf(ty) mit t;, € [—1,1] eine L.Q. auf dem ,Einheitsintervall* [—1,1]. Dann wird

k=0
durch

= wif(zr)
k=0

b—a . b—a b+a
5 Wg, Tp = tr +

eine I.QQ. auf dem Intervall [a, b] definiert.

mit

WE =

Gilt fiir das Fehlerfunktional R, zu I,, die Abschitzung |R,(f)| < K H Fm H 2m+1 o gilt fiir R,

zu I |Ry(f)| = K ||f(m)HOO (b—a)m™tL.

Beweis: Sei p € Py, und p(t) = p(z(t)) mit z(t) := %t + b'g“.

Da z(t) linear ist, gilt p € P, und

A~

Daher ist I, exakt auf P, und I,,(f) = ben (f) mit f(t) = f(x(t)).

Es ist dann f/(t) = o/ (t) f'(z(t)) = b=a f(2(t)) und induktiv Fm(t) = (b_T“)m F) ((t)).

Also folgt
|77, =2 e |rmee]
— R = |frwr -t ()Hb; .flfu)dtfaf)”
_ b (| < i [ amen
Bemerkung: — (b—a m+1||f(m)HooK

1. Es reicht also aus [.Q.en auf [—1, 1] zu konstruieren. Zu —1 <ty < ...

Lon

t
Qi =
j: /Ht]—tk
-1 k#3j

< t, <1 wird durch

die L.Q. fir w = 1 auf [-1,1] zu P, definiert. Mit (w;, ;)] wie im Satz 2.7 wird dann die

[.Q. auf [a, b] definiert.
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2. Da fir jede 1.Q. I,,(1) = (b — a) gilt, muss Y wi = (b — a) gelten.
k=0

3. Wie bei der Polynominterpolation treten Probleme fiir grofse Werte von n auf, wie z.B. negative
Gewichte. Daher geht man dazu iiber, Quadraturen auf Teilintervallen aufzusummieren:

b N
/f(x)dx:Z/f(a;)da: a=ay<...<any=hb
a =la; 4

Satz 2.8 (Zusammengesetze Quadraturen)

Sei IL(f) = 3 @ f(tn) eine L.Q. auf [1,1] mit ‘Rn(f)
k=0

setze qj :=a+1H, | =0,...,N mit H := %2

Dann ist
N n
zzakf< k—1)+a+lH>
=1k

=0
eine Quadraturformel mit der Abschitzung

B (Nl = (f) = () < K| 0| (b~

f(m)H 2+l Zua < b, N eN

Beweis: Wir wenden Satz 2.7 auf [a;_1, ;] an:

n
= IL(f) = X "=t (“”gl”tk+“l+§’”)

k=0
D> inf (Bt —1) +a+1H).
k=0

N
Also gilt I,(f) = > IL(f) und es folgt:
- l Satz 2.7 "(m) X m+1
‘Rh(f)‘ < = ‘R ’ < KHf HOOZZ((Ll_alfl)
=1

= KH;”” | NH H™
(b—a,)

2.1 Newton-Cotes Formeln

e Die Newton-Cotes Formeln sind [.Q.en mit dquidistanten Stiitzstellen x = a + kh, h = b_T“.

e Als offene Newton—Cotes Formeln bezeichnet man [.Q.en zu dquidistanten Stiitzstellen xj =
a+ (k+1)h, h= n+2, d.h. die Randpunkte a, b sind keine Stiitzstellen.
1. n =1 (Trapezregel)

b
To=a, x1 = b, wo—fw bd$—T, w1 =

T(f)=TL(f) = bT(f( )+ £(b)) (vgl. Abb.
|RT(f)] < '

b—a
2
2.

1).

1" b 1/
s || 0" _ I ()5,
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2. n = 2 (Simpson-Regel)

_ a+b _ _
To=a, r1 =97, T2 =0b, wo =wz =

b—a
() = B() = %5 (F(a)+4F (1) + Fo
Rs(f)] < Plle g — g5

L= 2(b3 a)

)

b))

Zusammengesetze Newton-Cotes Formeln

1. Zusammengesetze Trapezregel (Satz 2.8, n=1, h=H)

[ (a+1h—h)+ fla+1h)] =4 <f(a)+2 121 f(a+lh)+f(b)>,
\ 2
= (b —a)h”.

<>—%
IRy (f)] <

ZFMz

2. Zusammengesetze Simpson-Regel (Satz 2.8, n =2, h = %,xi = a + th)

N
Su(f)="b <f(a) 125 f) £45 flra) + f<b>>,

=1 =1

Bemerkung: Bei den Newton-Cotes Formeln bleiben die Gewichte bis n = 6 positiv. Dei den
offenen Newton-Cotes Formeln nur bis n = 2.

2.2 Gauf-Quadraturen

Idee: Wir suchen eine Quadratur ), welche fiir P,,, mit moglichst groffem m exakt ist. Dies ist
nicht moglich fiir m = 2n + 2 (Gegenbeispiel konstruierbar). Aber fiir m = 2n + 1 wird dies mit
der Gaufs-Quadrature (G.Q.) erreicht.

Definition 2.9 (Gauft-Quadraturen)

Seiw € L'(a,b) gegeben. Eine Quadraturformel Q,, : C([a,b]) — R, Qu.(f) := > wif(zr)
k=

heifst Gaufs-Quadratur, falls Q),, evakt ist auf Po, 1.

Satz 2.10
n n

Sei w € L'(a,b) und eine Quadratur Q,(f) := Y. wif(zx) gegeben. Setze ppi1(z) := [ (z — x1).
k=0 k=0
Dann sind aquivalent:

(i) Qn ist Gaub-Quadratur.

b
(ii) @y ist Interpolationsquadratur und [ w(z)pp41(z)g(z)de =0V g € P,.

a
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Beweis: (i) = (ii)*: Sei q € P,,. Dann ist

b
/w(‘r)pn—&-l( ) ( )d.ﬁ[‘ — Qn prL+1q Zwk er—l :I:k Q($k) = 0.

=0 nach Def

H(i1) = (i)*: Sei p € Py, 4+1. Mit Polynomdivision gilt: p = gpp+1 + r mit ¢,r € P,,. Damit folgt

w@p@de = [w@)(g@)pu (@) +r(@))do

a

8=

=0
Vor.:(ii) 0+ f )d$
- 0+ Qn(r)
- Qn(pn-‘rl(J) + Qn(’n)
- Qn(p)'

Definition 2.11

(i) Eine Funktion w € L'(a,b) heifit zulidssige Gewichtsfunktion, falls gilt w > 0 und
f w(x)dz > 0.

(ii) Ist w eine zuldssige Gewichtsfunktion, so wird durch

b
(ra), = / w(@)p(x)g(z)dz

ein Skalarprodukt auf P, definiert.

Satz 2.12
Sei w eine zuléssige Gewichtsfunktion. Dann liefert die durch das Gram-Schmidtsche Orthogonali-
sierungsverfahren definierte Folge (pn),cn

= (@™ pi
Pati(z) = 2" — Z Wpi($)’po =1
=0 Dis DPi),

das eindeutig bestimmte normierte Polynom p € P, 41 der Form

n

(%) p(x) = H(:I:—xk) z, €C, 0<k<n
k=0

mit

(xx) (p,q), =0 VqebP,.

AuRerdem ist {po, p1,...,Pnt1} eine Orthogonalbasis von P, beziiglich (-, -) .
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Beweis: (Induktion tiber n)
n =0 : klar.
n—1 — n:Sei{po,...,pn} eine Orthogonalbasis von P,. Setze
Pl .= {pEIP’n_H ’ (p,q), =0 VqeP, } — dim(PL) =

Da (*) verlangt, dass der Koeffizient vor z"*! gleich 1 ist, gibt es genau ein p € P, 1, welches ()
und (xx) erfiillt. Nach Konstruktion ist p = pp41, da (pp41,pk), =0 V0 <k <n.

Also folgt (pnt1,9), =0 VqgeP,. 5
Satz 2.13
Sei w eine zulédssige Gewichtsfunktion. Dann gilt: die Nullstellen xq, ..., z, von p,4+1 aus Satz 2.12

sind reell, einfach und liegen im Intervall (a,b).

Beweis: Wir setzen:
q(x) =1, k= —1, falls es keine reelle Nullstelle ungerader Vielfachheit von p,+; in (a,b) gibt,

k
q(xz) = ][ (x — x;) andernfalls, wobei z;, 0 < j < k alle solche Nullstellen sind.

Zu zeigen: k = n und somit ¢ = pp41-

Annahme: k£ < n: Nach Definition hat p := p,41¢ kein Vorzeichenwechsel in (a,b). Da k < n, folgt
q € P,, und somit (pp4+1,¢), =0 = wpn41q = 0 (fast {iberall) und somit w = 0 (fast {iberall).
Dies ist ein Widerspruch zur Definition von w.

m}
Satz 2.14
Sei w eine zuldssige Gewichtsfunktion. Dann gibt es genau eine G.Q. @, fiir w, ndmlich die, deren
Stiitzstellen zg, . . ., x, die Nullstellen von p,41 aus Satz 2.12 sind und deren Gewichte definiert sind
durch
b
wj = /w(:c)L] (x)dz
a
mit

Es gilt w; >0 V7.

Beweis: Folgt aus den Satzen 2.10, 2.12, 2.13 und aus dem Satz 2.3.

Noch zu zeigen: w; >0 V j: Da L? € Py, ist, folgt:

b
O</w() ()dx—QnL2 Zka () = wj.
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Satz 2.15 (Deutung der Gauf-Quadratur als Interpolationsquadratur)
Seien p das eindeutige bestimmte Polynom in Pg, 1 mit den Eigenschaften p(x;) = f(x;), p'(x;) =
f(x;) fiir i = 0,...,n und x; die Nullstellen von p,41. Dann gilt:

Qn(f) = Qn(p) = I(p).

Beweis: (Ubungsaufgabe)

[m]
Folgerung 2.16
. . . . (2n+2)
Fiir f € C2"+2(a,b) gibt es ein € € (a,b) mit 1(f) = Qu(f) = Lyt (a1 Pat1).,
Beweis: (Ubungsaufgabe) O

Bemerkung: Die G.Q.en sind fiir stetige Funktionen auf kompakten Intervallen konvergent bel
Graderhshung, d.h. |I(f) — Qn(f)| " =" 0.

Beispiel 2.17

1. Gaufi-Legendre-Quadratur
w(z) =1, [-1,1].

Es gilt pp(z) = %Pn(x), wobei P,(z) die Legendre-Polynome sind mit Py(z) =
1, Pi(z) =z, und
2n+1 n

. n nl)? n
s gilts 1(£) = Qu(f) = 2" 5 B Fm+9 )

Firn=1: Q1(f)=f (—%) +f (%) (,,2-Punkt-Gaufs-Quadratur®).

n=2: Qaf) =% (51 (—/2) +870 +57 (1/2)).

Die G.Q. auf [a, b] erhdlt man durch Koordinatentransformation (vgl. 2.7).

2. Gauf-Tschebyscheff-Quadratur

wx)=+v1- x2_1, [—1,1].
pn(x) = QH%T” (z) und T,, die Tschebyscheff-Polyome 1. Art mit

To(x) =1, Ti(z) = z und
Thi1(z) = 20T, (z) — Tr1(2),
= T, (z) = cos(narccos(z)).

Nullstellen von py41 : xg-n) = cos (3%111 7r> 7=0,...,n.

Gewichte: w](.n) = nL_H

Fehler: I(f) — Qn(f) = mf@nﬂ)(f).
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3. Gaufs-Laguerre-Quadratur

w(z) =e"", [0,00).
pn(z) = (=1)"L,(x) und L,, Laguerre-Polynome mit

Lo(z) =1, Li(x) =1— 2z und

Loi1(z) = (1+2n — x)Ly(z) — n* L1 (z).

Fehler: I(f) — Qu(f) = "1 by £ ¢).
4. Gauk-Hermite-Quadratur

w(z) = e, (—00,00).
pn(z) = 2"Hy(z) und H,, die Hermite Polynome mit

Hy(z) =1, Hi(z) = 2z und

Hy11(z) =22H,(x) — 2nHy,_1(x).

Fehler: I(f) — Qn(f) = %‘f@n-ﬂ)(f).
5. Gaufs-Jacobi-Quadratur
a,B>—1, wx)=01-z)*1+2)%[-1,1].
pn(x) = Jp(z, 0, B) und J,(z, «r, 3) sind die Jacobi-Polynome, definiert durch

_1 &
2"nlw(x) dz™

Jn(z,a, B) == (2% = 1)"w(z)).

Definition 2.18 (Zusammengesetze Gauft-Quadraturen)
Zua < b, N éeNsetzea, . =a+1H, | =0,...,N mit H :=
Gaufs-Quadratur auf [a;_1, a;|, dann ist durch

bt Sei QL (f),n € N eine

N

=> QL

eine zusammengesetzte Gauf$-Quadratur definiert.

Beispiel: (Zusammengesetze 2-Punkt G.Q. mit n =1, w = 1)
Setze h = bT, =a+1lh firl =0,...,N. Dann ist die zusammengesetze 2-Punkt G.Q. gegeben
durch
B N= 1
=5 2 (flaj + 1)+ flajea = 1))
j:0

mith’z%(l—%).
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2.3 Romberg Verfahren

Idee: Anwendung der Richardson Extrapolation auf eine zusammengesetze Quadraturformel, d.h.

a(h) = Tu(f)

wobei hj, = ho27% gewihlt wird (Romberg Folge). Besonders geeignet ist die zusammengesetze
Trappezregel T,(f), da sie eine asympotische Entwicklung in h? erlaubt, d.h. ¢ = 2 in Satz 4.23.
Um dies zu beweisen, fiihren wir zunéchst die Bernoulli Polynome ein.

Definition 2.19 (Bernoulli Polynome/Zahlen)
1

Die durch By(t) = 1 und ZBy(t) = By_1(t), [Bi(t)dt = 0,k > 1, definierten Polynome
0

heiffen Bernoulli Polynome. Es ist also

1 1, 1. 1
Bo(t) =1, Bi(t)=t—3, Bg(t):étz—it—l—ﬁ,

Die Bernoulli Zahlen sind gegeben durch

Lemma 2.20 (Eigenschaften der Bernoulli Polynome)
Fiir die Bernoulli Polynome gilt:
(i) Br(0) = Bg(1) fiir k > 2,

(ii) By(t) = (—=1)*Bg(1 —t) fiir k >0,

(iii) Bog4+1(0) = Bogs1 (3) = Boks1(1) =0 fiir k > 1.

Beweis: (ohne Beweis)

Satz 2.21 (Euler-MacLaurin’sche Summenformel)
Sei f € C*(a,b), m € Nund h := b_T“, n € N. Dann gilt:

b m—1
1) = [ flade + 3 1 SE (FHD0) = (@) + 00,
k=1

a
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Beweis: Sei p € C*™(0,1) beliebig. Dann gilt mit B] = By, Bi(1) = 3, B1(0) = —3
b;ga(t)dt = ng(t)w(t)dt
— Bl - [ B0 0
= $(e(1) +(0) - [Ba(t)¢ (B)]izg + j&(tw(wdt
2L (1) + 9(0)) = Bo(0) (#(1) = ¢'(0)) + [Bs(t) } fB
) "0 20
= 1 (p(1) = 9(0) - tz Bai(0) (925D (1) — o2+ (0)) + szmu)so@m) (t)dt

Setze goj( )= hf(xj 1+th), 1<j<n,dann gilt:

° f‘PJ f f(x
o S ”<>= HE fe= 1<xj71+th>,
o 0;(1) = hf(z;) = ¢;+1(0),

Py = o 0).

Daher gilt:
b n 5 n 1
[fa)de = 32 [ fl)do= 3 [t
= S L)t (1) - 3 S Bu
7j=1 J=1 k=1
n 1
+ 3 [ Bam() ™ (1)t
j=10

j=1
+ znj fBQm(t)thHf 2m>( 1+ th)d
=10
= () =S Ba(0) (FEED(b) — 21 (a)) 52k
k=0

h fj begm(t) FO™ (24 + (h))dt] .

55

Der letzte Term ist O(h?™), falls [-] durch eine Konstante unabhiingig von h abgeschiitzt werden

kann. Wir erhalten

n 1 n
B3 [ Ban(® P (@ya ()] < 3 [Banl
j=10 j=1
= n-h-|Banll
= (b—a) [ Bomlle

I1F(2m)l
e

Hf (2m) HOO = konstant.
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Bemerkung: Die Summenformel zeigt die assymptotische Entwicklung und dass die Trapezreggl
auch ohne Extrapolation sehr gut fiir die Integration periodischer Funktionen geeignet ist.
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Definition 2.22 (Experimentelle Konvergenzordnung (EOC))
Sei f € C*(a,b) und I : C*(a,b) — R ein Funktional, I), eine Quadraturformel, die I auf
einer Zerlequng der Feinheit h approximiert. Gelte hy > ho.

Die experimentelle Konvergenz FEOC (e, . ,) (engl. experimental order of
convergence) fiir den Fehler e, :== |I(f) — In(f)| ist definiert durch

EOC (ep, —. p,) == k)g;(::;)

(k)

Bemerkung: Fir h —— 0 verhélt sich der Fehler wie hP, wobei p vom angewandten Verfahren
abhéngt. Mit der EOC hat man die Moglichkeit, p numerisch zu bestimmen.

Beispiel 2.23 (Fehler der Approximierung der Integration)
1 1
Gegeben seien I = [0,1] und f(z) := 5, g(z) := 3y/z. Es gilt [ —5dz = In(2), [3y/zdz = 1.

Die Abbildung 2.2 ziegt das Verhalten des Approximationsfehlelf)s von 4 Verfahreg: Trapezregel
(rot), Simposon-Regel (griin), zwei-Punkt Quadratur (blau) und Romberg Verfahren (lila). Typ 1
ist der Fehler im Vergleich zu der Anzahl der Funktionauswertungen, im Prinzip ein Mafs fiir den
Berechnungsaufwand. Typ 2 ist der Fehler im Vergleich zu h, d.h. zu der Unterteilung bei den
zusammengesetzen Quadraturen. Typ 3 ist die EOC im Verhéltnis zu h.
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Kapitel 3

Numerik Gewohnlicher
Differentialgleichungen

3.1 Einleitung

Viele Fragestellungen aus den Naturwissenschaften, der Okonomie und Medizin fithren auf ma-
thematische Probleme, die numerisch gelést werden miissen. In dieser Vorlesung wird die Theorie
und Praxis grundlegender numerischer Algorithmen zur Behandlung gewo6hnlicher Differentialglei-
chungen behandelt. Dazu gehdéren Einschritt- und Mehrschrittverfahren zur Approximation von
Anfangswertproblemen, sowie Finite Differenzen und Finite Elemente Verfahren zur Diskretisie-
rung von Randwertproblemen. Weitere Themen sind Gradientenverfahren, Eigenwertprobleme und
Grundziige der Approximation.

Beginnen wir mit ein paar Grundbegriffen und Beispielen zu gewohnlichen Differentialgleichungen:

Definition 3.1 (Gewd6hnliche Differentialgleichung)

Seien n € N und I C R ein Intervall und F : I x R*™ — R gegeben.

Unter einer skalaren gewéhnlichen Differentialgleichung (DGL) n-ter Ordnung fir eine Funk-
tion y € C™(I) versteht man eine Gleichung der Form

F(z,y(z), v (2),y"(x),...,y"(x) =0, (zel). (3.1)
Falls eine Funktion f : I x R™ — R ezistiert, so dass (3.1) in der Form
y () = [z y(@),y' (),y" (@), ...,y V(2), (zel) (3:2)

geschrieben werden kann, so heifit (3.1) explizit (sonst implizit). Ein Funktion y € C™(I),
die (3.1) erfillt, heifit Losung der gewéhnlichen Differentialgleichung.

Beispiel 3.2 (Freier Fall/Gravitation)

Sei t € I := [0,00] die Zeit, z(t) € R der Ort eines Massepunktes zur Zeit ¢, v(t) = 2/(¢) die
Geschwindigkeit des Massepunktes und a(t) = v'(t) = 2”(t) die Beschleunigung des Massepunktes,
sowie K = K (t,z(t),v(t)) eine dufere Kraft, die auf den Massepunkt wirkt.

99
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Newtonsches Kraftgesetz:
ma'(t) = K(t, x(t),2'(t)),
= 2(t) = LK(t,2(t),2'(t)). (3.3)
Fiir gegebene Kraft K ist (3.3) eine explizite DGL zweiter Ordnung.
A) Freier Fall ohne Luftwiderstand:

Erbeschleunigung: g = 9.817% = K (t, 2(t),2'(t)) = —myg.
Einsetzen in (3.3) ergibt:

1
"
t) = _— = —
2" (t) —mg = —g,
= 2(t)= —gt+c,
1
= z(t) = —§gt2 +cit + o, mit ¢1,c0 € R.

Die Losung dieser DGL ist also nicht eindeutig bestimmt.

B) Freier Fall mit Luftwiderstand:
Hier ist die Kraft gegeben durch:

K(t,z(t),2'(t)) = —o2'(t) — mg, mit o > 0.

Wir erhalten die DGL:

2" (t) = —%x’(t) —g

Mit z'(t) = v(t) ergibt sich eine DGL erster Ordnung fiir v:

, o
t)=——uv(t) —g. 3.4
V(1) =~ Zo(t) g (3.4
Die Funktionen v(t) = ¢y exp(—2t) — %4 sind fiir alle ¢; € R Losungen von (3.4), denn
V'(t) = —c1 7 exp(—t),
und —Zv(t) —g = —c1Zexp(—%t) +g—g.

Bemerkung: Man kann zeigen, dass alle Losungen von (3.4) von dieser Form sein miissen.

Fiir die Losung von (3.3) gilt nach Integration:

m o m,
x(t) = —c1— exp(——t) — M9 4 2.
o m o

Auch hier ist die Losung nicht eindeutig,.

C) Freier Fall aus grofter Hohe:
Da sich die Gravitation mit der Hohe &ndert, miissen wir in diesem Fall das Gravitationsgesetz

ansetzen als:
/ R?
K(t,2(0). /(1) = ~mg 5~

Dabei bezeichnet R den Erddurchmesser. Wir erhalten die explizite DGL zweiter Ordnung:
R2

2’ (t) = —gm. (3.5)
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Ansat zur Losung:  x(t) = at’. Damit erhlaten wir: z/(t) = abt’™! und 2”(t) = ab(b —
1)t*=2. Einsetzen in (3.5) ergibt:

_ 1 gR? _
b—2 __ 2 _ 2b

Also muf gelten:
1)b—2=-20 = b=3,

1/3
2.) ab(b—1) = -4 — ¢ = (%) .

Also ist

9gR?\1/3
a(t) = (5-) P
eine Losung von (3.5).

Beispiel 3.3
Fiir die explizite DGL erster Ordnung

Y (z) = 2* + (y(2))?

kann keine l6sung in geschlossener Form angegeben werden. Es existieren jedoch Losungen!

Bemerkung: Wir halten fest:

1. Die Bestimmung einer Losung (in Formelgestalt) ist sehr oft nicht moglich.
2. Falls eine 16sung existiert, ist sie i.A. nicht eindeutig.

3. Die freien Konstanten (ci,ca,...) konnen durch zusétzliche Bedingungen festgelegt werden:
Anfangswerte oder Randwerte.

In diesem Kapitel werden wir uns mit numerischen Verfahren zur Lésung von gew6hnlichen Diffe-
rentialgleichungen beschéftigen. Dabei werden wir uns zunéchst mit Anfangswertproblemen ausein-
andersetzen.

3.2 Exkurs zur Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen

Definition 3.4 (Anfangswertproblem (AWP))
Sei folgende Voraussetzung erfillt:

(V) Seien I = [a,b], b < a ,G C R" zusammenhdingende und offene Teilmenge (Gebiet),
S:=IxGund f:S — R" stetig und yo € G.

Dann heifit y: I — R"™ Léosung des AWP, g.d.w.
(i) y € C'(I,R") und y(I) C G
(i) y'(z) = f(y,y(x)) Vo€l

(ii) y(a) = yo
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Satz 3.5
Unter der Voraussetzung (V) sind folgende Aussagen dquivalent:
a) y:I — R” l6st (AWP).

b) y € C°I,G) und y(z) = yo + [ f(s,y(s))ds Vo € 1.

Beweis: siehe U.A.

Definition 3.6 (Picard-Lindel6f Iteration)
Definiere Operator T : C°(I,R") — C°(I,R™) durch

(T)a) =+ [ Fs.us)ds.
Dann ist 3.2 b) dquivalent zu Ty = y.

Fizpunktiteration: y© € CO(I,R"™) gegeben, y"+Y) = Ty™.

Frage: Wann konvergiert diese Iteration?

Satz 3.7 (Picard-Lindel6f, lokale Version)
Es gelten die Voraussetzungen (V). Erfiillt f auf S die Lipschitzbedingung

(L) ”f(xuy) - f((L',Z)HOO S L Hy - ZHoo v(‘%@/)? (x72) € Sv

so hat das AWP lokal eine eindeutige Losung 7, d.h. 3¢ > 0, 35 € C1(I.,R") mit § 16st AWP auf
I, :=[a,a +¢].

Beweis: Es ist

G

) T
I(Ty)(x) = (T2) (@)l < L [ly(s) = 2(s)ll ds

a
< Ly -zl (x—a)
< Lelly— 2|, firz € I..
Wiéhle € > 0, so dass Le < 1. Dann folgt, dass T" Kontraktion ist und die Aussage folgt mit dem

Banachschen Fixpunktsatz. .

Satz 3.8 (Picard-Lindel6f, globale Version)
Gelte (V) und (L). Erfiillt f auf S die Bedingung

(M) 1@yl <M V(z,y) €S

und G erfiille zusdtzlich G D By (y0) := {x € R" | || — yol|o, < 0}, wobei o > (b — a)M sei.
Dann gilt:

a) Das AWP hat auf I genau eine Losung 3.

b) vV € I gilt (z,9(z)) € Knr = Kur(a, yo) := {(z,y) € RXR"|[ly — yolloo < M|z —al} NS
(sieche Abb. 3.1)).
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Abbildung 3.1: Picard-Lindelof: Grafische Darstellung von K.

c¢) Die Fixpunktiteration von Picard-Lindel6f konvergiert gleichméfig auf I gegen . Fiir den Fehler
gilt:

i) - 9@ < Ot e

Beweis: siche U.A. O

Satz 3.9 (Satz von Peano)
Sei S ein Rechteckgebiet, das Kps(a,yo) enthélt und es gelten (V) und (M). Dann ex. eine Losung
7 des AWP auf I.

Beweis: (siche z.B. Walter [9]) 5
Lemma 3.10 (Lemma von Gronwall)

Sei p, q € C%([a, b]) mit p,q > 0. Erfiillt die Funktion e : [a,b] — R die Integralbedingung

0 <e(x) <p(x)+ /93 q(s)e(s)ds  Vz € [a,b],
so gilt:

0<ew) <ple)+ [ e ([ awir) as

Beweis: siehe U.A. o

Satz 3.11 (Stetigkeitssatz fiir AWP)
Es gelten die Vor. (V) und (L). Sei y Losung des AWP und Z sei Losung des gestorten AWP:

Z(z) = f(z,2(z)) +e(x), 2(a) =2 €G.

Gelte 29 — yo < & und sei e(z) € C°(L,R") mit [|e(z)], <e  Va e
Dann gilt:
12(z) — §(2)]| o < (E+e(z — a))el@=a),

oo —
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Beweis: Folgt direkt aus 3.7 mit e(x) := ||2(z) — §(2)|| -

20+ [ 1 5(7)) — e(r)dr —yo — [ (7. 5(r))dr

a a

lzo — yoll +e(x —a) + [ L e(r)dr

= e(x) =

IN

= p(t)+ jq(T)e(T)dT mit
p(t)=Eé+¢e(x—a), g(t)=1L

Aus dem Lemma von Gronwall folgt:

e(x) <é+e(x—a)+ L /(é +e(r — a)eTVdr,

a

Durch Berechnung des Integrals folgt die Behauptung.

O
Satz 3.12 Methode der Trennung der Variablen
Lafst sich die Differentialgleichnung v = f(z,y) als ¢/ = % schreiben und ist % = % erfiillt, so
gilt: y(z) ist gegeben durch
F(z,y(z)) = konst

mit

x Y

F(x,y) =/ p(t)dt+/ q(s)ds.

a Yo
Beweis: Nachrechnen. o
Definition 3.13 (Lineare AWP)
Sei I = [a,b]. Gesucht y € C*(I,R):

1) —
y(a) =yo

Die Losung des homogenen AWPs 2 = «az, z(a) = =z ist dann gegeben durch

2(x) = 2e*(®9),
Durch "Variation der Konstanten” folgt:

Ansatz:  y(z) = z(z)v(z) =  y(z)= (24 yp)el=a) — £,

[0}

Anwendung: Bakterienwachstum
yo= # Bakterien am Anfang, —(3 > 0 Sterberate, o > 0 Wachstumsfaktor. Das qualitative Verhalten
der Losung ist in Abb. 3.2 dargestellt.
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Abbildung 3.2: Lineare (AWP):Anwendung, Bakterienwachstum.

Definition 3.14 (Systeme linearer AWP)
Sei I = [a,b] und A € R™" diagonalisierbar, yo, B € R". Gesucht y € C'(I,R"):

) — -
y(a) = yo
Wir definieren die "Matrizexponentielle” exp(A) durch
exp(A) = R

k=0

Dann l6st auch hier z(x) = zpexp(A(x — a)) das homogene System z' = Az, z(a) = z.
Eine Losung von SL-AWP erhdlt man durch Variation der Konstanten mit dem Ansatz:

y(x) = exp(A(x — a))v(x).

Definition 3.15 (Differentialgleichungen héherer Ordnung)
Geg: I = [a,b] ; G CR™ Gebiet; S=1xG, f:5 — R.
Ges: y € C™(I,R™) ; y®)(I) C P.(G) ; Py Projektion

ym(z) = fz,y/(x), ...,y V(x) Vo el,
y®)(a) =y c P(G)  k=0,...,m—1.

Reduktion auf System 1. Ordnung:
Setze yp = y® s k=0,...,m—1

llIld F(%, Yo, - - - 7ym—1):<y07 vy Ym—1, f(fL', Yo, - - - 7ym—1))T‘
Dann folgt mit ¥ = (yo, ..., Ym-1)":

y' = F(z,y),
0 m—
y(a) = .y

Generalvereinbarung:

1) Alle Satze werden im Folgenden fiir skalare AWP 1. Ordnung formuliert.

2) Sollte ein Satz fiir Systeme nicht gelten, so wird dies explizit angegeben.
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3.3 Einschrittverfahren

Wir betrachten das skalare AWP:

(AWP) z/(x) - f(:):,y),

Es seien stets die Bedingungen (V), (M), (L) erfiillt und es sei stets S C Ky (a, yo) ein Rechteckge-
biet, wobei

Ky = Ku(a,yo) == {(2,y) € I xR |y —yo| < M(x —a) +e0}, €0 >0.

Wir bezeichnen mit g die eindeutig bestimmte Losung von (AWP).

Definition 3.16 (Diskretes Verfahren zur Lésung von (AWP))

Definiere Gitter I, = {xo,...,x,} €I, xj01 =x;+h;, h; >0, j=0,...,n—1. Setze
To=a,x, =b.

Schrittweitenvektor: h = (hg, ..., hn_1).

Iy, heisst zuldssiges Gitter auf I. Definiere h := maxj—o,. n—1h; als Feinheit von Iy.

Ein numerisches Verfahren ®

- findet ein Gitter I,

- ordnet I, eine Gitterfunktion uy, : I, — R zu.

up, st auf I, diskrete Ndaherungslosung von 7.

Definition 3.17 (Globaler Fehler von Verfahren &)
Fiir x € I, setze ep(x) == g(x) — up(x) ("Fehlerfunktion”). Definiere

1) e :=ep(x;), wz; € I,
2) llenll), := mazser, len(z)].

llenll, heist Diskretisierungsfehler von ® auf Ij,.

Definition 3.18 (Konvergenz/Konvergenzordnung)
1) @ heisst konvergent auf I, falls |ley||, — O fir h — 0.
2) ® hat auf I die Konvergenzordnung p > 0, falls fir geniigend glattes f gilt:
lexnll,, = O(R?)  fir h — 0.




3.3. EINSCHRITTVERFAHREN 67

Definition 3.19 (Explizite Einschrittverfahren (ESV))
Ein Verfahren ® heisst explizites Finschrittverfahren, falls es eine Verfahrensfunktion

¥ = @(ZE,U, h) ) (.CL’,U) S KM<a7yo) ) h € (07b - CLL gO(l’,U, h) < [_M> M] glbt: so dass up,
auf zuldssigem Gitter I, definiert ist durch:

Uo = Yo + o,
Ujy1 = uj+hjg0(xj,uj,hj), j:(),n—l,
uh(xj) = Uy, Vl‘j e I.

Beispiel 3.20
1) Eulerverfahren (explizit): p(z,u, h) = f(z,u).

2) Verbessertes Eulerverfahren: (z,u,h) = f(z + &, u + L f(z,u)).

Definition 3.21 (Abschneidefehler/Konsistenz)

1) Firh € (0,b—al, z€la,b—"h], y:[z,x+h] — R mit y (&) = f(&y(&)) fir
€ € |x,x+ h] sowie (x,y(z)) € K, heifft

MW =00 e (o). )

Th(T,y) =

lokaler Abschneidefehler oder Diskretisierungsfehler von .
2) ¢ heifit konsistent mit (AWP), falls gilt

(2, §)| 220 Vo e I\ {b}.

¢ hat Konsistenzordnung p € N, falls fir genigend glattes [ gilt: |m,(z,9)| =
O(h?), h — 0 Vo €I\ {0}

3) Das ESV ® heifst konsistent mit (AWP), falls eq 2280 und @ konsistent mit (AWP)
15t.
® hat Konsistenzordnung p € N, falls

leo] = O(W?), b — 0

und o die Konsistenzordnung p hat.

Lemma 3.22 (Diskretes Lemma von Gronwall)

Seien (pn)neN, (¢n)neN, (én)nen positive Folgen mit e,11 < (1 + gp,)epn + py, fiir n < N. Dann gilt:

n—1 n—1
en < <60+ij>exp<2qj) flir n < N.
=1 =

Beweis: Durch vollstandige Induktion.
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Satz 3.23 (Konvergenzsatz fiir ESV)

® sei ESV mit Verfahrensfunktion ¢ = ¢(z,u,h). ¢ sein bzgl. u auf Kj; global Lipschitz stetig.
Dann gilt:

Ist ® mit (AWP) konsistent (mit Ordnung p), so ist ¢ auf I konvergent (mit Ordnung p).

Beweis: Seia <z < x4+ h<b. Esist

y(z +h) —y(x)
h
Fir y; = g(l]) ;o xj €l T = Th(:L'j,:g) gilt also

= 90(177 Q(I), h) + Th(m‘/ Q)

Ji+1 — U5 = he(@;, 95, hy) + b7y 5 j=0,...,n—1
Ist L die Lipschitzkonstante von ¢ bzgl. u, so gilt:
lej1l < lej[(1 + hyL) + |75[h;

3.22 _
22 fenll < (ol + (b—a) _max_ [r)e® "

3ty

Nach Voraussetzung ist ® konsistent (Ordnung p), also folgt
1) maxj—g, . n—1|75] — 0 (= O(hP))
2) leo] — 0 (= O(n?))
—> DBehauptung.
Beispiel 3.24
1) Das Eulerverfahren ist konvergent mit der Ordnung 1. (p(x,u, h) = f(z,u))

2) Das verbesserte Eulerverfahren ist konvergent mit Ordnung 2.

Definition 3.25 (Implizites ESV)

FEin Verfahren ® zur Lésung von (AWP) heif$ implizites ESV, falls es eine Verfahrensfunk-
tion ¢ = @(x,u,v,h), (x,u), (r+ h,v) € Ky, h € (0,b—a], p(z,u,v,h) € [—M, M] gibt,
so dass fir zulissige Gitter I, mit gentigend kleiner Feinheit h u;, definiert ist durch:

Ug = Yo + €o;
Ujt1 :uj+hjg5(a:j,uj,uj+1,hj), j:O,...,n—l,
uh(xj) = Uy, Vl’j € [h-

Beispiel 3.26
1) Implizites Eulerverfahren:
o(xz,u,v,h) = f(r+h,v) = wjt1 =u; + hif(zjt1,ui41).
Dies entspricht der Rechteckregel:

z+h
% / Flty(t)dt = f(z + h,y(z + R)).
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2) Crank-Nicholson-Verfahren oder Trapezverfahren:

o(x,u,v,h) = =[f(z,u) + f(x + h,v)].

1
2

Dies entsricht einer Integration mit der Trapezregel.

Satz 3.27

Sei ® ein implizites ESV mit ¢ = @(z,u,v,h) Lipschitz-stetig bzgl. © und v auf dem Definitions-
bereich von ¢. Dann existiert fiir gentigend kleines h eine bzgl. u global Lipschitz-stetige Funktion
v(z,u, h), so das gilt:

Ujp1 = Uj + hjgb(xj,uj,v(:vj,uj,hj), h]) 7j=0,....,n—1

D.h. ® ist mit p(z,u, h) := @(z,u,v(x,u, h), h) lokal ein explizites ESV im Sinne von 3.16.

Bewes:

1) Fiir feste x,u, h sei T, definiert als
T,:R — R, v — u+ h@(x,u,v,h)
Sei L die Lipschitzkonstante von ¢ bzgl v.

|Tul)1 — Tuvg‘ S h - L1 V1 — U2
——
<1, falls h klein genug
= T, ist kontrahierende Selbstabb. auf R.

Nach Banachschen Fixpunktsatz existiert genau ein v, so dass 1,0 = v
= 0 =0(x,u,h) ist wohldefiniert und (x + h,0) € K.

2) Seien vy, v die eindeutigen Fixpunkte von Ty,,,Ty,. Lo sei die Lipschitzkonstante von ¢ bzgl.
u. Dann gilt:

o1 —wva| = |Tuv1 — Tuyva| < |Tuv1 — Ty va| + [T, v2 — Tyyv2
< hLl‘Ul—U2|+|u1—ug|+h'L2’u1—u2‘
1+ hls
— |1)1*U2‘ 1—hL1 |U1*UQ|.
——
::fJH

Also folgt fur vi = v(x,uy, h),va = v(z,ug, h):

- 1
lv(x,ui, h) —v(x,uz, h)| < Lyglup —ug|, h< H< T
1

Definition 3.28 Taylorverfahren
Das Taylorverfahren der Ordnung p ist gegeben durch:

op(z,u(x), h) = f(z,u(x)) + ﬁ% (x,u(x)) +...+ h; %

S, u(z)).
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Satz 3.29

Sei f € CP(S) mit p € N. Dann ist das Taylorverfahren ®, mit Verfahrensfunktion ¢, konvergent
mit Ordnung p, falls |eg] = O(RP) , h — 0.

Beweis:

1) Fiir z,y, h folgt mit der Taylorentwicklung mit Integralrestglied:

Th(w,y) = WD o (o y(2), h) = 4 [ (@ — &Py (€)de
= I [o (1= )Py ®+D (2 + th)dt
= O(hP)

2) %f{x, u, h) habe Lipschitz-Konstante Ly , k=0,...,p— 1.
Dann gilt:

S (b—a)
(ep(ar, ua(x),h) = gplar wn(w)h)| < 3° 2 Ly (@) — ).
J=0 '

=:L

Aus 1) und 2) folgt die Behauptung mit Satz 3.23.

Bemerkung:

1) Satz 3.26 zeigt, dass es ESV mit beliebig hoher Konvergenzordnung gibt.

2) Taylorverfahren sind in der Praxis unbedeutend, da

- p nicht unabhéngig vom Richtungsfeld f ist,

- hohere Ableitungen von f "teuer” auszurechnen sind.
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Definition 3.30 (Explizite Runge-Kutta Verfahren)
Das ESV ® mit Verfahrensfunktion ¢ heifit explizites Runge-Kutta Verfahren, falls gilt:

Ug = Yo + €0,

Ujy1 = Uj+hj(p(Ij,Uj,hj)7 j:O,...,n—l,
¢<x7u7 h) = 271:1 Vzkl(xa u, h) mit Vi S R ) Z:ll Vi = 17
ki(x,u, h) = f(z,u),

ko(x,u, h) = f(z + agh,u + Borki(z,u, h),

K (2, u, h) = f (a: + amh,u+ h Z}Z}l Bk (x,u, h)) ,
mit o € [0, 1].

Die Koeffizienten o, i, Bm, sind von x,u, h unabhdingig und so gewdhlit, dass die Konsi-
stenzordnung von @ maximal wird. m heifst Stufenzahl des Runge-Kutta-Verfahrens und k;
heifst i-te Stufenfunktion des Verfahrens ®.

Notation: (Butcher-Tableau)

aq 0 0
€%) ﬁ2,1 .
: : L bzw. a Bt
Oy, ﬁm,l s Bm,m—l 0
a! Ym—1 Ym

Bemerkung 3.31

1) >, v =1 <= Konsistenz des entsprechenden R.-K. Verfahrens.

2) Oft wird zusétzlich gefordert, dass Zé;(l) Bii =a; Yl =2,...,m gilt, damit k;(z;,u;, h;) bei
geniigend glattem f die Ableitung §'(z; + ayh) bis auf Gréfen der Ordnung O(h?) annihert.

Beispiel 3.32

1) Eulerverfahren: m =p =1 0 (1]
= ki(z,u,h) = f(z,u); o(z,u,h)=ki(x,u,h) = f(z,u)

o= O

2) Verbessertes Eulerverfahren: m = p = 2

ol

kl(xyuah) = f(x,u)
ko(x,u,h) = f(x + h,u+ Shki(z,u,h))
p(x,u,h) =1 kao(z,u,h) = flz+ 2 u+ b f(z,u))
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—X

—X

Abbildung 3.4: Runge-Kutta: verbessertes Eulerverfahren

0
11
3) Verfahren von Heun: m = p =3 3 8 9
3 3
T 3
(3 0
ki(z,u,h) = f(z,u)
ko(z,u,h) = flx + %h,u + %hk‘l)
k3(x,u,h) = f(x 4 5h,u+ shks)
P\, u, h) = ikl + %kS
0
111
2 |2
4) Klassisches R.-K. Verfahren: m = p =4 % 0 %
110 0 1
1T 1T 1
6 3 3 6

Bemerkung 3.33

1) Im Spezialfall f(z,y) = f(x) werden expl. R.-K. Verfahren zu zusammengesetzten Quadraturen
auf I: z.B.
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y Mittelung 1/4 —3/4

—_( )§+1 H+1

<y

X x +h/3 X +2/3h X
] I I 1

Abbildung 3.5: Runge-Kutta: Verfahren von Heun

B Q(]+l H+J)

—4

X]+]JZ X]+1

—X

Abbildung 3.6: Runge-Kutta: klassisch

Eulerverfahren «—— Rechteckregel
verb. Eulerverfahren «+— Tangententrapezregel
klass. R-K. Verfahren «+— Simpsonregel
i . h .
Idee: % f;?“ f(t) dt wird ersetzt durch & f(z;) + 2 f(zj + %) + & f(zj41).
2) Zur Konstruktion von R.-K. Verfahren geniigt es Spezialfille f(x,y) = f(y) zu betrachten (au-
tonome Differentialgleichungen). Denn
(i) Koeff. von R.-K. Verfahren bleiben fiir Systeme von Differentialgleichungen 1. Ordnung
unverdndert.

(ii) Jede skalare Differentialgleichung 1. Ordnung ldsst sich als autonomes System schreiben:
y'(x) = fz,y(x) , yla) =wo

— yi(x) = f(y2,91) ,yi(a) =0
Y =a

1
p(z) =1  y2(a)

Hinweis: i) gilt nur wenn Zi;:‘) Bei = .

3) Stufenzahl m und Konsistenzordnung p = p(m) sind im Allgemeinen nicht korreliert:
m [1|2]3|4]5[6]|7[8]9]10]|11
pm) | 1]2|3[4]4|5]6]6|7] 7 ]38
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Fiir m > 10 gilt immer p(m) < m — 3. z.B. m = 17,p = 10.

3.34 Konstruktion von R.-K. Verfahren mit zwei Stufen
Es gilt fir ESV: 7,(x,y) := w —o(x,y(z),h).

Ansatz fir m =2 und f(z,y) = f(y) :

o(z,y(x),h) = mki(z,y(z),h) +y2ka(z,y(z), h)
= nf(y@)) +2f (y(z) + hB21f(y(z)))

o(,y,h) = (1 +72)F(y) + hBo12(FF) () + BvaB3, (F2f")(y) + O(h?)
wobei y = y(z) , (f-9)() = fFW)aw); ¥ = 2 f(y).

Andererseits folgt auch mit Taylorentwicklung

y(z +h) —y(=)

Taylor
-

2
= ) + S + S5 + ) + O

h
Also folgt:
m(ey) = (1= (1 +72) ) +h(% = Baarz) (1))
5 (5712 + F20) = 2B (F217)) () + O()
Bedingungen: Firp=1:y+v%=1

Firp=2:1— 2172 =0
Fiir p = 3: nicht moglich.

Wihle ap = ﬁz’l S [0, 1] frei!
Spezialfille:

Dy =07%=1 = f1=1,

Dy =y=35 = [ =1

Bemerkung 3.35
Die Vorgehensweise fiir m > 2 ist analog, wobei fiir den Aufwand gilt:
Ordnung p (123456 | 7] 8|9 | 10
# Bedingungen | 1 |2 |4 | 8] 16 | 37 | 85 | 200 | 486 | 1205
Diese Bedingungen sind nichtlineare Gleichungen!

~~ Systematisch Behandlung von Butcher 1964: "grafische Methode”.

Satz 3.36
1) Hat ein Runge-Kutta Verfahren die Konsistenzordnung p, so gilt fiir hinreichend glattes f:
Th(x7y) - hp?(ilj,y) + O(hp+1) yh — 0

wobel 7(z,y) = >, exDi f(x, y) mit Dy f = Produkt partieller Ableitungen, e = Fehlerkoef-
fizient.
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2) Explizite R.-K. Verfahren mit Konistenzordnung p sind konvergent mit Ordnung p.

Beweis:
1) Klar nach Konstruktion in 3.31.

2) Es geniigt zu zeigen, dass die k;, [ = 1,...,n Lipschitz-stetig sind (dann folgt die Beh. mit Satz
3.23).
Beweis durch Induktion tiber [:
LA.l=1: k(z,uh)=f(z,y) = Li=1L
I.S. I — [ 4 1: Seien kq, ..., k; Lipschitz-stetig mit Konstanten L1,..., L;. Dann folgt:

|k’l+1(l’, uy, h) - kl-‘rl(xv u2, h)|
= |f(z+ agqrh,ur + hZ§:1 kj(x,ui,h)By1,5)—
fx + apih,us + h Zézl ki(x,u2, h)Biy15)|

< Lluy —ug| + LAYy B | Lglun — ua)
I

L+ (b—a) ) 1Bie1lLy) lur —ual.
j=1

IN

=Lt

Damit folgt die Behauptung.

Definition 3.37 (Implizite Runge-Kutta Verfahren)
® sei ESV mit Verfahrensfunktion ¢ gegeben durch

o(x,u,h) = Z%ki(m,u, h) mit Z% =1.
i=1 i=1

O heifst implizites R.-K. Verfahren mit m Stufen, falls

kij(x,u,h) = f (m—l—ozjh,u—i-hZﬁj,lkl(x,u,h)> , 7=1,...,m

=1

wobei v, o, B35 fir optimale Runge-Kutta Verfahren so gewdhlt sind, dass ¢ mazimale Kon-
sistenzordnung hat.

Satz 3.38

a) Das implizite R.-K. Verfahren mit m Stufen ist wohldefiniert, falls fiir die Schrittweite h gilt:

m
hL <1
. :rrllg?fm; |Br.jl <1,

wobei L die Lipschitz Konstante von f bzgl. y ist.
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b) Sei f(x,y) = f(x). Dann stimmt das optimale implizite R.-K. Verfahren mit m Stufen iiberein
mit zusammengesetzten Gauf’schen Quadraturformeln auf I mit jeweils m Knoten in den
Teilintervallen [z, 2j41], j =0,...,n — 1.

c¢) Optimale m-stufige implizite R.-K. Verfahren haben Konsistenz- und Konvergenzordnung 2m,
m > 1.

Beweis:
a) folgt aus der Kontraktionseigenschaft im Banach’schem Fixpunktsatz.

b) & ¢) siehe Deuflhard/Bornemann §6.2 und §6.3.

Bemerkung 3.39 (Vorteil impliziter R.-K. Verfahren)

Qualitative Eigenschaften der Losung von (AWP), wie etwa das Monotonieverhalten, werden bei
groberen Gittern bereits wiedergegeben und die Konvergenzordnung ist sehr hoch. (Nachteil: Es ist
ein System von m gekoppelten nicht-linearen Gleichungen zu losen).

Ein Kompromiss zwischen Vor- und Nachteilen sind die sogenannten diagonal impliziten Rung-

Kutta Verfahren (DIRK-Verfahren). Sie zeichnen sich dadurch aus, dass gilt 8;; = 0 fir [ > j, d.h.

es muessen nur m skalare nicht-lineare Gleichungen gel6st werden.

Beispiel 3.40

1|1
)m=1, p=2 2 i
1 _ 1 1 1_ 1
2 12 4 4 V12
1,9 1, 1 1
Hm=2, p=4:  2tgpliton 1
2 2

Naéchstes Ziel: Schrittweitensteuerung bei ESV.

Dazu ist es notwendig eine genauere Abschitzung des globalen Fehlers zu erhalten, als diejenige,
die durch das Lemma von Gronwall entsteht (vgl. Beweis von Satz 3.23).

Wir benoétigen eine asymptotische Entwicklung von ej, um

1.) den tatséchlichen Fehler zu schétzen,
2.) Extrapolation anwenden zu konnen,

3.) Schrittweiten steuern zu konnen.

Satz 3.41 (Hauptterm der asymptotischen Fehlerentwicklung bei ESV)
® Sei ein ESV auf dquidistantem Gitter I;,. ® habe Konsistenzordnung p mit

eo = poh? + O(hPT)  (h — 0),
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mh(z,y) = 7(x)hP + O(hPTL).

¢ und f seien auf ihrem Definitionsbereich in C2, 7 sei die eindeutig bestimmte Losung der linearen
Storgleichung

(SG)

)
mit p(z) := fy(z,y(x)) Ve el

Dann gilt fir z; € I:
u; = §(z;) +y(z;)h? + Oy (b — 0).

Beweis: Fir ej :=u; — g(z;) , 7; =7(x;) gilt (vgl 3.23)
€j+1 = € + h(go(xj,u], h) - 90(1']7@]7 h)) - hp+1?j + O(hp+2)'

Mit Taylorentwicklung folgt:

_ N . 1
o(xj,uj, h) = (25,75 + €5, h) = p(x5, 95, h) + ejpy(zj, 95, h) + 56?%1/(%777]'7’1)

fiir ein n; € I(f&j,@j + ej).
Wegen der Konsistenz gilt weiter: hlimo o(z,y,h) = f(z,y)

— Soy(xvyao) = fy(xay)
- Taylor -
- @y(xjayﬁh) = @y(xjaijo)—i_o(h)
= fy(-fjﬂjj)"’O(h)

Vor.
2 play) + O(h).
Einsetzen in die Gleichung fiir ej41 ergibt:

€j+1 = €j(1 + hp(a:j)) — thrl?j + O(h2€j) + O(he?) + O(hp+2.)
Setze €j = h™Pe;, so folgt

&jr1=¢€j(1+hp(z;)) —h7;  +O(h%&;) + O(RPHET) + O(h?)

£ Euler—Verfahren angewendet auf (SG)
Konsistenz des Euler-Verfahrens
= € =y(z;) + O(h).

Also folgt
€ej = Uj — ﬂ(ij) = hpéj = hpg(l’j) + O(hp+1).

Beispiel 3.42
Sei ® das Eulerverfahren und f(z,y) = Ay, A € R yo gegeben. Sei I =1[0,b], b > 0 und ug = yo.

= (@) = yoe™. ()
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Fiir den Abschneidefehler gilt:

sowie p(z) = fy(z,9) = A und pg = 0.
Also lautet (SG):

7 (x) = A\j(z) — yoy e
y(0) =0
Losung von (SG) ist g(z) = —yo’\;xe
Mit Satz 3.41 folgt:

A\x

uj = G +y(yh+O(h?)
= ij — yo%xjemjh + O(hz)
Direkte Verifikation: Nach dem Euler-Verfahren ist

ujt1 = (1 4+ Ah)u;.
Induktion = wjt1 = (1+ M)y fiir j=1,...,n—1.

Weiter ist Tavlo fiir oA
(14 hxy TIOLI o2 ye o)
— (+hA)y BRI e X e 4 o(h2)
. 22
= (1+hX)yo = iy —yor; =e N -h + O(h?).
—— —— 2
=u; =7j(;) —3(z,)

Folgerung 3.43
Gilt spezieller als in Satz 3.41

eo = poh? + p1hPT 4+ ..+ pphPTF 4 O(hPHEFY)

und
Tn(l'vy) = 'Fo(l')hp + ’7_'1(x)hp+1 4o+ 7—_khp+k + O(hp'f‘k‘-i-l)’

so gibt es Funktionen ¥y, ..., yi, so dass
uj = §(x;) + Go(x;)hP + ...+ gr(z;)RPTE £ O(RPTFTY)

Die Funktionen g, ..., §x geniigen den Storgleichungen

p(z)yi(x) — Ti(z), Vi=0,..., k.

£ | %i(x)
(5G1) Yi Pis

yi(a)

Beweis: Die Behauptung folgt induktiv unter Verwendung von 3.41.
3.44 Extrapolation

Seien I, I, zwei dquidistante Gitter auf I mit h' = ¢gh, 0 < g < 1. Sei weiter x € I, N I}y und es
gelten die Voraussetzungen von Satz 3.41.
Seien up, up die Nahrungslosungen des gleichen Verfahrens ® auf I, bzw. I;,,. Dann gelten:

[m]
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1) up(z) = §(z) + y(z)h? + O(hP*1),
2) up (z) = §(x) + §(x)gPh? + O(hP ).

(1)

Setzt man nun v’ := aup(x) + fuy () mit a = —% und 3 =1 — «, so folgt

g (2) = §(x) + O(hH).
(Dies ist die Idee der Richardson-Extrapolation!)

3.45 Schrittweitensteuerung beim ESV
® sei ESV mit Verfahrensfunktion ¢, I, Gitter auf I und uy, : I, — R Naherungslosung.
Nach Beweis von Satz 3.23 gilt:

1
lenlly < F e + Jegle™ =,

wobei 7 obere Schranke fiir den Abschneidefehler ist.

Sei |eg| < e. Ist dann 7 < %BL(L%G) =:nund ¢y < %eu%a)v so gilt:

lenll, <&
Idee: Wihle in jedem Schritt die Gitterweite h; > 0 so, dass h; maximal ist und 7 < 7 erfiillt ist!

Darstellung des Verfahrensfehlers:
7 geniige dem lokalen AWP

y' = fz,y),

y(a*) = 2%,
wobei f die Voraussetzungen aus Satz 3.41 erfiille.
Dann gilt fir z € {z*, 2" + h}

up, = () + go(x)hP + g1 (z)hPT + O(hPT2).

Es folgt:
(@ y) = —jo(a* + h)WP~t —ji(a* + h)hP + O(hPT1)

Tayl
L gyfa) + O,
Ansatz: Berechne h ndherungsweise durch
h go(x)| =7 (4)

1.Variante: Schétzung von h mittels Extrapolation.

=

1.) Bestimme Néherungslésung vy in 2™ + h ausgehend von (z*, 2*) bei Schrittweite

Sl

2.) Bestimme Niherungslosung v in 2* 4 h ausgehend von (z*, z*) bei Schrittweite
Mit 3.41 folgt

(1) §@* +h) — v = —go(a*)hPH + O(APH2),

@) i+ B - =g (3) + o).
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yA
9 ¥ hy;

Abbildung 3.7: Schitzung mittels Extrapolation

(2)_(1) 7 — * V1 —U 7
= h”“yé(@“) =i T O(hptz)v
= gpla) = AP s+ O(h).

Einsetzen in (A) ergibt fiir A die Schétzung

g 21 nh
- 2rtl ”Ul —'UQ‘.

Empfehlung:

Ist h € {%, 2]3], so arbeite weiter mit h; := h,
andernfalls fiihre eine neue Schétzung mit h := h durch.

Grund: Die Schrittweite soll nicht zu stark schwanken.

Sinnvoll: Abbruchbedingung: Wenn h < 10~¢, d > 0, dann Abbruch.

2. Variante: Schitzung von h mit Verfahren héherer Konsistenzordnung.

Seien @, ® Verfahren mit Konsistenzordnung p, ¢, ¢ > p und seien fiir ®, ® die Voraussetzungen
von Satz 3.41 erfiillt.
1.) Berechne v; in z* + h ausgehend von (z*, z*) mit ® und Schrittweite A.

2.) Berechne vy in z* + h ausgehend von (z*, 2*) mit ® und Schrittweite h.
Mit Satz 3.41 folgt:

(1) gl + iz) —v = _g[’)(a;*)]}pﬂ + O(hP*2),
(2) §(x* 4+ h) — vy = —gh(x*)hIt + O(ht2).

P ety = =D e 4 O,
Einsetzen in (A) ergibt:
p ;”7(1 — Eq—p)

h=h
[v1 — va
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Aufwandsvergleich:

Variante 1: 100% Mehraufwand (Zwischenpunkt)

Variante 2: Bei verschiedenen Verfahren i.A. Summe aus Aufwand von ® und @ (fiir die Praxis
besser!).

Realisierung von Variante 2 mit eingebetteten R.-K. Verfahren

Idee: m-Stufen

0
az | P21
Om Bm71 R /Bm,m—l
4! <o Im—1 Tm
:)/1 e :Ym—l :)/m
wobei @ definiert durch 5;,7 = 1,...,m die optimale Konsistenzordnung
und ® definiert durch 7;,4 = 1,...,m eine um 1 kleinere Konsistenzordnung liefert.

Vorteil: Die Stufenfunktionen k; miissen fiir ® und ® nur einmal berechnet werden.

Beispiel: Das Verfahren von Dormand-Prince (m = 7)

0
1 1
5 | 5
3| 3 9
10 | 40 40
4 44 _ 56 32
5 | 15 15 9
8 | 19372 25360 64448 212
9 6561 2187 6561 729
1 |7 355 46732 49 5130
3168 33 5247 176 18656
1 | 35 0 500 125 2187 11
348 1113 192 6784 84
5179 7571 393 92097 187 1
7 | 57900 16695 640 339200 2100 40
< 35 500 125 2187 11
7| 318 0 1113 192 ~ 6784 84 0

= ply) =4, p(¥) =5
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3.4 Mehrschrittverfahren

Um Mehrschrittverfahren zu untersuchen benétigen wir einige Sétze aus der Theorie linearer Diffe-
renzengleichungen, die wir im folgenden Abschnitt formulieren.

3.4.1 Theorie der linearen Differenzengleichungen

Definition 3.46 (Differenzengleichung)
Sei U := {u: Ny — C} die Menge der komplezen Zahlenfolgen mit u; = u(i). Seien
keNy, feU, a; €C,i=0,...,k—1 gegeben. Dann heifst:

(DGYy,) Upik + Qp1Unyk—1 + ...+ aou, = fr ; n €Ny

Differenzengleichung der Ordnung k.
(DGYy,) heifst homogen, falls f =0, sonst inhomogen.

Lemma 3.47
Sei eine homogene Differenzengleichung mit Ordnung k gegeben.
1) Seien uy,...,ux—1 € C gegebene Anfangswerte einer Folge uw € U. Dann gilt: Es gibt genau

eine Folge v € U mit diesen Anfangsdaten, welche der Differenzengleichung geniigt.

2) Die Menge aller Losungen der Differenzengleichungen bildet einen k-dimensionalen Unterraum
von U. Basislosungen sind definiert durch:

u(]:) = (u(j))nGNoa
ug)zénj 0<n,j<k-1,
u) erfiillt die Differenzengleichung fiir 0 < j < k — 1,

Beweis: 1) Durch vollstandige Induktion, 2) nachrechnen.

O
Definition und Satz 3.48 (Charakterisisches Polynom)
Fir (DG}) homogen heifst
p(t) =t* + a1 t* T+ + g
charakterisisches Polynom. Seien Ay, ..., Ay, Nullstellen des Poloynoms p mit Vielfachheit mq, ..., mp,

mit Y ;" m; = k. Dann sind dquivalent:
1) w ist eine Losung von (DGYy),

2) u = (Un)neny s Un =D ey Pi(n)A?, n € Ny, wobei p; € Ppy,—1 sind fiir i = 1,...,m.

Beweis:
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1) = 2) ug,...,ux_1 seien Anfangswerte einer gegebenen Losung von (DGYy). Setze
0 1 0
A= € Ck*k "Begleitmatrix von p”
0 0 1
-y ... ... —Op_q
Un,
und 4, = | € C* "Folgenabschnitt n’.
Un+k—1
Dann gilt:

Induktion
=

ﬁn - Aﬁn_l Up = Anﬁo

Nach linearer Algebra ex. eine invertierbare Matrix S, so dass A = SJS™!, wobei J die
Jordansche Normalform von A ist.

Ao 1 0
J1 0 N
Also J = mit J; = . . ' € Cmaxmi
0 In ol
0 by
Dann folgt induktiv: A" = SJ"S™!, wobei
P P N BN PO
Jr = 0 (DA
0 0 AP

mit (?) =0 fiir j > n.

(?) ist fiir festes j und n € Ny ein Polynom vom Grad j in n.

= J]" enthilt Koeffizienten nur vom Typ p;(n)A? mit Grad von p; < m; — 1.
Also hat u,, die angegebene Form.

2) = 1) U.A.

Beispiel 3.49
Up+3 — 4Upto + DUupt1 — 2u, = 0 mit Startwerten ug = 1, u; = 2, ug = —1.
Das charakteristische Polynom ist:
p(t) = 3 — 4t 4+ 5t — 2
= (t - I)Q(t - 2)7

— Alzlmitm1=2, /\2=2mitMQ=1.
Mit Satz 3.45 folgt:
Up, = p1(n)1"™ 4 pa(n)2".
Mit p1(n) = a+ fn und pa(n) = v folgen die Bedingungen:

2 =uw=a+B+2y = fpB=5
-1 =us=a+28+4y vy=—-4
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Also ist die eindeutige Losung der Differenzengleichunggegeben durch:

Uy, = 5(1 4+ n) — 2"*2,

Bemerkung 3.50

Fiir die Matrix A gilt stets Rg(A — AI) > k — 1 fiir A € C.

Ist A Eigenwert von A, so gilt dim Eig(\) = dimker(A — AI) < 1.
—> Fiir jeden Eigenwert A\ gibt es hochstens einen Jordanblock.

Satz 3.51 (Wurzelbedingung von Dahlquist)
Sei (DGY) eine homogene, lineare Differenzengleichung mit charakteristischem Polynom p. Dann
sind dquivalent:

1) Jede Losung von (DGYy,) ist beschrinkt.
2) Die Nullstellen A\; von p erfiillen

(i) |nl <1,
(ii) |N] =1 == )\ ist einfache Nullstelle.

Bewes:

2) = 1) Die Behauptung folgt direkt aus Satz 3.48, da

m
nlgrolc [un| = nlirrgoz; Ipi(n)|| " < C.
1=

1) = 2) Sei up, = A?. Dann folgt aus lim |u,| < C auch lim |[)\;|" < C und somit |A;| < 1.
n—oo n—oo
Sei weiter A; NST mit Vielfachheit m; > 2. Dann ist u,, = nA} eine Losung und mit Satz 3.48

folgt:
lim |u,| <C = lim n|\}|<C = |\| <L
n—oo n—oo

Definition 3.52 (Verschiebeoperatoren)
E:U — U, u+—— Eumit (Fu), = tps

—  (ug, uy, Uz, ...) — (ug,us,us,...)

Up_1, n=>1

E1Y.U — U, uvr— E‘lumit(E_lu)n—{O "0

= (ug,uy,us,...) — (0,ug,us,us,...)

Bemerkung 3.53
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1) EE~'u = u, aber E~'Fu =u — upe®) mit eq(f) = 0y, fiir j,n € Np.

2)Esist B/ :=F-...- E
-
j—mal
= p(E)u=f "Differenzengleichung” (DGYy).
Lemma 3.54

Sei (DGY},) gegeben. Definiere vU) := E=7=1y(* =1 mit *—1) Basislosung von p(E)u = 0. Dann gilt:

p(E)o") = e fiir j € No.

Beweis: U.A. O

Satz 3.55
Sei p(F)u = f inhomogene Differenzengleichung der Ordnung k. Dann gilt:

(i) @:=>.0%, fav™ ist eine Losung.
(ii) Alle Losungen haben die Gestalt:
u = U+ u mit @ ist Losung von p(E)u = 0.
( = Losungsmenge ist k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von U)
iii) Fir gegebenes AWP p(F)u = f mit u; = 6; flir i =0,...,k — 1 gilt:
(iii) Fiir geg p g
u = U+ u,

wobei 4 Losung von p(E)u =0ist mit ;= 3;, i =0,...,k— 1.

Bewets: Nachrechnen. .

Bemerkung 3.56
Es gilt vgj ) — 0 fiir n < k4 j — 1, also insbesondere u,, := E;:gj fjuglli_jljl.

Beispiel 3.57

1) Sei p(t) = -1 ;i f = (fa)nen mit fr :=n
— NST von p(t) . A1/2 =41

a) Homogene Losung: 4, = a1™ 4+ 3(—1)" (nach Satz 3.48).
b) Spezielle Losung des inhomogenen Problems:

1. Ansatz: u,, = An + B
— n=fn = (p(E)U)n = lnt2 — Uy
= An+2)+B—-An—B=2A
Ansatz schldgt fehl, da A unabhéngig von n gewihlt werden muss!
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2. Ansatz: 4, = An®? + Bn
= n=fyp=Up2—tn=A4-(n+2)2+B(n+2)— An* - Bn

Sortiere Terme mit Faktor n?,n,1. Dann folgt durch Koeffizientenvergleich:

Terme mit n?:

=1
Terme mitn: 4A+B-B=1 = A:4_l
Terme mit 1: 4A+2B =0 -2
Eine spezielle Losung ist also:
1 1
Uy, = -n® — -n
c) Wir erhalten eine allgemeinere Losung: v = @ + @
Up = an —-n+a+B(-1)"
! 2
2) Sei p(t) =t? — 1 und f, =n + 2"
a) Homogene Losung wie in 1).
b) Inhomogene Losung:
Ansatz: 4, = An® + Bn + C2"
Koeffizientenvergleich: ¢ = % , A= % , B= —%
c) Allgemeine Losung:
1 1 1
Uy = Zn2 —gnt g2” + a4+ B(-1)"

Loésung von Differenzengleichungen im Hauptfall:

Seien f, := 22:1 gj(n)py mit p; € Cq; € P mit Grad(gj) =: g;. p; sei mj-fache NST von p mit
0<m; <k (mj=0 = p; keine NST von p).

Ansatz: 4, = Z§:1 n™iq;(n)py mit g; allgemeines Polynom vom Grad g;.

In Beispiel 1): i =15 1 =1; q1(n) =n.
In Beispiel 2): i =25 uy1 =1; pa=2; ¢1(n) =n; g2(n) = 1.

3) Weiteres Beispiel: f,, = n?(—1)" 4+ n* + n®2".
= i=3m =1l =1u=20q(n) =n° ¢ =n'¢gH) =n

3.4.2 Lineare k-Schrittverfahren

Es gelten die Voraussetzungen aus Abschnitt 3.3 fiir (AWP) und zusétzlich sei Ij, 4quidistant, d.h.
hj =h Vj.
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Definition 3.58 (k-Schrittverfahren)

a) Ein Verfahren ® zur Losung des (AWP) auf I heifit k-Schrittverfahren mit k € N, falls es
eine Verfahrensfunktion p = @(x,vo,v1, ..., v, h) mit (x + hi,v;) € Ky Yi=0,...,k,
h € (0, b’Ta] , @(x,v0,01,. .., 05, h) € [=M, M] gibt, so dass fir (dquidistante) zuldssige
Gitter I, mit gentigend kleiner Feinheit die Niherungslosung up(x;) =: u; durch die
Differenzengleichung k-ter Ordnung

E aitjyi = (), uj, Wi, - o Wik, b)

wohldefiniert ist fiir geeignete Startwerte, ug, ..., Up_1.

b) Ein k-Schrittverfahren heif$t linear, falls ¢ die Form

k
p(x,vo,v1,. .., vk, h) = Zbif(ﬂf +ih, v;)

=0

hat.

Definition und Bemerkung 3.59
1) Ist p(t) = Zi’c:o a;t’ das sogenannte 1. charakteristische Polynom von @, so schreiben wir

¢ = (pa ()0)

Ist das Verfahren linear und o(t) := Zf:o b;t das so genannte 2. charakteristische Polynom
von P, so schreiben wir

@ = (p,0).
2) Implizitheit ist grundsétzlich zuléssig.

3) Fur k = 1 erhalten wir dei Definition von Einschrittverfahren.

Definition 3.60 (Abschndeidefehler und Konsistenz)

1) Firh e (0,24, = € [a,b—kh] undy € CY(I) : y'¢) = f(&y(§)) auf [,z + kh] mit
(x 4+ hi,y(x + hi)) € Ky, j=0,...,k heifst

k
1
y) = > aiy(e + hi) — (e, y(2), y(@ + h),..y(e + kh), h)
1=0

der lokale Abschneidefehler.
b) Ist (x,7) = o(1) firh — 0, so heifst & konsistent mit (AWP), falls die Anfangswerte

U, . .., Up_1 konsistent sind, d.h. u; e Yo firi=0,...,k—1.
Ist h(x,5) = O(h?) , p €N firh — 0, so hat ® die Konsistenzordnung p, falls die
Anfangswerte die Konsistenzordnung p haben, d.h. |u;—yo| = O(h?) firi=0,..., k—1.
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3.61 Mehrschrittverfahren resultierend aus Quadraturen

Ansatz: Interpolationsquadratur des Richtungsfeldes.
Aus y' = f(x,y) folgt fiir z;, ;11 € [a,b]
Lj+k

y(2jk) = 4(@54q) + / £t y(t))dt

Tjt+aq

fir0<g<k-1.

Idee: Approximation mit geeigneter Quadraturformel (siehe Abb. 3.8).
S

Approximiere ff]:k f(t,y(t))dt = h ) b f(xjqs, ujps) mit 0 < s < k.
e (=0 N—
=:fj4i

Erhalte MSV: .
Ujik = Ujrq+h Z bi fj+i-
i=0
Ist s < k, oder by =0 = Verfahren ist explizit.
Ist s =k und by # 0 = Verfahren ist implizit.

Ansatz zu Bestimmung der b;: Ersetze f(t,y(t) durch Polynom p; vom Grad s, 0 < s <k, so
dass p; die Daten (244, fj4+:) @ =0,...,s interpoliert.
Berechne die Koeffizienten b; durch Lagrange-Ansatz:
S
. t—x;
pi(t) = i Lij(t) fis mit Lij(t) =[] —2= = Li(zj41) = da
1=0,1#

; Tt

1 [Fi+k
bi:h/ Lij(t)dt.

Jj+a

Dann ist:

Bemerke: Auf dquidistanten Gittern hangen die b; nicht von A und j ab.
Im Sinne von 3.58 und 3.59 folgt:
Uik — Ujrq = hep(2j, 15, - U, D)
mit ¢(x, v, Vi, ..., vk, h) = D> ;o bif (x4 ih,v;).
= p(t) =tk -t 1. charakteristisches Polynom,
S .
= o(t)=> bt 2. charakteristisches Polynom,

=0
= 2= (p,0).
Satz 3.62
Seien f € C**t1(S) und ® = (p, o) ein k-Schrittverfahren der Klasse 3.61. Dann hat & die Konsi-
stenzordnung s + 1, falls die Anfangswerte diese Konsistenzordnung haben.
(Fiir k gerade, ¢ = 0 und s = k gilt sogar "s+2")

Beweis: Setze t; =z +ih, i =0,...,s. Sei p(t;) =y (t;) = f(ts,y(t;))

Satz 1.4 1
(s 1)

— plt) — f(t.y(t)) T[¢-t) o)
1=0
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I ntegrationsgebiet

fA

Interpol ationsgebiet

Abbildung 3.8: spezielle lineare Mehrschrittverfahren

fiir ein & € (to, ts).

S
= 7(z,§(2) = +[H+kh) —g(x+qh)] -+ > bif(z+ih, Gz +ih))
i=0
z+kh ~ x+kh
= h T-‘rqh / dt - f +qh

= L (Feaw) - p<t>)dt

()
z+kh s
= e .quhm—t) (42 (¢, )dt,
= [m(@,9@)] < G [50 op 5) (k = @)k
< O(g,s) ¥t -
——
konstant

3.63 Berechnung der Koeffizienten b;

Es st by = (—1)" 35, (b5, 0 <7 <smit b = [ (")t

Mit a := ¢—k, b:=k— s entstehen die b} = b!(a,b) als Taylorkoeffizienten der Funktion g(z, a, b)
bei der Entwicklung um 2z = 0, wobei

O e O z)_b
9(z,a,0) := In(l—2) In(l-—2z)

= g(z,a,b) =Y 2 b (a,b)z mit a <b <1, |z] < R < 1. g heiRt erzeugende Funktion fiir b} .
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Definition 3.64
1) ¢ =k — 1 "Adams-Verfahren”
2)q=k—1, s=k— 1 "Adams-Bashforth-Verfahren”, explizit
3)q=k—1, s =k "Adams-Moulton-Verfahren”, implizit
4) q=k—2, s=k—1 "Nystrom-Verfahren”, explizit

5)q=k—2, s =k "Milne-Simpson- Verfahren”, implizit

3.65 MSV resultierend aus Differentiationsformeln (BDF-Verfahren)

Ansatz: Interpoliere die Daten (xj,u;), ..., %4k, ujr) mit p(z) und verwende p'(zj44) als Ap-
proximation fir ¥ (xj4q) = f(Tjtq Y(Tj4q))-

k = implizites Verfahren
q<k—1 = explizites Verfahren

Lagrangeansatz fiir p(x):

xj—&-q ZLU Tjrg)h Ujpi = h f(Tj1q, Uj1q),
—_—
—.az =P

wobei a; unabhéangig von 7 und von h ist.
— p(t)=SF jait’, o(t)=t9, = &= (p,0) "BDF-k Verfahren”.

Satz 3.66
Sei f € C*(S). Dann gilt fiir das BDF-k Verfahren aus 3.65:

Die Konsistenzordnung ist p = k£ bei hinreichend konsistenten Startwerten.

Beweis: U.A.

Satz 3.67 (Charakterisierung der Konsistenz von MSV)
Sei ®(p, ¢) k-Schrittverfahren mit k£ > 1. Seien uy, . .. ug_1 Startwerte. Dann sind dquivalent:

1) @ ist konsistent mit (AWP).

2) a)u; — yoflirh — 0;i=0,...,k—1,
b) p(1)g(x) =0,
¢) p(z,9(x),...,y(x+ kh),h) — p' (1) f(z,5(x)) — 0 fiir h — 0.

Beweis:

Ml) _— 2)77
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a) folgt direkt aus der Definition von Konsistenz.

b) & c):

k k
;aigj(:r—&-ih) = ;)az g(x) +ihy'(z) + o(h))
= p()ij(x) + ' (A () + o(h)

Es folgt:
(e, 3(@) = 3 [p(03() + 0 (Dhg()] — ol §(x), . 5+ R), 1) +o(1) ()

PBID] < (e, G|+ 0 () F @ 5(2)) = ()] + o(1)

< C unabhéingig von h

Also folgt p(1)
Einsetzen in (*
)

pr()f (2, y(a
"2) = 1)” Folgt direkt aus (*).

y(z) =
)erglbt dann
) — oz, g(x),...,5(x+kh),h) =0(1) (h—0). = 2c).

Folgerung 3.68 B
Ist ® = (p, o) ein lineares k-Schrittverfahren, so gilt:
® ist konsistent mit (AWP), genau dann wenn 3.67 2a) und p(1) =0, p/(1) = o(1) erfiillt ist.
Beweis: 7Zu zeigen: p'(1) = o(1) <= 3.67 2¢) gilt ( 2a) und 2b) gelten sofort).
k
Da (z,§(x), ..., §(x + kh), h) = 3 bif (x + ih, §(x + ih)) Zb fla
i=0
v
=a(1)
fir h — 0, da f, 7y stetig.
= 2¢) ist erfiillt < p/(1) =o(1). 5

Bemerkung 3.69
Konsistenz und Lipschitzstetigkeit von ¢ bzgl. vy, ..., v ist nur fiir K = 1 hinreichend fiir die Kon-
vergenz! (vgl. Ubungsaufgabe).

Definition 3.70 (Asymptotische Stabilitét)
Sei & = (p, ) k-Schrittverfahren mit k > 1. Sei Cy, := {u : I, — R} der Funktionenraum
der Gztterfunktwnen Sei Fy, : C,, — C}, fiir v € Cy, definiert durch

(Fp(v))i=v;i—w;, i=0...k—1, u; Startwerte,
k
(Fr(v)jir == % Yoy — @z, v, vk, h) fir j=0,...,n—k.
i=0
Fy, heifit Defektfunktion.

Das Verfahren ® heifst asymptotisch stabil, genau dann wenn

AK, H > 0: Vh € (0, H) und Yv,w € Cy:

[o = wll, < K[Fu(v) = Fu(w)ll, -
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Bemerkung 3.71

1) Durch Fj(u) = 0 wird die Verfahrenslosung des k-Schrittverfahrens & fiir (AWP) implizit
beschrieben, falls ug, ..., ur_1 Startwerte sind.

2) Ist Fp,(vp) = €, mit g, Stortertm (etwa durch Rundungsfehler), so folgt aus der Stabilitét:

lun = vally < K| F(un) = F(on) [ln = K lenll,
—— ——

=0 =€p

3) Frn(Ujt+r) = Th(Tjsr, 9)

Satz 3.72 (Charakterisierung stabiler k-Schrittverfahren)
Sei & = (p, ¢) k-Schrittverfahren mit k& > 1. Gelte:

(i) f=0 = =0 (bei linearen Verfahren stets erfiillt),

(ii) ¢ sei Lipschitzstetig bzgl. v, ..., v, d.h. es ex. ein L > 0 mit

‘(,0(37,’[)0,. . .,’Uk,h) - QO([C,’U)O,. "7wk7h)’ S E()Iglagxk’vz — W;j

(bei linearen Verfahren erfiillt, falls L-Bedingung gilt.)
Dann sind dquivalent:
a) @ ist asymptotisch stabil.

b) p erfiillt die Wurzelbedingung von Dahlquist (vgl. Satz 3.51).

Beweis: Gelte stets (i), (ii).
a) = b) Sei ® asymptotisch stabil. Dann folgt fiir f =0 ¢ = 0 nach (i) und es ist
(Fp(v))i=vi—ui, i=0,...,k—1,
(Fr(v))jtr = }17 i aivjyi, j=0,...,n—k.
Nach a) 3K, H > 0: -

lu—vll, < K |[Fp(u) = Fa(v)ll, = K [[Fr(u =),
Vh € (0, H) und Yu,v € Cj,.
Also gilt fiir alle w € Cy, : ||w||,, < K || Fp(w)]|,-
Fiir die Losung @ der Gleichung Fj (@), =0, j =0,...,n — k (homogene Gleichung) folgt:

llall, < K max |u].

0<i<k—1
— Fiir beliebige Startwerte o, . .., Ur_1 ist die Losung der homogenen k-stufigen Differen-
zengleichung Zf:o a;vj+; = 0 und v; = u; fiir i = 0,...,k — 1 beschrénkt.

Also folgt mit Satz 3.51, dass p die Wurzelbedingung von Dahlquist erfiillt.
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b) = a) Seien v,w € C},, dann gilt:
(Fh(v) = Fp(w))i =vi —w;, i=0,...,k—1
(Fi(v) = Fa(w))jpr = + 3o ai(vji — wjpi)
—p(xj,v5, ..., Vjgk, h) + o(zj,wj, ..., wjyr, h) fir j=0,...,n—k.
Setze 0y :=vy —wy,, p=0,...,nund d, := (F,(v) — Fp(w))u, p=0,...,n sowie

(*) Ny = du—l—k + @(xua Vs -+ - Optks h) - ‘P(xuv Wy -+ - Wtk h)

k
Dann gilt > a;0;4; = hn; fir j =0,...,n — k.
i=0
Sei 9, vorgegeben fiir u = 0,...,k — 1. Mit Satz 3.55 folgt

k—1 J
7 k—1
(+4) Ok =3 5Z“§+)k +2 h”ﬂ“§'+k2ufl’
=0 pn=0

wobei u®) fiir v = 0,...,k — 1 Basislosung der homogenen Differenzengleichung ist, d.h.
Zf:o aiugljr)i =0 und ugj) =0py fir 0 <n,p <k-—1.

Nach Voraussetzung a) und Satz 3.51 folgt u| < M, neNy, 0<v<k-—1 Mit (*) gilt

(i) ~

< I |
Mul < |dpyr] + Ol"gggkléml
————

=€

Also folgt aus (**) und §; = d; firi=0,...,k — 1

J J
16,40kl < Mdk + MR (d+ Le,) = Md(k+ (j+ 1)) + MhL) ey,
pu=0 n=0

mit d := || Fu(v) = Fu(w)l, = max |d, |

Beachte: Die rechte Seite ist monoton wachsend in j. Also folgt

J
ej < Md(k+ (j + 1)h) + hML "¢,
n=0

— £;(1—hML) < Md(k+ (j + 1)h) + ML Y/ e,

Fir h < H := —L- ist hML < % und wir erhalten

oML
j—1
e <2M(k+ (b—a))d+2ML  he,.
;c =D p=0

Mit diskretem Lemma von Gronwall folgt:
g; < cePb=9)q  fiir j=0,....,n—k.

Mit K := ceP(®=9) folgt hieraus schlieRlich

lo = wll < K[ Fp(v) = Ea(w)]l -
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Folgerung 3.73

(i) Fiir L-stetige ¢ sind ESV stabil.

(ii) ®(p, ) und ¢ L-stetig, dann gilt:
® stabil <= @y = (p,0) stabil.

Satz 3.74 (Konvergenzsatz von Dahlquist)
Sei @ = (p, ) k-Schrittverfahren mit k£ > 1. Sei ® konsistent mit (AWP) von der Ordnung p > 1
und seien die Voraussetzungen aus Satz 3.72 erfiillt. Dann sind dquivalent:

(i) @ ist konvergent mit Ordnung p.

(ii) @ ist asymptotisch stabil.

Beweis:

(i) = (ii) Indirekter Beweis. Annahme: ® ist nicht stabil.
Dann folgt mit den Sétzen 3.51 und 3.72, dass p die Wurzelbedingung nicht erfiillt. Folglich
hat p(E)u = 0 eine unbeschrankte Losung.
Wahle f = 0, = 0 und konsistente Startwerte, so dass u,, divergiert fiir h —— 0.Dies ist
ein Widerspruch zu (i).

(ii) = (i) Sei yp, := |7, Dann gilt:
(Fn(On))i = g(zi) —uiy, 0<i<k—1,

(Fh(gh))j+k = Th(wjag) ’ J = 07 s, — k.
Also folgt:

Fn(gn) — Fy(up) = Fy(yn) — 0

und somit

~ Pstabil ~ ~ »
19— unlly = K[ER(Gn) — Fulun)llp = KN Fa(@n)ll, = (O(R),

da ® konsistent von der Ordnung p ist.

Bemerke: Aus dem Beweis des Konvergenzsatzes von Dahlquist folgt fiir ein asymptotisch stabiles
k-Schrittverfahren ® = (p, ¢) die Fehlerabschitzung

~ k—1 —k ~
15— upl|,, < K max <nia:aOX |9: — uil,rrflagwh(xi,y))-

=l

Folgerung 3.75

1) Fir MSV der Klasse 3.61 gilt:
Ist 0 <g<kund k—1<s <k, soist das Verfahren konvergent mit Ordnung s + 1.



3.4. MEHRSCHRITTVERFAHREN 95

2) Fiir BDF-Verfahren (3.65) gilt:
Die Verfahren sind konvergent, falls

a)g=k<6 (implizit),
b)g=k—1<1 (explizit).

Beweis:

1) Nach Satz 3.62 sind die MSV mit Ordnung s + 1 konmsistent fiir f € C**1(S) und es ist
p(t) = tF — 9 = t9(th=9 — 1),
S S
=> NST von p sind: \; = 0 (q-fache NST) und Aj;o = et fiir j =0,...,k —q—1
(einfache NSTen).
= p erfiillt die Wuzelbedingung.

3':>72 Verfahren ist asymptotisch stabil.

% Konvergenz mit Ordnung s + 1.

2) U.A.

Beispiel 3.76 (Milne-Simpson fiir k = 2)

Verfahren:
h

3 [f(zjr2,ujpo) +4f(xj1,ujp1) + f5,u5)]

Uj+2 — Uj =

Betrachten wir dieses Verfahren fiir ' = Ay, A < 0,y(0) =1 :
= j(z) = .
Fiir t := Ah folgt fiir das Verfahren:

t 4 t
— *tuj'_;,_l — (1 + g)’uj = 0,

ujta( 3) 3

= p(p) = p2(1 = §) — pgt — (14 5).
Nullstellen:
p1=1+t+ 0% =el(1 +O0(t?)),
po = —1+L+0(t%) = —e5(1+0(t?))

Mit den Startwerten ug = 1,u; = 1 4 ¢ folgt:

Ah

uj = [+ + 007 M (14 O(AR))
guter Term (konvergent)
Ah 272 —Az; j
+[——= + O(X\*h?)] e i(—1) (1+ O(AR)).
2 —_— ——

parzitarer Term (divergent)

Der parazitare Term wird fiir A < 0 exponentiell groft und dominiert das Verhalten.
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Satz 3.77 (Konsistenzordnungskriterien fiir lineare MSV)
Sei ® = (p, o) lineares MSV mit k£ > 1, d.h.

k k
D aiuj=hY bifje mit fipo= f@ie,u).
i=0 i=0

Fiir g € CY(I),I = [0,b — a] definiere Operator

k

> (aig(ih) — hbig'(ih)).

=0

K(g,h) =

>~

Sei f € CP(S). Dann sind aquivalent:
(i) 7n(z,y) = O(hP),
(i) K(t*,1) =0 fir s =0,...,p,

(iii) A = 0ist (p + 1)-fache NST von p(e*) — Ao (e?),

)
)
) A
(iv) A =1 ist p-fache NST von % —o(N)
(v) Die Konsistenzordnung fiir 4/ =y, y(0) = 1 ist p.
)

(vi) Die Konsistenzordnung fiir 3 = sz*~!,y(0) = 1 ist p fiir alle s = 0,...,p

Beweis: Wir zeigen die Aquivalenz von (i), (ii) und (iii). Fiir die Aquivalenz zu (iv), (v) und (vi)
siehe U.A.

(i) <= (ii): Ist f € CP(9), so folgt § € CPH(I)
Taylorentwicklung von g und 3/’ liefert:

o | 3+ in) = &oy%)ish‘WO(hp“),

s!
J(x+ih) = Y0 L0@ L gis=1ps=1 4 O(hP),

s!

Mit z; = x + ih folgt fiir den Abschneidefehler:

k

htn(z, ) = > aif(w;) — hbiy' (2;)
i=0
(i) . ) ‘ ] rs—1 p+1
= p(1)y(x) + ; (;}(aﬂ —bisi®™7)) | + O(h)
n p -
Def. g(g,h) 3 hsy(s)(fl})%K(tg 1)+ O(hp—H)
s=0
Also folgt die Behauptung.
(ii) <= (iii): Nach Teil 1 gilt:
" ks
T e +1
hrp(x, e®) eZS'K 1)+ O(RP™).
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Andererseits folgt aus der Definition:

k . .
hr(x,e*) = hK (et h) = € Z(GZP — hb; ()Zh)

Also folgt
p LS
ple" -y K
s=0

=:1(h)

Entwicklung von I in h = 0 ergibt die Behauptung.

Folgerung 3.78

1) Ist g(t) = y(z + t), so folgt K(g,h) = m(x,y).

2) Ist f € C(S) und ¢ > p, p Konsistenzordnung, so gilt:

a i) ,
5=y Y S!( )K(t 1)+ O(hY).

s=p+1

K (tP*1,1) heikt "Hauptfehlerkoeffizient”.

Bemerkung 3.79

1) Fiir spezielle Klassen von linearen MSV kann analog zu Satz 3.41 eine asymptotische Entwick-
lung des globalen Fehlers angegeben werden.

2) Insbesondere gilt bei MSV: Die Existenz einer asymptotischen Entwicklung hdngt von der Wahl
der Startwerte ab.
Siehe hierzu auch Stoer/Bulirsch: Numerische Mathematik II [8].

3.4.3 Das Extrapolationsverfahren von Gragg

Idee: Anwendung der Richardsonextrapolation auf Mehrschrittverfahren.

Definition 3.80 (Mittelpunktverfahren)
Sei up, - I, — R definiert durch up(z;) =u;, 1=0,...,n mit

Up = Yo,
uy = ug + hf(xo, uo),
Ujt1 — Uj—1 = 2hf(xz,ul), 1= 1, e, = 1.
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Satz 3.81 (Satz von Gragg)

Fiir gentigend glattes f gilt fiir den globalen Fehler des Mittelpunktverfahrens:

N
wj = g(z) + > PP (vailz) + (D wai(xy) )+ OV
—

i=1 s
""oszillierender Term/!

mit n € N und ve;, we; unabhéngig von h.

(ohne Beweis)

Problem: Der oszillierende Term fiihrt zu numerischer Ausléschung.

Definition 3.82 (Graggsche Funktion)
Setze

1
Sj = S(ZL’j, h) = §[U] + Uj—1 + izf(xj7uj)],

wobei u; Losung des Mittelpunktverfahrens ist.
Dann folgt aus Satz 3.81:

5= ;) + W2l () + 1" (25)] + O(h?)

D.h. die Graggsche Funktion “glattet” den oszillierenden Term.
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Algorithmus 3.83 (Algorithmus von Gragg)

Seien f(z,y),%0,y0, H >0 und n € N gegeben.
Setze T =x9+ H,h := %,xi ‘= x9+ih, also z, =1.
Gesucht ist eine Ndherung fiir ¢(7).
Definiere dazu:

Uo = Yo,

uy = ug + hf(xo,uo),

U1 = U1 + 2R f (25, u;) .

Dann ist

1
S(a‘:, h) = 5[“71 — Up-1+ hf(xm un)]
eine gute Ndherung von ¢(Z).

Extrapolationsschema:

Setze h; = nﬁ fir ¢ € Ny

7

Berechne: S(z,hy),S(Z,h1),S(Z, ha),...

Mit dem Neville-Aitken Schema berechnet man dann

S(Z,ho) = Too \
S(Z,h)= Ty — Tn

T. — _hi—jTiJ—l + hz‘Tz‘—Lj—1
' hi — hi_;

T;; ist Extrapolation in h=0 = T}, ~ y(7).

Sei (n;)ien eine Folge mit 0 <ng<mn; <ng <..., z.B. Rombergfolge n; := 20,




100 KAPITEL 3. NUMERIK GEWOHNLICHER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

3.4.4 Pradiktor-Korrektor-Verfahren

Definition 3.84
Sei ®* = (p*,0*) ein explizites lineares k-Schrittverfahren

k

k-1
* . *
E a;Uji = h E b fivi
i=0

i=0
mit ay, = 1. ®* heifst Pradiktorformel.

Sei @ = (p, o) implizites lineares k-Schrittverfahren

k K
E aitjri = h g bifjti
i=0 i=0

mit ar, = 1,b # 0. @ heifst Korrektorformel

Algorithmus:

(P) u ]+k+2z oauJJrZ*hEk lb*fﬁi
Fir p=1,...,1:

1 —1
() f](ik: " = [(@jtk, ]l+k: ))
(©) j+k+Ztoa%+z—hbkf“l)+hZ bi fjti
1
(E) Setze ujik = Elk fivke = f(@jin, ﬁk)

Das Verfahren heifit P(EC)'E-Verfahren. (P)= explizite Niherung, (EC)'= Fizpunktitera-
tion fir das implizite Verfahren.

Bemerkung 3.85
1) Die P(EC)!E-Verfahren sind explizite, i. A. nichtlineare Mehrschrittverfahren.

2) Alternativ zum letzten E-Schritt kann man setzen:

R O] (1-1)

Dieses Verfahren heift P(EC)!-Verfahren und ist fiir die Praxis wichtiger.

Satz 3.86
Sei @* explizites k-Schrittverfahren mit Konsistenzordnung p* > 1 und ® sei implizites k-Schrittverfahren
mit Konsistenzordnung p > 1. Dann gilt fiir das zugehérige P(EC)! E-Verfahren:

1) P(EC)'E ist konsistent mit Ordnung p := min{p* + [, p}

2) Erfiillt p die Wurzelbedingung, so ist das P(EC)!E- Verfahren konvergent mit Ordnung p, falls
die Startwerte konvergent mit Ordnung p sind.
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3) Ist p < p* + 1, so hat das P(EC)'E-Verfahren den Hauptfehlerkoeffizienten des Korrektorver-
fahrens.

(ohne Beweis)

Bemerkung 3.87

1) Eine analoge Aussage zu Satz 3.86 gilt auch fiir die P(EC)!-Verfahren.

2) In der Praxis wihlt man héufig Adams-Bashforth (P) und Adams-Moulton (C) der gleichen
Konsistenzordnung und fithrt nur [ = 1 Iterationen durch. Man profitiert von dem deutlich
kleineren Hauptfehlerkoeffizienten.

3) Kennt man die Hauptfehlerkoeffizienten zu (P) und (C), so kann man anlog zum Vorgehen bei
ESV eine Schrittweitenkontrolle fiir die P(EC)'E erhalten.
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3.5 Steife Differentialgleichungen und Stabilitatsbegriffe

Beispiel 3.88

Betrachte AWP
Y (2) = qly — g(x)) + '(v)
y(a=0)=vyo; go:=g(a)

Seig<0, |¢/>0, |/(x)] < 1.
Dann ist die exakte Losung gegeben durch:

§(z) = g(z) + e (yo — go)-

Fir g; .= 9(z;) ; g5 := g(z;) folgt:

- h o/~
Uj+1 — gi+1 = 7 (U5 — 95)-
<1

= Fiir die exakte Losung wird der Abstand von § und g monoton kleiner.
Ziel: Das numerische Verfahren soll dieses Verhalten reproduzieren.

a) Euler explizit: Startwert ug = yp und h > 0:

= ujp1 — gj+1 = (L + hq)(u; — g;) + O(hQ)

Bei der Ndherung erhélt man nur dann eine Dampfung, wenn |1 + hg| <1 = Bedingung
an h (h < —1/q).

b) Euler implizit: Startwert ug = yo und h > 0:

1

1— hg
——
<1,Vh>0

— Ujr1 — Gjt1 = (uj — gj) + O(R?)

= Immer Dampfung, unabhingig von h!

Allgemeine Situation 3.89
Seien u und v Losungen des Systems

mit
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[Firn=1,zB. f(z,y) = qy, v(x) = g(x) (siehe Beispiel 3.85) |

Definition 3.90 (Steife Differentialgleichung)
Das AWP y' = f(x,y) heifit steife Differentialgleichung rechts von a, falls gilt:

1) X EWwvon J(x) = Re X <0.

2) Fiirn > 2 gilt:
3 EW Ay mit Ay < Ound |A\1| > 0 und 3 EW Ay mit |Aa] < |Aq].

Beispiel 3.91

y; 1 =1,2,3 seien Konzentrationen von Substanzen zur Zeit ¢, k; seien Reaktionsraten:

1 = —kiy1 + kayoys,
yh = k1yr — koyoys — ksy3,
/

Seien y1(0) =1, y2(0) = y3(0) =0.

Dann folgt fiir die EW von J(x)

x| M\ Ao A3
0|0 0 —0,04

1072 0 —0,36 —2180 — ’schr steifes System”
100 | 0 —0,0048 —4240
oo | 0 0 —104
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Definition 3.92 ((Absolute Stabilitét))
Sei y' = qy Testgleichung. Sei ® = (p, o) lineares k-Schrittverfahren, d.h.

k
(+) Y (ai—hgb)uje: =0; j=k,....,n—k
=0

7

und ug, . .., Up_1 gegeben.

Definiere das Stabilitatspolynom

pe(N) = p(N) — £ o(N)

D.h. pi(X) ist charakteristisches Polynom von (x) mit t = hq.
® heifit absolut stabil firt € C falls gilt:

teDg:={teC|p(\)=0 fireinAeC = | <1}

Dy heif$t Stabilitatsgebiet von ®.
Fiir ESV ® = ¢ der Form w1 = g(t)u; ist das Stabilitdtspolynom gegeben durch

pe(A) = A —g(t).

Beispiel 3.93 (Stabilitétsgebiete fiir explizite Runge-Kutta-Verfahren)
Siehe Folie aus Deuflhard, Bornemann [4, Seite 230].

Beispiel 3.94
Das Verfahren von Milne-Simpson ist asymptotisch stabil, aber nicht absolut stabil. Dies wurde in
Beispiel 3.73 gezeigt.

Weitere Forderung an ” gute” numerische Verfahren:

A) Ein fallender Exponentialterm der Losung von y' = qy soll stets (fiir alle h) fallend genédhert
werden

Dies fiihrt auf den Begriff der A-Satabilitét

Definition 3.95 ((A-Stabilitét))
 heifit A-stabil, gdw. Dy D H_ ={t € C| Ret < 0}.

Abschwdchungen dazu sind:
A(a)-Stabilitit: <= Dy, D {t € C| |arg(—t)| < a}
A(0)-Stabilitit: <= Dy D R~
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Satz 3.96
Sei ® = (p, o) lineares MSV mit k£ > 2 und ® sei A-stabil. Dann gilt

1) @ ist implizit,
2) ® hat Konvergenzordnung 2.

Das Trapezverfahren hat unter allen A-stabilen MSV die kleinste Fehlerschranke.

(ohne Beweis)

Satz 3.97

1) Die BDF-k Verfahren sind A-stabil fiir 1 < k= s < 2.

2) Implizite Runge-Kutta Verfahren sind A-stabil.

(ohne Beweis)

105
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3.6 Numerische Losung von Randwertproblemen

Beispiel 3.98 (Wirmeleitender Stab)

Gegeben: Stab = [a, b]
Wirmequellendichte f(z), z € [a, ]
Randwerte: y(a) = y;, y(b) = y»
Wirmleitfahigkeitskoeftfizient k(z), = € [a, ]

Gesucht: Temperatur y(z) mit

Formulierung als System 1. Ordnung: Setze y; = y(x), y2(z) = v/ (x)
() — (@) = pa(),
yé(x) = - k((;)) y2(m) - %
mit y1(a) = w, y1(b) = uy.

Definition 3.99 (Lineare Randwertprobleme)
Seien By, By, € R, A € C°(I,R™"), I :=[a,b], f € C°(I,R"), g € R™.

9

Dann heifit y - I — R"™ Losung des linearen Randwertproblems (RWP), falls gilt:
1)y e CYI,R"),
2)y(x) =Ay+ [ in I,
3) Bay(a) + Byy(b) = g.

Beispiel 3.100
Die Differentialgleichung

V(@) +y() =0, we o] = | U

hat die allgemeine Losung y(z) = c1 sin(z) + ¢o cos(x).
Fiir verschiedene Randbedingungen ergibt sich unterschiedliches Vehalten:

1) y(0) = y(r); ¥'(0) =¢'(7) = ergibt die eindeutige Losung y = 0.
2) y(0) =y(mr) =0 = ergibt unedlich viele Losungen y(z) = ¢; sin(x).
3) y(0) =0, y(r) =1 = ergibt keine Losung.

Ziel: Bedingung fiir eindeutige Losbarkeit!
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Definition 3.101 (Fundamentalsystem)
Fir
()) Y =Ay+[ inl

definiere das Fundametalsystem {y1,...,yn}, yi : I — R™, durch
1) y; € CHI,R"),
2) y; = Ay; in 1,
3) yi(a) = e;, mit e; i-ter Einheitsvektor im R™.

Die Matrix
yin(z) .. ym(x)
Y(x) = T
Yin(z) . Ynn(T)
heifst Fundamentalmatrix.
Ist yo € CH(I,R™), yo(a) = 0 eine spezielle Lisung von (), so lifst sich jede Losung von ()
darstellen als
y(x) = yo(z) +Y(x) - s

mit einem Vektors € R"™.

Satz 3.102 (Existenz und Eindeutigkeit linearer RWPe)
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1) (RWP) besitzt eine eindeutige Losung.
2) Das zugehorige homogene RWP mit f = 0, g = 0 besitzt nur die triviale Losung.

3) Die Matrix B, + BpY (b) € R™™" ist regulr.

Beweis: Seien yo(z) und Y (z) wie in Definition 3.98 definiert.
Dann gilt yo(a) = 0 und Y'(a) = I.
Also ist y(z) = yo(x) + Y (z)s genau dann Losung von (RWP), wenn gilt

[Ba + ByY ()]s = g — Byyo(b)

Also ist s € R™ genau dann eindeutig bestimmt, wenn 2) oder 3) gelten. O
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3.6.1 Sturm-Liouville Probleme

Definition 3.103 (Sturm-Liouville Probleme)
Seien p € CY(I), q,f € C°3i), I =[a,b] gegeben mit

q(z) >0Vz e l, p(x) >py>0Vr el

Dann heift y € C*((a,b)) N C%[a,b]) N C*((a,b]) Lisung des Sturm-Liouville Problems
(SLP) mit homogenen Dirichlet und Neumann Randwerten, falls gilt:

(SLP) &%gﬂ&?é;ﬁ?%@:ﬁ@ﬁV$el

ay'(a) + apy(a) = gq

M Allgemein Randbedingungen sind: Buy/ (b) + Boy(b) = g

Definition 3.104 (Variationsproblem)
Firv e X := {u € C'[a,b]) | u(a) = 0} definiere das sogenannte Energiefunktional
I:X — R durch

b b b
10) =5 [ s @+ [ @) - [ f@uds

y € X heifit Losung des mit Variationsproblems, falls gilt
I(y) = inf I(v).

veX

Lemma 3.105 (Eulergleichung und natiirliche Randbedingung)
Ist y € X, so dass
I(y) < I(v) Vv e X,

b b
(*) /py’sO’Jrqyso:/ fe
a a

(%) heift schwache Formulierung der Eulergleichung.

so gilt Vp € X:

Ist zusitzlich y € C%((a, b)), so folgt weiter:

(55) ‘ —(py) +ay=1f in I,
y(a) =0; y'(b) =0.

Beweis:
Teil 1: Sei y € X mit I(y) < I(v) Yv € X.
= I(y) <I(y+ep) VeeR; Vpe X.
= G(0) < G(e) Ve € R, wobei G(e) := I(y + cp).
Da G differezierbar in ¢ is, folgt G'(0) = 0.
Es ist
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Ge) = L[Ppy +bw’)2 +qly +ep)? —2f(y+ w)b
Iy)+e [ pye +aype— fo+2I(0) + [, fo)
— G0) = [Py + qup — fo 0, VpeX.

Teil 2: Ist y € C?((a, b)), so folgt mit partieller Integration

b b b
/ py' = — / (py') o + [py'ea} -
Ja a a

Einsetzen in (x) ergibt

b b
(1) — / (py')'¢ +/ aye — fo + [py'ell = 0.

Also folgt fiir alle p € Ci((a,b)):
b
/ [=(py') +ay — fle = 0.

= —) +aw="1
Durch Einsetzen in (}) erhélt man fiir alle p € X:
0= [py'ele = p(0)y' (1) (b) — p(a)y'(a) p(a) = p(b)y' (b) ¢ (b)
~—
=0
Wihle p(b) #0 = , so folgt ¥/(b) = 0, da p(b) > 0. ¥/(b) = 0 heifit natiirliche Randbedin-
gung,.

Néchstes Ziel: Existenz einer schwachen Losung, d.h.

O
3 X mit I(y) = inf I(v).
y € X mit I(y) = inf I(v)
Dazu benétigen wir folgenden Hilfssatz.
Satz 3.106 (Poincaré Ungleichung)
Fiir alle v € X gilt mit einer Konstanten ¢, < (b — a)*:
b b
[ @i <e [ @)
Beweis: Es ist |[v(z)] = [v(x) —v(a) | < [ 0/(s)] ds.
=0
= (v(x))® < ([71'(s)|ds)® < (x —a) [7 ]/ (s)] ds.
b b b b
= [ (v(@))?dz < [)(xz—a) [} [v'(s)]ds = 3(b—a)? [ |V/(s)]" ds. .

Lemma und Definition 3.107
Definiere auf X die Norm

N|=

ol = ([ )7+ 0/
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Sei (vp)nen, vn € X eine Minimalfolge, d.h.

lim I(v,) = inf I(v).

n — oo veX

Dann ist (v, )nen eine Cauchyfolge in X, d.h.

lon = vmlly — 0 (nom — oo).

Beweis: Setze d := inf,ex I(v).

1. Schritt: Zeige d > —oo: Es ist
Vor. in (SLP)

) 2 B Le@PRe - (LU@R) (Lee 1
> B QM—VaQKUMFf(Q%wmﬁ5

=:a =:b

Mit der Ungleichung |ab| < 2a + 3 L <b? Va,b € R folgt

102 (2 -3) [0t - 2 11,

Fiir 6 = po folgt: I(v) > —Ya Hf”%g(a’b) . Also folgt d > —o0, da f € C%a, b]).

2po

of=

~—
~—
(V)
N——
SIS

2. Schritt: Sei (vp)nen Folge in X mit lim I(v,) =d > —o0.
n—0o0

Zeige: (vy,) ist Cauchyfolge in X.

Notation: Definiere die Bilinearform B : X x X — R durch

b b
B(v,w) ::/ pv’w/—}—/ quw.
a a

Dann gilt B(v,v) f p (V)2 + f; qv? > po f;(”l(ﬂf))2d$-

Aufgrund der Poincaré Ungleichung gilt weiter:

Blo,w) = po ([L0/ @) de + e [0/ (@)dr) i
>}
Damit folgt:
15_0% lon, — vmll x < B(vy, — vy, Uy — Upy)
Parallelogrammidentitéit 2B (vn, 0) + 2B(0yms v) — 4B(vn+vm Un+Um,)
ny ¥n msy ¥m 2 ) 2

I(v)=iB

BI04 ) — 212
< 4[I(vn) + I(vm) - Qd]
— Ad+d—2d] =0 fir n,m — oo.

Also ist (v, )nen Cauchyfolge.
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Problem: Der Raum (X, [|-|| y) ist nicht vollstandig!
Losung: Vervollstindige X bzgl. der Norm ||-|| und erhalte vollstindigen Raum X'lx.

Beispiel aus der Analysis III: Ist Y = C%([a,b]), so ist Y = L?((a,b)) die Vervollstindigung

1
von Y bzgl. [jv||y = (fab 1)2) ’

Um X zu charakterisieren, benotigen wir den Begriff der schwachen Ableitung.

Definition 3.108 (Schwache Ableitung)
v € L'a,b) besitzt eine schwache Ableitung k-ter Ordnung D*v € L'(a,b), falls fiir alle
v € C§°(a,b) gilt:

| v@ede = (-1F [ (") @)l

Beispiel 3.109
Sei v(x) = |x| mit z € [-1,1].
Dann gilt: D!(v)(x) = sign(z), denn fiir p € C§°(—1,1) gilt:

S @de = 2 (~2)¢ (0)de + [y wp(x)ds
= [(~0)e@)% + [0y p(@)de + [zp(@))§ - [y ¢(0)de
=~ L De)de = [y ole)d
= — [ sign(x)p(x)dz.
~> Allgemein gilt in einer Raumdimension: Stiickweise differenzierbare Funktionen, die global ste-
tig sind, sind schwach differenzierbar. Die schwache Ableitung ist durch die stiickweise definierte
Ableitung gegeben.

Satz 3.110 (Eindimensionale Sobolevriume)

1) Der Sobolevraum

H™(a,b) := {v € L*(a,b) | v hat schwache Ableitungen
D*y e L*(a,b) Yk =0,...,m}

ist mit dem Skalarprodukt

mo
(U, V) frm (a,p) = Z D*uDFv
k=0"¢

ein Hilbertraum. Durch [[ul| gm qp) = 1/ (4, u) gm(ap) erhalten wir eine Norm auf H™(a,b).
2) u € H™(a,b) ist fast iiberall gleich einer Funktion @ € C™ !(]a, b]) und es ist
]l cm1 (a8 < Cllull gm(ap) -
3) Zu u € H™(a,b) gibt es eine Folge (u;)jen, uj € C™([a,b]), so dass
lu — ujHHm(a,b) — 0 (j — o).

Ist 4(a) = 0, so kann man u; so wahlen, dass u;(a) = 0 ist.
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Beweis: z.B |Alt. Lineare Funktionalanalysis, Springer, 1992|.

Folgerung 3.111
Die Vervollstdndigung von X bzgl. |||y ist gegeben durch

X ={ve H'(a,b) | v(a) =0}

Satz 3.112 (Existenz und Eindeutigkeit einer schwachen Lésung von (SLP))
Seien die Voraussetzungen aus Definition 3.100 erfiillt. Dann gibt es genau ein y € X, so dass

Vo € X gilt:
/pys0+/qyso /st-

Beweis:

Existenz: Sei (vy,)neny Minimalfolge in X (anstelle von X).
Analog zu Lemma 3.104 folgern wir, dass (v, )nen Cauchyfolge in X ist.
Da X vollstindig ist (Satz 3.107) 3y € X mit v, —y[lx — 0 (n — o).

Zeige: I(y) = d (=inf,c ¢ I(v)).

Es ist
(y) —I(o)| =
LR = @) + ol —2) - [y
< 3lpll fb\y'Q— ’2\+guqu f \y 2\+ !ny—vn\
< Mplle S21Y — (' + A + $ llallso 2 Ty — vl (1] + val)

b
+ [, 1y — val
C.S. 1 1
< 5Pl + 5 lldlle ) Uyl + llonllg) + 1 Fl 2gap) | 1y — vnllx
2 2 _—

—0 (n—o0)

<C<o

Also folgt I(y) = lim I(v,) = d und damit die Existenz der Losung.

n—oo

Eindeutigkeit: Seien y1, yo Losungen, so folgt fiir v = y; — yo:

b b
/ pv' o + / qup Yo € X.
a a

—.3.106 o _ B(v,v) > Po
1+c¢p

Wiéhle ¢ = v:

lollx = llvllx =0

= v=0 = y1 =1yo.



3.6. NUMERISCHE LOSUNG VON RANDWERTPROBLEMEN 113

o
Satz 3.113 (A priori Abschétzung)
Fiir jede schwache Losung y € X von (SLP) gilt:

D 1Y 20 < Crllfll 2 -

2) Ist y € H%(a,b), so gilt

1"l 220y < C2 11|20 -

Dabei sind C = ‘;—?, Co = g (\2/:,7? 1P lle + 52 lalloo + 1)
Beweis: U.A. o

3.6.2 Das Ritz-Galerkin Vefahren

Definition 3.114 (Ritz-Galerkin Verfahren fiir (SLP))
Sei X :={v e H'(a,b)|v(a) =0} und I : X — R das Energiefunktional aus Definition
3.101. Sei X € X ein endlichdimensionaler Teilraum. Dann heifit u, € X Ritz-Galerkin
Approximation der schwachen Lésung y € X von (SLP), g.d.w

I(up) = inf I(vp).

Uh eXh,

Idee: Minimierung von I auf endlichen Teilrdumen.

Folgerung 3.115 (Schwache diskrete Differentialgleichung)
1) Da Xj, € X ist, folgt I(u) < I(up).

2) Ist uy, € X, Ritz-Galerkin Approximation von (SLP), so gilt:
b
(D — SLP) B(un, on) = / feon,  Veon € Xy
a

mit B(u,v) := fbpu’v’ + f; quo.

a

Beweis: Analog zum kontinuierlichen Fall in Lemma 3.102.

Bemerkung 3.116 (Formulierung von (D-SLP) als lineares Gleichungssystem)
Seien N := dim(X},) und {¢1,...,¢n} eine Basis von Xj. Dann a8t sich uj darstellen als

N
un(e) =Y ujp;(x)
j=1

mit Koeffizienten u; € R, j =1,..., N.
Damit ist (D-SLP) dquivalent zu

N

b
ZB(%A%)U;':/ for VE=1,...,N.

Jj=1
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Mit den Definitionen v := (u1,...,un); Skj := B(ej,¢r), k,j =1,...,N; by := f;fcpk; b=
(b1,...,bn) ist somit (D-SLP) dquivalent zu dem linearen Gleichungssystem

Su=>b

Die Matrix S wird "Steifigkeitsmatrix” genannt.

Satz 3.117 (Abstrakte Fehlerabschitzung)
Seien X ein normierter Raum, X; C X ein Teilraum. Weiter sei f € X’ = L(X;R) ein lineares
Funktional auf X.
Gilt dann
ue X:Bu,p)=flp), VpelX,

up € Xp 2 B(un, o) = f(on)  Von € Xp,
mit einer Bilinearform B : X x X — R die koerziv ist, d.h.
3Cy > 0, so dass Yo € X : B(, ) > Co ||l x
und stetig, d.h.

3C1 20, so dass Vo, € X : [B(p, )| < Cillellx - 19l x

so gilt die Fehlerabschatzung

Ch
_ < 2L inf
Ju—unllx < & in

Jnf = vl

und es ist
B(u—up,pp) =0 Vo, € Xp. "Galerkin-Orthogonalitat”

Beweis: Wegen X, C X, folgt Vi, € X,
B(u,¢n) = f(en) und B(un, ¢n) = f(#n)

= B(u—up,pr) =0 Yo, € X (Galerkin-Orthogonalitat /).
Mit Koerzivitat und Stetigkeit von B folgt nun:

C'()Hu—uhH%( < B(u — up,u — up,)
B(u — up,u) — B(u — up, up)

=0
U},,GZX}z, B(u — Up, u) — B(U — Up, Uh)
=0
fr— B(ufuh“uivh‘)
steti

g
< Orllu—up|x lu—vnlx

Also folgt: |Ju — upl|x < g—é lu—wvnllx Vo, € Xp. .

Bemerkung 3.118
Fiir (SLP) ist

b b
B(u,v) —/ pu'v’ —|—/ quv
a a
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fo)= [ ' fo.

Ist X :={v € H(a,b)|v(a) =0}, so ist f € X', falls f € L?(a,b), da Vv € X gilt

und

S <M z2 @y 10l 22y S W2y 0]l x -

Beispiel 3.119 (Wahl von X},)

1) Polynomapproximation: X, = Py (= Polynome von Grad < k)

2) Eigenrdume: X}, := span{pi,...,on}, wobei ¢1,...,pn die ersten N normierten Eigenfunk-

tionen des Operators
Lu:=—(pu') +qu, u(a) =0, v'(b) =0

sind, d.h.
L(pj:)\jQOj; 0<)\1§>\2§-~~§)\N-

3) Stiickweise Polynome: X, = {¢n € C%a,b]) |pn(a) = 0,¢p |
z1 < ... < xp = b eine Zerlegung von [a, b] ist.
—> Finite Elemente!

1€ Py} wobei a = xp <

2,241
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3.6.3 Finite Elemente Verfahren

Definition 3.120 (Finite Elemente Verfahren)

1) Sei I := [a,b] und I, :== {xo,...,x,} C I ein Gitter mit vy = a, x, = b, x4 =
z; + hj, h; > 0. Definiere I; := (xj,xj41) und h == max 1h]-. Fiir festes k € N
J=Y,...,n—
wdhlen wur

Xh = {gDh S CO([a,b])‘ﬁph(a) = ngoh L ’Ij € ]Pk vj - Oa"'7n_ 1}

Finuy, € X heif$t Finite Elemente Approzimation von (SLP), falls fir alle o5, € X, gilt:
B(up, on) = f(en) Yen € Xp.
Dabei sind B, f wie in Bemerkung 3.115 definiert.

2) (Finite Elemente Basis fir k =1)
Seik=1. Firj=1,...,n sei p; € X}, definiert durch

@j(ﬁi) = 5”' Vl’i € Ih.

D.h. firj=1,...,n ist

G weli
J
0 sonst

Es ist supp(p;) = 1;U1;_1 und somit folgt fiir die Steifigkeitsmatriz Sy; := B(p;, or) =
0, falls |j — k| > 2.

3) (Fehlerabschatzung fir k =1)
Sei k = 1. Definiere Interpolierende uy € Xy, zuy € X durch

in(ry) =ylr;) Vi=0,....n = dy(z)=> ylz;)p;x).
i=1
Dann gilt die Fehlerabschdtzung (nach Satz 3.114)

Ci . Ch _
Iy —unllx < G int lly = vnllx < &y = Gl

h

D.h. der Fehler der Finite Elemente Approximation ist durch den Interpolationsfehler
abgeschdtzt.

Satz 3.121 (Interpolationsfehler auf dem Einheitselement)
Fiir v € H'(0,1) sei 0, € P; die lineare Interpolierende zu v, d.h. @, € Py, 9,(0) = v(0), 94(1) =
v(1). Dann gilt:

1) flv = Bnll 20,1y < v 1Vl 120,15
2) 1031l 20,1y < 1Vl 20,1

Ist zusiitzlich v € H?(0, 1), so ist
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3) |lv— z~1h||L2(0,1) < ¢ ||U”||L2(0,1)’

D = ) 200y < v/ 10" 20,

Beweis: Analog zu Hilfssatz 3.103 (Poincaré Ungleichung) zeigt man , dass fiir alle w € H'(0,1)
mit w(0) = w(1) =0 gilt

() NwlZz00) < e leui%o,l)’

wobei ¢, < 1 ist. Setze w = v — ¥, Dann folgt aus (x) unter Verwendung von

1
(xx) Op(x) =v(1) —v(0) = /0 v'(s)ds :

v — 17h”2L2(071) < opllv="1n) 20,1) = % fo v'(z) - 5;1(3”))2‘&

= o fy ('(2))? = 20}, (2)v' () + (¥ (x))2dz

g @) = 20(1) ~ v(0))? + (0(1) = 0(0))?

= ¢ fol(v’(x)>2dw — (v(1) = v(0))?

< ¢ fy (V' (x))dx
Also haben wir 1) gezeigt.
2) folgt direkt aus (xx), da

|5; HL2 0,1) (1) = v(0)] < HU/HLQ(OJ)

3) folgt aus 1) und (%), da () auch fiir w € H'(0,1) mit fo x)dz = 0 gilt.

4) folgt analog zur Herleitung von Gleichung 2), wenn man beachtet, dass v; = 0 gilt.

Folgerung 3.122 (Interpolationsabschéitzung)
Sei y € X und @y, € X}, die Interpolierende von y fiir £ = 1 aus Definition 3.117, 3). Dann gilt, falls
y € H?(a,b):

D) lly = nllz2ag) < coh® 19"l 20,

2) 1y = an)ll 2y < Veh 1"l L2 (ap)-

Beweis: (Folgt aus 3.118 mit Skalierungsargument)

' Y 12 n—1 2
zu 1): Es ist ||y — Uh”L2(a,b) = 'Zo |y — UhHLZ(IJ-) :
]:

Durch die Transformation x = F(z) = h;z + x; und y(z) = y(F(z)) folgt

IJ - F((07 1))
und .
nl;, = y(w) + 5 W) —y()))

= 7(0) + z(y(1) — 5(0)) =: y(z)
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Also gilt wegen F'(Z) = h; und §"(z) = y"(F(z)) - (F'(z))?

~ 12 _ ~ 12
ly = anllzey = hllg=unlreen
31183)
< cphi ||y HLQ(OJ)
2
< ghi Y e -
o 2n71 A2
= ||Z/—Uh”L2(a,b) = “p Zohj 19 ”Lz(fj)
=
2
< Y 2 -

Also ist 1) gezeigt.
zu 2): (Analoge Vorgehensweise!)
n—1
[ (y — f‘h)/H;(a,b) = Z (v — ﬂh)/HQL%Ij) '
j=0
I =)oy = 1@ = @)l

1|2
= Cph%- Hy//HLQ(O,l)

2
= o 1Y 22, -

~ 9 n—1 9
= [|(y — Uh)/Hm(a,b) < % Zo h? Hy//Hm([j)
J=
2
< P 19" 220 -

Satz 3.123 (Fehlerabschitzung fiir lineare Finite Elemente)
Sei y € X die schwache Losung von (SLP) und es gelten die Voraussetzungen aus Definition 3.100.
Sei zusitzlich f € L?(a,b), p,p’,q € L*(a,b) und es gelte y € H%(a,b).
Dann existiert eine Konstante ¢ > 0, so dass fiir die stiickweise lineare Finite Elemente Approxima-
tion up, € Xp, (mit k£ = 1) gilt:

ly —unlx < chlifllL2gap

Beweis: Nach 3.117, 3) gilt |ly —up|x < & ||y — @nllx, wobei 1y, die Interpolierende von y in

0
X, ist und
Po

1+¢

cr = max{|[pll s 4l }s co =

Dann folgt weiter mit Interpolationsfehlerabschétzung 3.119:

N

C1

~ 12 ~ 2
=l < 2 (ly— @l 2p + 16— 8 a0

3.119

< A (@ht + P2 Y | 2 0
3.110  ¢qc

< 2l + DY RIF ]l g -

€0

< C (z.B. fiir h<hmax)
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Bemerkung 3.124

1) Man kann zeigen, dass mit den Voraussetzungen p € C'(a,b), q, f € C°(a,b); p,p’,q € L>(a,b)
und f € L?(a,b) folgt, dass y € H?(a,b) ist.

2) Fiir k£ > 1 glit die Fehlerabschitzung;:

k+1)’

_ < th (
Iy =l < b )L

falls p, g, f und y regulér genug sind.

3) Weiteres zu Finiten Elementen findet man z.B. in den Biichern von Ciarlet [3] oder Braess [2].

Bemerkung 3.125 (Weitere Diskretisierungsverfahren fiir (SLP))

1) Finite Differenzenverfahren:
Idee: Ersetze Ableitungen durch Differenzenquotienten, z.B.

oY T Y Y — 2y T Y
T VR 2 |

2) Schiefverfahren:
Berechne mit ESV oder MSV Approximationen der Anfangswertprobleme fiir 3y, Y aus De-
finition 3.98 und erhalte yo 5, Y},.
Wie im kontinuierlichen Fall ist dann

Yh = Yo,n + YnSn
wobei s;, Losung des Gleichnungssystems
[Ba + BpYr(b)]sh = g — Byyo,n(b)

ist (vgl. Satz 3.99 mit Beweis).
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Kapitel 4

Ausblick: Partielle
Differentialgleichungen

Partielle Differentialgleichungen sind Gleichungen, die eine Funktion mit mehreren Variablen mit
ihren partiellen Ableitungen in Beziehung setzt.

Beispiel: (Warmeleitungsgleichung in drei Raumdimensionen)
Gesucht ist die zeitabhingige Temperaturverteilung 7' = T'(x,t) in einem Gebiet Q C R3 und Zeit-
interval [0, Tmax]-

Im folgenden sei 2 C R™ ein Gebiet. Wir beschréanken und auf skalare partielle Differentialgleichun-
gen zweiter Ordnung vom linearen Typ fiir u € C2(Q).

Definition 4.1 (Partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung)
u € C*(Q) heift klassiche Losung einer linearen partielle Differentialgleichung zweiter Ord-
nung, falls gilt:

Z i () Uy, 2, () + Z bi(z)uy, () + c(z)u(x) = f(x), Vel (4.1)
ij=1 i=1
Dabei sind a;;,b;,c, f € C°(Q) firi,j=1,...,n, 2= (x1,...,2,) € Q und u,, := %(x). Da
u € C*(Q)ist, gilt Uy, o, (%) = Uy, o, () und wir konnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
annehmen, dass a;;(x) = aj;(x) gilt. Dann ist

Al) = (ai(x))

i,7=1,...,n

symmetrisch und hat n reelle Figenwerte.

Wir setzen b(z) = (by(x), ..., b,(2)).

121
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Definition 4.2 (Klassifizierung fiir Partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung)

(i) Die Partielle Differentialgleichung (4.1) heifit hyperbolisch in x € 2, falls n — 1 Eigen-
werte von A(x) gleiches Vorzeichen besitzen und ein Figenwert das entgegengesetzte
Vorzeichen hat.

(i) Die Partielle Differentialgleichung (4.1) heifit elliptisch in x € Q, falls alle Eigenwerte
von A(x) das gleiche Vorzeichen besitzen.

(111) Die Partielle Differentialgleichung (4.1) heifst parabolisch in x € Q, falls n — 1 Eigen-
werte von A(z) gleiches Vorzeichen haben, ein Eigenwert verschwindet und zusdtzlich
qilt:

Rg(A(x), b(z)) = n.

Bemerkung 4.3
Definition 4.2 deckt nicht alle denkbaren Typen ab. Allerdings sind die definierten Typen die wich-
tigsten in den Anwendungen.

4.1 Die Wellengleichung

Definition 4.4 (Wellengleichung)
Seien ug, uy,a € R und g, h : [0, 7] — R mit

(0) =uo, g(m) = u,
MO =0 hir)=0 (4.2)

u:[0,7] x Rsg — R heifft Losung der Wellengeichung, falls gilt:

up(r,t) = a*ug,(z,t), V(z,t) € (0,7) x (0,00) (4.3)
und
w(0,t) = wug,u(m,t) =uy, Vt>0, )
uw(z,0) = g(x), Vo € [0, 7], (4.5)
u(z,0) = h(z), V€ [0, 7). (4.6)

?

Die Wellengleichung beschreibt fiir ug, u; = 0 die Auslenkung einer in x = 0 und z = 7 fest einge-
spannten Saite:

Bemerkung 4.5
e Die Wellengleichung ist hyperbolisch. Es ist

Az, ) = < ‘52 ! )

e Die Bedingungen (4.2) heifen Vertréaglichkeitsbedingungen.
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=< ¥

0 T

Abbildung 4.1: Erste und zweite Mode einer schwingenden Saite.

4.2 Die Poisson Gleichung

Sei  C R? ein Gebiet mit glattem Rand 09 und Q = Q U 0.

/n(x)
0Q

Abbildung 4.2: Skizze eines Gebietes 2 mit glattem Rand.

Definition 4.6 (Poisson Gleichung)
Seien f: Q — R und g : 002 — R gegebene Funktionen. Dann heifit eine Funktion u €

C?(Q) N C(Q) Losung des Dirichletproblems fiir die Poisson Gleichung, falls gilt

Au(r) =y Usa, = f(2), YT €EQ, (4.7)
und

u(z) = g(x), Vo € 0f0. (4.8)

Falls f =0 gilt, so heifst Gleichung (4.7) auch Laplace Gleichung.

Bemerkung 4.7

e Die Poisson Gleichung ist elliptisch. Es ist

A(@:(é (1)>
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e Neben dem Dirichlet-Problem betrachtet man auch das Neumann-Problem, d.h. (4.8) wird
ersetzt durch
Vu(z) -n(x) = g(x), Ve .

Dabei ist n(z) die dufere Normale an den Rand von (.

e Die Poisson Gleichung modelliert z. B. die stationdre Warmeverteilung, oder die Verteilung
eines elektrischen Potentials.

4.3 Die Warmeleitungsgleichung

Sei Q C R? ein Gebiet mit glattem Rand 0.

Definition 4.8 (Wiarmeleitungsgleichung)
Seien ug : Q — R und g : 9Q x [0,00) — R mit folgender Vertraglichkeitsbedingung gegeben.:

up(z) = g(z,0), Vo € 09. (4.9)

Weiter seien a > 0 und f : 2 x [0,00) — R gegeben.
Dann heift eine Funktion u € C*(Q2 x (0,00)) N C(2 x (0,00)) Lisung der Wirmeleitungs-
gleichung, falls gilt

w(z) = aAu(z) + f(x), VreQx(0,00) (4.10)
und
u(z,0) = up(x), Vo e Q, (4.11)
u(z,t) = g(x,t), V(z,t) € 092 x [0, 00). (4.12)
tA 7

3 /

Abbildung 4.3: Skizze zu der Vertriglichkeitsbedingung (4.9).

Bemerkung 4.9

e Die Warmeleitungsgleichung ist parabolisch. Es ist

Az) = (

S O O
N——

o O R
o 2 O
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und

Rg(4, (0,0,1)") = 3.
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