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Auf diesem Blatt betrachten wir Randwertprobleme (RWP) der Form

Lw) = —u)+qu = [ in(ab)
Ri(u) = oqu(a) +au/(a) = 0, (1)
Ry(u) = pru(b) + p2u’(b) = 0.

Wenn nicht anders angegeben erfiillen die Daten folgende Regularitétsbedingungen:
pE Cl(av b)v p ZPO > 07 qaf € Co(a'a b)7 q Z 07 |a1| + |a2| > 07 |61| + |62| >0
und wir gehen davon aus, dass das RWP eindeutig 16sbar ist.

Aufgabe 1 (Greensche Funktion) (4 Punkte)

Seien wuj, up nicht—triviale Losungen der Randwertprobleme L(u;) = 0, Ry(u1) = 0 bzw.
L(uy) = 0, Ro(ug) = 0. Zeigen Sie, dass u(z) = fab G(z, y)f(y)dy die Losung von (1) ist

mit
_ ] w(@)wu(y), y<w,
Gla, y) = w { uy(7)us(y), sonst.

Hierbei konnen Sie verwenden, dass w # 0 der konstante Wert der Abb. x +— p(z)W (x)
mit der Wronsky—Determinante W (x) = wy(z)u)(z) — ug(z)u) () ist.

Aufgabe 2 (Kontinuierliches Maximumsprinzip) (4 Punkte)
Sei G’ wie in Aufgabe 1 definiert und sei ay = B = 0. Zeigen Sie

(i) Gz, y) #0 fir z, y € (a, b).
(ii) Sei v die Losung von L(v) = 1, Ry(v) = R2(v) = 0. Dann gilt

/ab /abG(:E, y) da dy = /abv(x) dz, /ab(p(v’)2 + qu?)dz = /abv(x) d.

Benutzen Sie das bisher gezeigte, um das kontinuierliche Maximumsprinzip zu zeigen:
Ist u € C%*(a, b) mit L(u) > 0 auf [a, b] und u(a) = u(b) = 0, so ist u > 0 auf [a, b].



Aufgabe 3 (Diskretes Maximumsprinzip) (4 Punkte)
Betrachten Sie das RWP (1) mit p=1,¢=0,a=0,b=1, a1 =01 =1, ag = o = 0.

a)

Diskretisieren Sie dieses RWP auf einem gleichméfligen Gitter mit der Gitterweite
h = n%rl und Randpunkten xy = 0 und x,,.; = 1 mittels der Differenzenapproxima-
tion u”(z;) ~ 75 (u(zi—1) — 2u(z;) + u(z;4+1)) und stellen Sie fiir die Approximations-
werte u; &~ u(x;) das definierende lineare Gleichungssystem Apu;, = f;, auf mit einer
Matrix A, € R™"™ und den Vektoren u, = (u,...,u,), fn = (f1,..., fa) € R,

fi = f(zi).

Beweisen Sie das diskrete Maximumsprinzip: Ist A,v, > 0, dann gilt v, > 0; dabei
ist ein Vektor wy, = (wy, ..., w,) grofer oder gleich Null, falls alle Komponenten w;
grofler oder gleich Null sind.

Hinweis: Betrachten Sie die Gleichung fiir v, := min(v;) und zeigen Sie, dass ohne
Einschrinkung s = 1 oder s = n gewéahlt werden kann.

Zeigen Sie mit Hilfe des diskreten Maximumsprinzips, dass die Matrix A, reguldr
ist.

Aufgabe 4 (Programmieraufgabe: Randwertproblem) (4 Punkte)
Betrachten Sie das RWP aus Aufgabe 3 mit f = 1, d.h.,, —u” = 1, u(0) = u(1) = 0.
Schreiben Sie ein Programm zur numerischen Berechnung der Losung dieses RWPs mit-
tels Differenzenapproximationen. Dazu sollte das entsprechende lineare Gleichungssys-
tem Apu, = f, aufgestellt und gelost werden. Wihlen Sie hierfiir n = 1000 innere
Gitterpunkte und plotten Sie die Approximation zusammen mit der exakten Losung

u(x)

— %(:c(l — x)) in ein Schaubild.



