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Aufgabe 1 (Differentialgleichung 2. Ordnung) (4 Punkte)
Diskretisieren Sie das AWP
v +y=z, y(0)=y(0)=0,
1

mit exakter Losung gj(z) = x — sin(z) auf einem édquidistanten Gitter I, C [0,1], h = —,
m € N, indem Sie y” mit zentralen Differenzen diskretisieren:
(x +2h) — 2y(z + h) + y(z)
12
a) Zeigen Sie, dass u; 9 — 2uji1 + (1 + h?)u; = jh3 fir j = 0,...,m — 2 gilt, wobei
uj = y(j/m).
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b) Zeigen Sie, dass das geschilderte Verfahren mit Startwerten uy = u; = 0 gedeutet
werden kann als explizites Euler—Verfahren angewendet auf das AWP

Y= Yo, y1(0) = 0,
vy = z—u, y2(0) = 0.

Aufgabe 2 (Fortsetzung von Aufgabe 3, Blatt 9) (4 Punkte)
Gegeben sei eine Schar von linearen Anfangswertproblemen y'(z) = Ay(z), y(0) = yo mit
A<0,zel=]|0,1]. Seien (x;, u;)i=o...n—1 durch ein implizites Runge-Kutta—Verfahren
mit m > 1 Stufen auf einem &quidistanten Gitter I, gegeben. Zeigen Sie, dass

u; = (R(\R))" ug.

gilt, wobei R(t) = % eine rationale Funktion ist mit Polynomen P und () héchstens

m~—ten Grades. Bestimmen Sie jeweils eine Funktion R fiir die impliziten Runge-Kutta—
Verfahren mit den Schemata
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Aufgabe 3 (Kollokationsverfahren) (4 Punkte)
Ein Polynom w,,(z) vom Grad m ist ein Kollokationspolynom fiir das AWP ¢’ = f(x,y),
y(a) = yo auf I = [a, a + h|, wenn es folgende Bedingungen erfiillt:

wr(a) =yo +co, wi,(a+ a;h) = f(a+ a;h, wy(a+ a;h))

fiir gegebene Werte oy; € [0, 1], 7 = 1,...,m; d.h., w,, erfiillt die DGL in den Kollokations-
punkten a + a;h. Zeigen Sie, dass das Kollokationsverfahren dquivalent ist zu einem m-—
stufigen impliziten Runge-Kutta—Verfahren.
Hinweis: Schreiben Sie w),(a + sh) = > wh,(a + a;h)Li(s), s € [0, 1], mit geeigneter
Basis L; von Polynomen vom Grad (m — 1).

Aufgabe 4 (Programmieraufgabe: Impl. Runge-Kutta—Verfahren) (4 Punkte)
Schreiben Sie ein Programm, welches das einstufige implizite Runge-Kutta—Verfahren
mit Schema

N [ =
— o=

zur Losung eines Anfangswertproblems y' = f(z,y), y(zo) = yo realisiert. Hierbei sind
Gleichungen vom Typ ki = f (xﬁ—%, ul-—i-%kl) implizit zu l6sen. Fiihren Sie dazu Fixpunkt-
iterationen kgj R (zi+ 2, w+ %k? )) mit Start k:%o) = f(x;, u;) und Abbruchkriterium
|k:§j+1) - k%j)| < 107'2 durch. Es gilt dann w;y; = u; + hk;. Threr Methode sollen die
Anfangswerte xg, yo € R, die Funktion f : R x R — R, die Schrittweite h > 0 sowie
ein Punkt Z {ibergeben werden, in welchem der Funktionwert 7(Z) der exakten Losung g
durch das Verfahren approximiert werden soll.

Berechnen Sie mit Threm impliziten Runge-Kutta—Verfahren eine Approximation von
y(4), wobei y(z) = (sin(x) + 1)°?° die Losung des AWP mit rechter Seite f(x,y) = %
und dem Anfangswert yo = 1 ist. Geben Sie fiir h = 27", n = 1,...,10, die Approxi-
mation sowie den Fehler e zur exakten Losung aus. Bestimmen Sie die experimentelle
Konvergenzordnung (EOC, Experimental Order of Convergence), indem Sie fiir alle auf-

einanderfolgenden Schrittweiten hy, hy die Formel

log(efu /6h2 )

EOC(hl, hZ) B 10g(h1/h2)

auswerten.



