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Aufgabe 1 (Diskretes Lemma von Gronwall) (4 Punkte)
Zeigen Sie: Seien (pn)nen, (Gn)nen, (€n)nen positive Folgen mit e,11 < (14 g,)e, + p, fiir
n < N. Dann gilt:

n—1 n—1
en < <eo + Zm) exp (Z qj> fiir n < N.

Aufgabe 2 (Dreistufige Runge-Kutta—Verfahren) (4 Punkte)
Bestimmen Sie alle Runge-Kutta—Verfahren der Konsistenzordnung 3 mit 3 Stufen.

Aufgabe 3 (Runge-Kutta—Verfahren) (4 Punkte)
Gegeben sei eine Schar von linearen Anfangswertproblemen y'(z) = Ay(z), y(0) = yo mit
A <0,z el =]0,1]. Seien (x;, u;)io,. n—1 mit uy = yo durch ein explizites Runge-
Kutta—Verfahren mit m > 1 Stufen auf einem Aquidistanten Gitter [, gegeben. Zeigen
Sie, dass es ein Polynom P hochstens m—ten Grades gibt mit

u; = (P(A\R))" uo.

Bestimmen Sie das Polynom P fiir das verbesserte Euler—Verfahren mit Verfahrensfunk-
tion ¢(z,y,h) = f(z+ %, y+ Lf(z,y)) und fiir das klassische Runge-Kutta-Verfahren.
Vergleichen Sie es jeweils mit der Taylorreihe fiir die exakte Losung des AWP.

Aufgabe 4 (Programmieraufgabe: Explizite Runge—Kutta—Verf.) (4 Punkte)
Schreiben Sie eine Routine, welche die Funktionalitéit eines allgemeinen Runge-Kutta—
Verfahrens hat. Zur Losung eines gegebenen Anfangswertproblems y' = f(z,y), y(zo) =
1o sollen dieser Routine als Parameter das Butcher—Tableau des zu verwendenden Runge—
Kutta—Verfahrens, die Anfangswerte zy € R, yo € R", die Funktion f : R x R" — R", die
Schrittweite h > 0 sowie ein Punkt z iibergeben werden, in welchem der Funktionwert
§(Z) der exakten Losung ¢ durch das Verfahren approximiert werden soll.

Berechnen Sie mit dem expliziten Euler—Verfahren, dem verbesserten Euler—Verfahren
und dem klassischen Runge-Kutta—Verfahren eine Approximation von y(4), wobei y(x) =
(sin(z)+1)%% die Losung des AWP mit rechter Seite f(z,y) = %y(‘f) und dem Anfangswert
Yo = 1 ist. Geben Sie fiir h =27", n=1,...,10, die Approximation sowie den Fehler zur
exakten Losung aus.



