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Aufgabe 1 (Gauß–Elimination für tridiagonale Matrizen) (4 Punkte)
Sei A ∈ R

n×n eine Tridiagonalmatrix, d.h.

A = tridiag(bi, ai, ci) :=
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Es gelte

|a1| > |c1| > 0,

|ai| ≥ |bi|+ |ci|, bi 6= 0, ci 6= 0, 2 ≤ i ≤ n− 1,

|an| > |bn| > 0.

Zeigen Sie:

a) Die durch α1 := a1, γ1 := c1α
−1
1 und αi := ai − biγi−1 für 2 ≤ i ≤ n, γi := ciα

−1
i für

2 ≤ i ≤ n− 1 definierten Zahlen genügen den Ungleichungen:

|γi| < 1, 1 ≤ i ≤ n− 1,

0 < |ai| − |bi| < |αi| < |ai|+ |bi|, 2 ≤ i ≤ n.

b) A besitzt die LR–Zerlegung A = LR mit L =tridiag(bi, αi, 0), R =tridiag(0, 1, γi).

c) A ist regulär.

d) Die Anzahl der arithmetischen Operationen zur Berechnung der Zerlegung A = LR
und zur Lösung von Ax = b mit Hilfe dieser Zerlegung ist O(n).



Aufgabe 2 (B-Splines) (1+3+4 Punkte)
Für eine Knotenfolge (ti)i∈Z mit ti ≤ ti+1 und limi→∞ ti = ∞, limi→−∞ ti = −∞ seien für
i ∈ Z, k ∈ N0 die B-Splines Bik : R → R vom Grad k rekursiv definiert durch:

Bi0(x) :=

{

1, für ti ≤ x < ti+1

0, sonst

Bik(x) := ωik(x)Bi,k−1(x) + (1− ωi+1,k(x))Bi+1,k−1(x),

wobei ωik(x) :=

{ x−ti
ti+k−ti

für ti < ti+k

0 sonst
.

Für die folgenden Aufgaben sei die Folge (ti)i∈Z streng monoton wachsend.

a) Berechnen und skizzieren Sie Bi1, Bi+1,1 und Bi2.

b) Zeigen Sie, dass für alle i, j ∈ Z, k ∈ N0 gilt:

i) Bik|[tj ,tj+1) ∈ Pk,

ii) supp(Bik) = [ti, ti+k+1],

iii) Bik ≥ 0,
∑

i∈Z Bik(x) = 1 (Zerlegung der Eins).

c) Sei (ti)i∈Z Knotenfolge mit ti < ti+1 für alle i. Zeigen Sie:

i) Für k ≥ 1 und x ∈ R gilt

d

dx
Bik(x) =

k

ti+k − ti
Bi,k−1(x)−

k

ti+k+1 − ti+1
Bi+1,k−1(x).

ii) Bik ∈ Ck−1(R) für alle i ∈ Z und alle k ≥ 1.

Hinweis: Verwenden Sie für i), dass für k > 1 gilt

ωik(x)

ti+k−1 − ti
=

ωi,k−1(x)

ti+k − ti
,
1− ωik(x)

ti+k − ti+1
=

1− ωi+1,k−1(x)

ti+k − ti
.

Aufgabe 3 (Programmieraufgabe: Spline Interpolationsfehler/EOC)(4 Punkte)
Sei f(x) =

√
x, ∆ := {0 = x0 < . . . < xn = 1} und s ∈ S1,0

∆ der lineare Interpolierende
Spline von f auf [0, 1].

a) Wir definieren als Approximation für den ‖·‖
∞
-Fehler für m ∈ N, m > 2:

e∆,m := max
x∈∆m

|f(x)− s(x)|,

wobei ∆m das m-fach unterteilte Gitter ∆ bezeichnet, d.h. ∆m := ∆∪{xi+r(xi+1−
xi)/m)|i = 0, . . . , n − 1, r = 1, . . . , m − 1}. Schreiben Sie eine Routine, die die
Stützstellen ∆ und den Unterteilungsgrad m als Eingabe bekommt, und den Fehler
e∆,m berechnet.



b) Bestimmen Sie den Fehler e∆,m für m = 10, xk = k/n, k = 0, . . . , n und n =
1, 3, 7, 15, 31, 63. Wiederholen Sie dies für die Knotenwahl xk = (k/n)4.

c) Seien ∆ und ∆′ zwei Mengen von Interpolationspunkten mit unterschiedlicher An-
zahl von Punkten |∆| 6= |∆′|. Hiermit definieren wir die experimentelle Konvergen-
zordnung (Experimental Order of Convergence) des Interpolationsfehlers als

EOC(∆,∆′) :=
ln(e∆,m/e∆′,m)

ln(|∆|/|∆′|) .

Berechnen Sie diese Größe für alle aufeinanderfolgenden Glieder obiger n-Sequenz.

Hinweis: Man kann zeigen, dass für die erste Knotenwahl aus b) gilt ‖f − s‖
∞

≥ 1
4
n−1/2

und für die zweite Knotenwahl ‖f − s‖
∞

≤ 1
2
n−2.


