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Aufgabe 1 (Banachscher Fixpunktsatz)
Sei X ein Banachraum, D ⊂ X eine abgeschlossene Teilmenge und F : D → D eine
Kontraktion. Zeigen Sie:

a) F hat genau einen Fixpunkt x̄ ∈ D.

b) Sei x0 ∈ D und xk+1 = F (xk), k = 0, 1, . . . . ⇒ xk
k→∞

−−−→ x̄.

c) ‖x̄− xk‖ ≤ L‖x̄− xk+1‖.

d) ‖x̄− xk‖ ≤ Lk

1−L
‖F (x0)− x0‖.

e) ‖x̄− xk‖ ≤ L
1−L

‖xk − xk−1‖.

Aufgabe 2 (Taylor-Entwicklung)
In der numerischen Mathematik spielt die Approximation eines bestimmten Integrals

I :=

∫ b

a

f(x)dx,

auch Quadratur genannt, eine wichtige Rolle. Die Funktion f : [a, b] → R sei integrierbar.
Häufig lässt sich ein Integral nicht (oder nur sehr schwer) analytisch lösen, so dass man
auf numerische Näherungsverfahren angewiesen ist. Solche Verfahren lernen sie im Laufe
dieser Vorlesung kennen.

a) Es sei a = 0, b = 1. Ein sehr einfacher Ansatz zur numerischen Approximation des
Integrals I ist der folgende: Man betrachtet eine äquidistante Unterteilung

0 = x0 < x1 < · · · < xN−1 < xN = 1,

mit xi = ih, i = 0, . . . , N , h = 1

N
, und definiert die stückweise konstante Treppen-

funktion fh : [0, 1] → R durch

fh(x) := f(xi) für alle x ∈ [xi, xi+1), i = 0, . . . , N − 1.



Das Integral von fh, welches sich sehr einfach berechnen lässt, dient nun der Ap-
proximation des gesuchten Integrals I, d.h.

I ≈ Ĩ(h) :=

∫
1

0

fh(x)dx =
N−1∑
i=0

h · f(xi).

Bestimmen Sie die Ordnung dieses Näherungsverfahrens mit Hilfe der Taylor-Ent-
wicklung.

b) Welche Ordnung ergibt sich, wenn man zur Approximation statt der Funktionswerte
von f in den linken Intervallgrenzen die Funktionswerte in den Mittelpunkten

xi/2 :=
1

2
(xi + xi+1),

benutzt? Auf diesem Ansatz basiert die Mittelpunktregel

Ĩ(h) :=
N−1∑
i=0

h · f(xi/2).


