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Aufgabe 1 (Konstruktion einer Quadraturformel) (4 Punkte)

Bestimmen Sie eine Quadraturformel der Form

/ooe_xf(:v)dx = 2+ V2

0 4

f(@1) + wa f(22),

mit we € R und 0 < z1 < 9, die exakt auf Pg ist.
Hinweis: Betrachten Sie dazu f(z) = x* fir k= 0,1, 2.

Aufgabe 2 (Tschebyscheff Polynome) (4 Punkte)

Bei der GauB-Tschebyscheff-Quadratur werden als orthogonale Polynome p,(z) = 27,—1_1Tn(x)
mit Tschebyscheff-Polynomen 1. Art T, verwendet. Diese sind fiir n > 0 definiert durch:

T, (z) := cos(narccos(x))
Zeigen Sie:
(a) Firn > 1 gilt:
Tht1(z) = 22T, (z) — Thor ().
(b) 27T, 41 (x) ist fir n > 0 ein Polynom vom Grad n + 1 mit Hochstkoeffizient 1.

(c) T, sind orthogonal beziiglich der Gewichtsfunktion \/1%7, d.h.
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/ ——T(2) T (z)dz =0 fir m # n.
-1 V1 —2a?



Aufgabe 3 (GauBsche Quadraturformel) (4 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass es keine Interpolationsquadratur @,, vom Grad n gibt, welche fir Py, 4o
exakt ist.

(b) Sei p € Pa,41 das eindeutig bestimmte Polynom mit p(x;) = f(x;), p/(x;) = f'(x;) fiir
ein f € C*"*2(a,b), i = 0,...,n. xq,...,T, seien die Nullstellen von p,y1 und @, die
zugehorige Gauflsche Quadraturformel. Zeigen Sie:

Qn(f) = Qnlp) =1(p)

(¢c) Zeigen Sie: Aus (b) folgt, dass fiir einen Zwischenwert £ € (a,b) gilt:

2n4-2
I(f) - Qn(f) = (f2n_+_(2£))!<pn+1apn+l>w

Aufgabe 4 (Programmieraufgabe) (4 Punkte)
Sei f € C([a,b]),N € NJh = b_Ta gegeben. Die zusammengesetzte Trapezregel ist definiert durch
N-1

a(h) = 2 (f(a) + f®) + 1 S Fla+ ih).

2 =

Die Folge (a(h))n—0o approximiert das Integral f; f(z)dx (Romberg-Integration).

Berechnen Sie mit Hilfe der Richardson-Extrapolation eine Néherung von «(0) fiir N = 2,

also hy = (bN;:) und g = 2. Beachten Sie hierbei:

a) Thr python Programm enthilt eine Funktion zur Berechung der zusammengesetzten Tra-
g g
pezregel fiir gegebenes f,a,b,h und N.

(b) Eine weitere Funktion bestimmt per Richardson-Extrapolation die gesuchte Naherung fiir
a(0) und eine gegebene Folge hy.

(c) Ausgabe ist der Wert der Naherung a(0) fir gegebenes k.

Testen Sie Thr Programm mit f(z) = p%x fira=0,b=1und k =2,4,8,16.



