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Aufgabe 1 (Konstruktion einer Quadraturformel) (4 Punkte)

Bestimmen Sie eine Quadraturformel der Form∫ ∞
0

e−xf(x)dx = 2 +
√

2
4 f(x1) + ω2f(x2),

mit ω2 ∈ R und 0 < x1 < x2, die exakt auf P3 ist.
Hinweis: Betrachten Sie dazu f (x) = xk für k = 0 , 1 , 2 .

Aufgabe 2 (Tschebyscheff Polynome) (4 Punkte)

Bei der Gauß-Tschebyscheff-Quadratur werden als orthogonale Polynome pn(x) = 1
2n−1Tn(x)

mit Tschebyscheff-Polynomen 1. Art Tn verwendet. Diese sind für n ≥ 0 definiert durch:

Tn(x) := cos(n arccos(x))

Zeigen Sie:

(a) Für n ≥ 1 gilt:

Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x).

(b) 2−nTn+1(x) ist für n ≥ 0 ein Polynom vom Grad n+ 1 mit Höchstkoeffizient 1.

(c) Tn sind orthogonal bezüglich der Gewichtsfunktion 1√
1−x2 , d.h.∫ 1

−1

1√
1− x2

Tn(x)Tm(x)dx = 0 für m 6= n.



Aufgabe 3 (Gaußsche Quadraturformel) (4 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass es keine Interpolationsquadratur Qn vom Grad n gibt, welche für P2n+2
exakt ist.

(b) Sei p ∈ P2n+1 das eindeutig bestimmte Polynom mit p(xi) = f(xi), p′(xi) = f ′(xi) für
ein f ∈ C2n+2(a, b), i = 0, . . . , n. x0, . . . , xn seien die Nullstellen von pn+1 und Qn die
zugehörige Gaußsche Quadraturformel. Zeigen Sie:

Qn(f) = Qn(p) = I(p)

(c) Zeigen Sie: Aus (b) folgt, dass für einen Zwischenwert ξ ∈ (a, b) gilt:

I(f)−Qn(f) = f2n+2(ξ)
(2n+ 2)!〈pn+1, pn+1〉ω

Aufgabe 4 (Programmieraufgabe) (4 Punkte)

Sei f ∈ C([a, b]), N ∈ N, h = b−a
N gegeben. Die zusammengesetzte Trapezregel ist definiert durch

α(h) := h

2 (f(a) + f(b)) + h
N−1∑
j=1

f(a+ jh).

Die Folge (α(h))h→0 approximiert das Integral
∫ b

a f(x)dx (Romberg-Integration).
Berechnen Sie mit Hilfe der Richardson-Extrapolation eine Näherung von α(0) für Nk = 2k,
also hk = (b−a)

Nk
und q = 2. Beachten Sie hierbei:

(a) Ihr python Programm enthält eine Funktion zur Berechung der zusammengesetzten Tra-
pezregel für gegebenes f, a, b, h und N .

(b) Eine weitere Funktion bestimmt per Richardson-Extrapolation die gesuchte Näherung für
α(0) und eine gegebene Folge hk.

(c) Ausgabe ist der Wert der Näherung α(0) für gegebenes k.

Testen Sie Ihr Programm mit f(x) = 1
1+x für a = 0, b = 1 und k = 2, 4, 8, 16.


