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Aufgabe 1: (Losung des Anfangwertproblems) (4 Punkte)
Sei I = [a,b],G € R™ zusammenhingend und offen, yo € G und sei f € C°(S,R") mit S := I x G.
Betrachten Sie das Anfangswertproblem (AWP) y/(x) = f(z,y(x)), y(a) = yo. Zeigen Sie die Aquivalenz
der beiden Aussagen:

a) y: I — R™16st das AWP.

b) y € C(1,G) und y(z) = yo + [, f(s,y(s))ds.

Aufgabe 2: (Picard-Lindelsf) (4 Punkte)
Es gelten die selben Vorraussetzungen wie in Aufgabe 1 und zusétzlich erfiille f die Bedingung || f (2, y) |0 <
M fiir alle (z,y) € S sowie die Lipschitz-Bedingung

1f(x,y) = f(2,2)llec < Llly — 2llocV(2,y), (z,2) € 5.

Sei yo € G gegeben, so dass fiir ein 0 > M(b—a) gilt {y : ||y — Yollec < 0} C G. Zeigen sie, dass dann
gilt:

1. Das AWP hat auf I genau eine Losung 3.

2. Fur alle z € I gilt (z,9(x)) € Kym(a,y0) NS mit Kpr(a,yo) == {(z,y) € RxR™ : ||ly — yolloo <
Mla — z|}.

Aufgabe 3: (Lemma von Gronwall) (4 Punkte)
Seien p,q € C([a,b]) gegeben mit p,q > 0 und erfiille die Funktion e : [a,b] — R fiir alle z € [a,b] die
Integralgleichung 0 < e(z) < p(z) + [ q(s)e(s)ds. Zeigen Sie, dass dann gilt:

x

0 <e(x) §p(x)+/

a

(o)) exp [ " g(t)de)ds.

Aufgabe 4: (Programmieraufgabe) (4 Punkte)
Gegeben sei das AWP: 2/(t) = 2%(t), x(0) = 1 auf I = [0,0.5]. Schreiben Sie ein Programm, das mit
Hilfe des Euler Verfahrens und des verbessertem Euler Verfahrens Naherungswerte fiir 2(0.5) bestimmt.
Arbeiten Sie mit der Schrittweite At = 27% fiir k = 1,...,10. Geben Sie Tabellen mit den folgenden
Daten aus:

At | za:(0.5) | eat(0.5) | —In(leat(0.5)]),

wobei za; die approximative Losung und ea; den Fehler zwischen exakter und approximativer Losung
bezeichnen. Tragen Sie jeweils —In(|ea¢(0.5)|) iber —In(At) auf und interpretieren Sie das Ergebnis.



