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Wiederholung

Erinnerung

@ Modellierung der Ausbreitung der Infektionskrankheit
SARS

@ Grundmodell von gewdhnlichen Differentialgleichungen
und verschiedene Ansatze zur Erweiterung
— impulsive, stochastische und rdumliche Effekte
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Wiederholung

ODE-Modell
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Modellierung mit gewéhnlichen DGL Optimal control

Stabilitatsanalyse

Optimal control J

Entwicklung von Impfstrategien
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Modellierung mit gewéhnlichen DGL Optimal control
Stabilitatsanalyse

Modellreduktion

@ Zusammenfassung der Klassen Q und J
— S-E-I-Q-R

© Betrachtung einer Impfstrategie ohne Quarantane und
Isolation; R ist vom System entkoppelt
— S-E-I
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Modellierung mit gewdhnlichen D Optimal control
Stabilitatsanalyse

1: S-E-I-Q-R
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Modellierung mit gewéhnlichen DGL Optimal control
Stabilitatsanalyse

2: S-E-

95 S(Bl+<=eBE)

/ _——=

S_at N

, OE _ S(Bl+cefE)
Ei@ti N KE
I’:g::kE—hl
N,:%I;/:S/—FEI—FI/

S(0) = So, E(0) = Ep, 1(0) =, N(0) = Np
k = Rate, mit der asymptomatische Infizierte klinische Symptome entwickeln
h = Rate, mit der symptomatisch Infizierte gesund (und immunisiert) werden
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Modellierung mit gewéhnlichen DGL Optimal control
Stabilitatsanalyse

Optimal control

Idee: Entwicklung einer Impfstrategie, wobei die Kosten
minimiert werden und die Differentialgleichungen unseres
Modells die Nebenbedingungen bilden

@ Impfrate u e U =
{u(t):0<u(t)<1,0<t<T, u(t) lebesgue-messbar}
° Kostenfl%nktional .
J(u) = [ £(t,x, u)dt + d(x(T)) = J (I(t) + FWu(1)) it mit
Kosteng(])ewicht w °
@ gesucht: u™ mit J(u*) = minJ(u)
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Modellierung mit gewéhnlichen DGL Optimal control
Stabilitatsanalyse

notwendige Bedingungen

Ist u* optimal, dann existiert eine adjungierte Funktion
A: R — R" sodass x(t,u*), u* und \ das Zustandssystem

x'(t) = g(t, x, u")
x(0) = xo

und das adjungierte System

erfullen.
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Modellierung mit gewéhnlichen DGL Optimal control
Stabilitatsanalyse

Hamilton-Funktional

Dabei ist das Hamilton-Funktional H durch
H(t, x,u) = f(t,x,u) + AT - g(t, x, u)
gegeben.
Flr unser System gilt
H= l+%Wu2+>\1 (

S(ﬁ/+€EE)
a0 (25

S(Bl+ceBE
SIS - us)

_ kE) + Ag (KE — hI) + Ag (—hI).

Christina-Joana-Alexander-Daniel-Evgenij-Karolina-Kirsten Modellierung der Ausbreitung von SARS



Modellierung mit gewéhnlichen DGL Optimal control
Stabilitatsanalyse

adjungierte Variablen
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Modellierung mit gewéhnlichen DGL Optimal control
Stabilitatsanalyse

adjungierte Variablen

OH . S+ S+ )\ T
%_Oéu _T_mm 1’<W> .

Die adjungierten Variablen \;, i = 1,2,3, 4, erflllen

OH _ (Bl+eeBE . Bl+eeBE .
,_ OH _ . (Seep Seef

A\ = 3] —1+A1<> (Nﬁ)+>\3h+/\4h

A;:gZ:M( 5/+5555> ( 6/+:EﬁE)>

mit /\1(T) = )\2(7—) = )\3(7-) = )\4
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Modellierung mit gewéhnlichen DGL Optimal control
Stabilitatsanalyse

Optimalitatssystem

_S(Bl+<eBE)
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Modellierung mit gewéhnlichen DGL Optimal control

Stabilitatsanalyse

Lésen des Systems in MATLAB:
Zustandssystem vorwarts, adjungiertes System rlickwarts in der Zeit
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Modellierung mit gewoéhnlichen DGL Optimal control

Stabilitatsanalyse

Stabilitatsanalyse |
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Modellierung mit gewoéhnlichen DGL Optimal control
Stabilitatsanalyse

Stabilitatsanalyse

@ Bestimmung des Fixpunktes

x’ =0 = Fixpunkt x
X=X+X

@ Stabilitatsanalyse

X =X + J|gX + O(X°)
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Modellierung mit partiellen DGL

Modellierung mit partiellen
Differentialgleichungen J
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Modellierung mit partiellen DGL

Erweiterung um rdumliche Effekte

@ bisher: raumliches Modell in 1D, Transport durch Diffusion

1=19.75Tage

Infizierbare S
Infizierte |

baren bzw. Infizieten

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
ont

@ nun: Erweiterung des Modells um eine Raumdimension
auf 2D
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Modellierung mit partiellen DGL

SI-Modell

98
ar =
Il
ot

Mg — IS+ Ds AS , .
— N, +1S+D; Al - pl } in €2 [0, Tmax]

mit
@ Anfangsbedingungen: S(0) = Sy, /(0) = fp in
@ Neumann-Null-Randwerte:
VS -n=VI-n=0auf 9Q x [0, Trmax]
@ g, INM; = Zuwanderungsraten fir S und |

@ Dg, D, = Diffusionskoeffizienten fliir S und |
@ . = Sterberate der Infizierten |
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Modellierung mit partiellen DGL

Numerische Simulation des SI-Modells

@ Orts- und Zeitdiskretisierung mit ADI-Verfahren
@ Q=1[0,100)? c R?

@ Tmax = 6-30, d.h. 6 Monate

o Ax =1

@ At=0.5 (= klein genug fur Stabilitat)

e =01

°

Mg =0.01,M,=0
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Modellierung mit partiellen DGL

Alternating-Direction-Implicit-Verfahren (ADI)

Warmeleitungsgleichung:
oru(x,y,t) = Au(x,y,t)

Idee:

Zeitdiskretisierung: zwei Schritte mit Schrittweite jeweils %
Ortsdiskretisierung:

@ im 1. Zeitschritt: Impliziter Euler in x-Richtung, expliziter
Euler in y-Richtung

@ im 2. Zeitschritt: Expliziter Euler in x-Richtung, impliziter
Euler in y-Richtung
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Modellierung mit partiellen DGL

Alternating-Direction-Implicit-Verfahren (ADI)

Diskretisierung: uﬂj = u(x;, yj, tn)
@ 1. Zeitschritt: Implizit in x, Explizitin y

n+3 nt3 n+3% n+3
Upj = = Uiy Upqy =205 "+ U | Ui = 205 Ui
0.5At (Ax)2 (Ay)?

@ 2. Zeitschritt: Explizit in x, Implizitin y

Un+1 o ui

ij N

jo Uiy~ 2u
0.5At (Ax)?

@ Schreibe mit Matrizen A, B, C, D

Au™tz = Bu"

cu™! = Dutz

n+1 n+1 n+1
t Uiy Uy — 22U +u

ij+1
(Ay)?

_.I_
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Modellierung mit partiellen DGL

Vorteile des ADI-Verfahrens

@ Zweischrittverfahren, das gut fir parabolische Systeme ist

@ zwei tridiagonale anstatt eines pentadiagonalen
Gleichungssystems
= numerisch effizienter |6sbar

@ unbedingt stabil fir 2D-Modelle
@ lokaler Diskretisierungsfehler O((At)?) + O((Ax)?)
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Modellierung mit partiellen DGL

Warmeleitungsgleichung

(Loading Video...)
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2D_Waermeleitung.avi
Media File (video/avi)


Modellierung mit partiellen DGL

SI-Modell mit ortsabhangigen Diffusionskoeffizienten

@ So(xi,yj) =1, lo(Xi,¥;) = diza-0j34,0 < i,j <100
@ ein GauBpeak flr die Diffusion
Infizierbare S Infizierte |

Diffusion Diffusion
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2D_SI_ortsabhDiff_1peak.avi
Media File (video/avi)


Modellierung mit partiellen DGL

Annaherung an Realitat

@ mehr Leute in der Stadt, weniger auf dem Land
= analog zu Diffusion: Anfangliche Verteilungen Sy, o mit
GauB3-Peaks

@ wie zuvor: geringere Diffusion fur die Infizierten |
@ Flughafen mit Hilfe von impulsiven Effekten

Christina-Joana-Alexander-Daniel-Evgenij-Karolina-Kirsten Modellierung der Ausbreitung von SARS



Modellierung mit partiellen DGL

SI-Modell mit ortsabhangigen Diffusionskoeffizienten

@ GauBpeaks fir Sy, lo(x,-,yj) =050 - 0j50, 0 < 7,/ <100
@ drei GauBpeaks fiir die Diffusion
Infizierbare S Infizierte |
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2D_SI_ortsabhDiff_3peaks_auchS0.avi
Media File (video/avi)


Modellierung mit partiellen DGL

SI-Modell mit ortsabhangigen Diffusionskoeffizienten
und impulsiven Effekten

@ So(xi,y) =1, Io(xi, ¥j) = dis0 - 650, 0 < i,/ < 100
@ drei GauBpeaks fiir die Diffusion
@ Flughafen = {(x;,y;) | 15 < i< 20,50 <j < 55}
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2D_SI_ortsabhDiff_impuls_3peaks.avi
Media File (video/avi)


Fazit )
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@ gute Anpassung der Modelle auf die Daten der WHO
@ Reduktion der Parameter hat keine grof3en Auswirkungen
@ Modell mit Quaranténe und Isolation < Impfmodell

@ nichtlineare Transportphanomene kdnnten geeigneter sein
als Diffusion
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